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RESUMEN

Se estudia la sincronizaciéon de dos neuronas acopladas eléctricamente en funcién de la
intensidad de acoplamiento y periodicidad que las caracteriza, empleando como indicador el
error medio de sincronizacién. La actividad neuronal presenta dos dinamicas: una rapida
en la cual se producen impulsos de los potenciales de accion y otra lenta que los modula,
produciendo como resultado un comportamiento de gran importancia fisiolégica denominado
rafagas de picos. Estos comportamientos intrinsecos de las neuronas estan bien caracteriza-
dos en el plano de parametros por periodicidades. Se ha encontrado que valores altos de la
intensidad de acoplamiento llevan al sistema a perder regularidad en sus oscilaciones, por
lo que se limita el intervalo de analisis. Asi, se observa que se alcanza una sincronizacién
completa solamente entre neuronas idénticas acopladas; mientras que en otras situaciones,
se manifiesta una sincronizacién en fase. Ademas, en el caso de neuronas de igual periodi-
cidad, la serie temporal del error medio de sincronizacién muestra oscilaciones periddicas y
con periodicidades similares a las sefiales neuronales.

Cédigo(s) PACS: 05.45.-a — 05.45.Xt — 02.70.-c — 87.19.L-

Descriptores: Dinamica no lineal y caos — Sincronizacién; osciladores acoplados — Técnicas
computacionales; simulaciéon — Neurociencia.

ABSTRACT

We studied the synchronization of two electrically coupled neurons as a function of the
coupling strength and their characteristic periodicities, using as an indicator the mean syn-
chronization error. The neural activity presents two dynamical features: a fast one in which
impulses are produced from the action potentials and a slow one that modulates them; to-
gether these result in a behavior of great physiological importance here called bursts of
spikes. These intrinsic neural behaviors are well characterized by periodicities in the param-
eter plane. We found that high coupling strength values provoke a loss of regularity in the
oscillations which delimit the interval analysis. Thus, we observed that complete synchro-
nization is only achieved when coupled neurons are identical, whereas in other situations
phase synchronization is manifested. Moreover, in the case of non-identical coupled neurons
with the same periodicity, the time series of the mean synchronization error exhibit periodic
oscillations with similar periodicities of the neuron’s signals.

Subject headings: Nonlinear dynamics and chaos — Synchronization; coupled oscillators —
Computational techniques; simulation — Neuroscience.

1. INTRODUCCION macion y de la ejecucion de actividades funcionales
las redes neuronales son especificas a ciertas re-
giones y funciones como lo senalan Azevedo et al.
(2009). A grandes rasgos, se distinguen tres partes
en una neurona: las dendritas, la terminal de axén
(ambas terminaciones nerviosas) y una membrana
conductora llamada axén. Para que una coleccién
Hicalderon@fiumsa.edu.bo de estas células procese informacién las mismas de-

T i J .
mravila@fumsa.edu.bo , beran conectarse, este es el proceso conocido como
http://www.flumsa.edu.bo/docentes/mramirez/

El estudio de redes complejas se ha extendido am-
pliamente en las dltimas décadas y esta relacionado
con multiples disciplinas cientificas, como ser la neu-
rociencia. Responsables del procesamiento de infor-



4 Ignacio Calderon de la Barca & Gonzalo Marcelo Ramirez-Avila

sinapsis y sucede cuando se aproximan las termina-
ciones nerviosas del axon con las dentritas, trans-
firiéndose una sefial eléctroquimica, comuinmente
una corriente ionica. Dicha sefal se conduce a través
de las neuronas receptoras a causa de una dife-
rencia de potencial eléctrico entre los extremos del
axén y sus terminales, producida por la diferencia
de concentracién de iones en la frontera de la mem-
brana como se describe en Girardi et al. (2013). For-
malmente, tal conduccion esta ligada con lo que se
conoce como potenciales de accién. Cada tipo de neu-
rona posee un umbral de excitaciéon caracteristico,
el cual debe ser superado para permitir un poten-
cial de accion, esto fue reportado por primera vez por
Hodgkin & Huxley (1952).

Desde los trabajos experimentales con redes neu-
ronales artificiales desarrollados por Sarbadhikari &
Chakrabarty (2001), se sabe que la dindmica neu-
ronal puede presentar comportamientos periédicos
y cadticos. Las oscilaciones periédicas se manifies-
tan en dos procesos: la descarga de iones en el
axén que ocurre rapidamente y en repetidas oca-
siones, y el alcance de valores umbral de excitaciéon
que modulan el tiempo de conduccién. Los compor-
tamientos intrinsecos de las neuronas son: oscila-
ciones sostenidas, rafagas de impulsos o picos, oscila-
ciones caéticas y silencio o ausencia de oscilaciones.
Adicionalmente a los mecanismos mencionados an-
teriormente, se puede considerar una red neuronal
como un sistema de entrada y salida (input/output)
conformado por osciladores; es decir, un sistema al
que ingresa una sefial y del que sale otra diferente.
Tales aspectos posibilitan el estudio de redes neu-
ronales con la dindmica no lineal.

A partir de observaciones fisiolégicas, en el trabajo
de Hodgkin & Huxley (1952) se propuso un modelo
de ecuaciones en derivadas parciales, siendo pione-
ros en abordar una descripcion matematica del com-
portamiento neuronal. Posteriores trabajos realiza-
dos por FitzHugh (1955), Nagumo et al. (1962),
Hindmarsh & Rose (1984) e Izhikevich (2003), re-
dujeron el sistema anteriormente mencionado a va-
riantes mas sencillas como se muestra en Girardi et
al. (2013). Adaptaciones de los modelos basados en
ecuaciones diferenciales ordinarias y/o en derivadas
parciales, permitieron discretizar las ecuaciones, lo
que constituye una simplificacién importante. Estos
nuevos sistemas con tiempos discretos, llamados ma-
pas, presentan ventajas tedricas por tener formas
matematicas mas sencillas y seguir mostrando los
comportamientos dindmicos de relevancia, como se
expone en Ibarz et al. (2011).

Las simulaciones computacionales constituyen la
herramienta ideal para estudiar los comportamien-
tos oscilatorios de las neuronas. En las ultimas
décadas se han desarrollado varios modelos que ex-
hiben comportamientos oscilatorios observables en
neuronas reales, tales como: rdfagas de impulsos o
picos o mas conocidas como “bursts of spikes” en
la literatura en inglés, que son trenes de impulsos
seguidos de desexcitaciones y excitaciones; oscila-
ciones sostenidas o “spikes”, que son impulsos con

cierto periodo; silencio, que es un estado estacionario
caracterizado dindmicamente por puntos fijos y por
ultimo, oscilaciones cadticas.

Uno de los propésitos mas importantes de los mo-
delos basados en mapas es el de entender los me-
canismos que subyacen en el procesamiento de in-
formacién y actividades funcionales de las neuronas.
Estudiar la sincronizacién de una red entre varias
de estas subregiones es relevante por que aporta al
concimiento de codificacion y procesamiento de infor-
macién en neuronas, estrechamente relacionado con
la memoria a corto plazo como se expone en Sausedo-
Solorio & Pisarchik (2014).

El comportamiento sincrono de rafagas de impul-
sos estd relacionado con ciertas patologias como lo in-
dican de Pontes et al. (2008), por lo que su estudio es
de suma importancia como lo plantea Rulkov (2001).
La gran mayoria de trabajos se enfocan en redes
neuronales con conexiones que cumplen la propiedad
de escalamiento libre, donde el acoplamiento se re-
duce mientras incrementa el tamano de la red segin
una ley de potencias como lo senalan Batista et al.
(2009), de Pontes et al. (2008) y considerando un
retardo sindptico entre las senales estudiado por
Sausedo-Solorio & Pisarchik (2014).

El articulo esta estructurado de la siguiente
manera: en la Seccion 2. se introduce todas las
propiedades y aspectos concernientes al analisis del
modelo que se emplea. La Seccién 3. muestra los
resultados m4s importantes entre los que destacan
la dependencia del error de sincronizacién con la
intensidad de acoplamiento y la serie temporal del
mismo para neuronas que presentan comportamien-
tos diferentes. Finalmente, en la Seccién 4. se expo-
nen las conclusiones del trabajo, asi como perspecti-
vas para posibles extensiones de la investigacion.

2. MODELO DE RULKOV

La forma matematica del modelo de neurona de
Rulkov es sencilla; sin embargo, este es capaz de
describir diversidad de comportamientos, incluyendo
los cuatro mencionados en la Seccién 1. Modelar neu-
ronas que presentan el comportamiento de rafagas
de impulsos implica la dindmica de dos variables,
una de ellas, y cambia su valor lentamente con el
tiempo discreto n y modula el periodo de otra varia-
ble,  que produce rafagas de impulsos. El mapa bidi-
mensional planteado por Rulkov (2002) esta dado
por

Tn4+1 = f(xna Yn + Bn)a
(1)
Ynt1 = Yn — Ty + 1) + po + poy,

donde f(x,,y,) es una funcién por partes, de la forma

0‘/(1 - In) +Yn, siz, <0
F(@n,yn) = S @+ yn, $i0<z, <a+uyn
-1, Siz, > a+ yn.

(2)
Varios de los parametros tienen una relacion directa
con aspectos biolégicos, 5, y o, representan influ-
encias externas (interaccién con otras neuronas) co-
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F1G. 1.— Series temporales de la variable rapida (linea ne-
gray eje vertical izquierdo) y variable lenta (linea gris y eje
vertical derecho) del modelo de Rulkov, para intensidades
de actividad neuronal (a) x = 0.001 y (b) © = 0.1. Nétese
que el dominio del tiempo en las figuras es distinto, con el
fin de mostrar el comportamiento de rafagas y que ambas
variables: rdapida y lenta, presentan la misma periodicidad.
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rrespondientes a la sinapsis y conduccion respectiva-
mente. En tanto que o es un parametro caracteristico
de cada neurona aislada, relacionado con los poten-
ciales de accién y el desplazamiento vertical del um-
bral de excitacion en el plano de parametros; mien-
tras que « repolariza la membrana, delimitando los
comportamientos de impulsos y rafagas. Finalmente,
el parametro . esta relacionado con la intensidad de
actividad; es decir, mientras mayor sea su valor, mas
frecuente sera la actividad neuronal. La Fig. 1 mues-
tra las series temporales de las variables rapida y
lenta en un comportamiento de rafagas de picos para
valores de ;1 = 0.001 y ¢ = 0.1. En las dos situa-
ciones puede observarse que ambas variables com-
parten periodicidad. Como consecuencia del valor de
la intensidad de actividad, nétese que la escala tem-
poral para la Fig. 1(b) es menor y a pesar de ello se
tienen mas trenes de rafagas, pero con mucha menor
cantidad de picos que en la Fig. 1(a).

2.1. Caracterizacién mediante periodicidades

Los comportamientos neuronales quedan caracte-
rizados en un plano de parametros, para a y o, en
el cual se distinguen tres regiones bien definidas co-
rrespondientes al silencio (puntos fijos), rafagas de
impulsos y oscilaciones sostenidas, tal como lo in-
trodujo Rulkov (2002). Por otra parte la carcteri-
zaciéon de mapas mediante periodicidades muestra
ser un método alternativo al empleo de exponentes
de Lyapunov siendo m4as ventajoso en el sentido que
describe con mayor detalle las dinamicas oscilato-
r/ias de los sistemas, como se reporta en Ramirez-
Avila & Gallas (2011). También utilizando éste
método, se obtiene un plano de parametros exten-
dido para el mapa de Rulkov caracterizado por pe-
riodicidades, modelado para un valor no tradicional
de intensidad de actividad ¢ = 0.1 estudiado por
Ramirez-Avila et al. (2015). Aqui, cabe resltar que
todos los trabajos mencionados se han dedicado a
estudiar sincronizacién de neuronas caracterizadas
solamente por su comportamiento de rafagas para
un valor de uno de los parametros, dado por u =
0.001. El presente trabajo tiene como objetivo es-

tudiar la sincronizacién de dos neuronas caracteri-
zadas por periodicidades para un valor de p = 0.1,
haciendo una seleccién de: neuronas idénticas, que
comparten periodicidad y de otras que difieren en
periodicidad y comportamiento. Volviendo al plano
de parametros, se muestra el mismo en la Fig. 2,
observandose una gran riqueza de comportamientos
dinamicos (multiples regiones). El cédigo de colores
indica la periodicidad en las diferentes regiones del
plano, correspondiendo ademaés la region blanca y la
mads oscura al silencio y caos respectivamente. Para
los an4lisis que siguen, elegimos como referencia una
neurona en la region de periodicidad 21, caracteri-
zada por o = 14.13 y o = 0.3622.

2.2. Indicadores de sincronizacion

Como consecuencia de la interaccién de elemen-
tos en un sistema complejo compuesto de osciladores,
se puede producir la sincronizacién, fenémeno emer-
gente omnipresente en la naturaleza en diversidad
de ciencias. Este fenémeno puede surgir abrupta-
mente en una red compleja, como reporta Boccaletti
et al. (2016). Se pueden distinguir diferentes tipos
de sincronizacién tales como la sincronizacién com-
pleta, en fase, generalizagla, con retardo, entre otras,
como lo sefiala Ramirez-Avila (2007). Para estudiar
la sincronizaciéon empleamos dos cantidades: (i) El
error medio de sincronizacion que se define como la
distancia promedio a la variedad de sincronizacion,
lo cual implica que las diferencias de las variables
para cada oscilador en cada tiempo n sean nulas o
préximas a cero; en otras palabras, que la distancia
euclidiana entre las sefiales de los osciladores sean
préximas a cero en el caso de la sincronizacién

N N e

1=n T
3)
donde n, es un transitorio. (ii) El error mdximo que
es el maximo valor de las distancias euclideanas
para los n — n, valores

€max = Max {\/(x§2) _ xgl))Q + (%(2) . yl(l))?} , (4)

T=Nr...N.

(e) =

2.3. Acoplamiento

La interaccion sinaptica de dos neuronas requiere
una conexion entre los mapas que describen a las
mismas. El acoplamiento vincula a los elementos
de la red mediante interacciones. Dado que estamos
interesados en estudiar las interacciones entre dos
neuronas empleamos un acoplamiento bidireccional,
simétrico y de caracter eléctrico como se expone en-
Girardi et al. (2013)

(4) ())

— I

Begzj(
(1) e (DL;J) _ DL;L))

on’ = 0°g;j

()
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Fia. 2.— (Color online) Plano de parametros caracterizado por periodicidades con p = 0.1. Las tres regiones que car-
acterizan el comportamiento neuronal contindan siendo védlidas y ademas se muestran regiones (indices de colores) que
indican la periodicidad del comportamiento oscilatorio. Las regiones blanca, azul y negra corresponden respectivamente
a silencio, caos y oscilaciones de alta periodicidad (> 33). La regién que tomaremos como referencia es la correspondi}ente
a un comportamiento de rafagas de picos etiquetada con periodicidad 21. Plano de parametros tomado de Ramirez-Avila

et al. (2015).

donde 3¢ y o¢ son cantidades correspondientes a la
intensidad de la sinapsis entre neuronas y la mag-
nitud del potencial de accion de entrada, como se
explic6é previamente. La cantidad g;; es una matriz
simétrica y de diagonal nula que define la conexién
entre neuronas. En lo que sigue del trabajo, nos
referiremos a la magnitud de los elementos de dicha
matriz como la intensidad de acoplamiento g.

3. RESULTADOS

Con el objetivo de observar el efecto de la intensi-
dad de acoplamiento en el comportamiento oscilato-
rio de las neuronas, analizamos los errores de sin-
cronizacion, dados por las Ecs. (3) y (4) en funcién de
la intensidad de acoplamiento. Se estudié la interac-
cion de dos neuronas distintas que comparten perio-
dicidad, incrementando el valor de la intensidad de
acoplamiento g en un amplio rango de valores, como
se muestra en la Fig. 3. Se observa que si el valor
de la intensidad de acoplamiento es alto (préximo a
g = 1.0), entonces el comportamiento inicial pierde
regularidad en el periodo. En consecuencia, se debe
limitar el intervalo de valores de g para los cuales los
errores de sincronizacion son pequerios.

El analisis de las series temporales del error de
sincronizacién para neuronas distintas que com-
parten periodicidad y para un valor especifico del
acoplamiento (¢ = 0.43) se muestran en la Fig. 4.
Podemos apreciar las series temporales de ambas
neuronas no idénticas acopladas con una intensidad
de ¢ = 0.001 Fig. 4(a) donde oscilan con la misma
periodicidad y ¢ = 0.1 Fig. 4(c), donde la periodici-
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Fi1c. 3.— Comportamiento del error medio de sin-
cronizacién (eje vertical izquierdo, linea negra) y del error
maximo de sincronizacion (eje vertical derecho, linea gris)
en funcién de la intensidad de acoplamiento g para neu-
ronas distintas, ambas en la region de periodicidad 21.
Notese que los errores de sincronizacién aumentan con g.

dad de una de las senales cambia ligeramente de-
bido a un mayor acoplamiento. En ninguno de los
casos las sefales se superponen. El error medio de
sincronizacién en funcién del tiempo, Fig. 4(b), pre-
senta oscilaciones periédicas que comparten la perio-
dicidad de las rafagas que es 21, en concordancia con

los resultados obtenidos por Bustos & Ramirez-Avila
(2016) para un mapa unidimensional. En tanto que
en la Fig. 4(d) se observa que las oscilaciones del
error medio de sincronizacion cambian su periodici-
dad a 20. Estos comportamientos son una correspon-
dencia de la naturaleza oscilatoria del fenémeno.
Finalmente, la Fig. 5, muestra la interaccion de la
neurona de referencia (o« = 14.13, ¢ = 0.3622) con
otras neuronas distintas en comportamiento y perio-
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F1Gg.4.— (a) y (¢) Son series temporales de la varia-
ble rapida para dos neuronas no idénticas acopladas y de
misma periodicidad, 21. Series temporales del error medio
de sincronizacién, para intensidades de acoplamiento de
g = 0.001 (b) y ¢ = 0.1 (d). Donde se nota en ambos casos
oscilaciones periddicas para (c).

dicidad, como se especifica en la leyenda de la figura.
Se puede ver que, a excepcién de neuronas idénticas,
en ningun caso se consigue una sincronizacién com-
pleta, pero si se manifiesta una sincronizacién en
fase para los casos: (i) cuando la neurona de refer-
encia interactia con otra que presenta rafagas (ver
Fig. 5(d)-(f)), (i7) otra en su estado estacionario (ver
Fig. 5(G)-(1)) y (i7i) una interacciéon con una neurona
cadtica (ver Fig. 5(m)-(0)). Sin embargo, el periodo
de (e) es sensible a cambios de la intensidad de
acoplamiento, pese a que esta se encuentre en el in-
tervalo de analisis.

4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Se profundizé el estudio de las caracteristicas
dinamicas del modelo de Rulkov, tomando en cuenta
valores de los parametros que no se consideran
comunmente pero que tienen una gran riqueza a
nivel de comportamiento dinamico sobre todo en lo
concerniente a periodicidades. Teniendo en cuenta
una neurona de referencia en la regién de periodici-
dad 21, se vio que la sincronizacién completa solo se
presenta con otra neurona idéntica. Sin embargo, la
sincronizacion en fase con otras neuronas que com-
parten periodicidad es posible y ademas, se observé
que el error de sincronizacion oscila periédicamente
en el tiempo y con periodicidades similares que los
trenes de rafagas de picos. Este comportamiento esta
en correspondencia con el caracter oscilatorio de las
variables dindmicas del modelo. Con respecto a la
interacciéon de la neurona de referencia y otra de
periodicidad 4 (oscilaciones sostenidas) no presen-
tan periodicidad, posiblemente debido a que se tiene
una importante diferencia en la periodicidad ademas
que la periodicidad de la serie temporal del error
medio de sincronizacién puede desaparecer dependi-
endo del valor de acoplamiento.

Como perspectivas se pretende extender la in-
vestigacion y estudiar mdas exhaustivamente la
sincronizacién en fase y asi caracterizar de ma-
nera mas general el comportamiento del error
de sincronizacion en funciéon de la intensidad de
acoplamiento, pudiéndose construir un espacio de
parametros en términos de diferencias de « y o. Por
ultimo es deseable a corto plazo extender este estu-
dio a sistemas con mayor namero de neuronas.
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F1G. 5.— Dependencia de los errores de sincronizacion en funcién de la intensidad de acoplamiento (primera columna).
La primera fila (a)-(c) muestra la sincronizacién completa entre neuronas idénticas de periodicidad 21, es decir neuronas
de referencia @ = 14.13 0 = 0.3622. En la segunda y tercera columna se aprecia la serie temporal del error medio de sin-
cronizacion para acoplamientos determinados. La segunda fila (d)-(f) corresponde a neuronas del mismo comportamiento
de rafagas, pero distinta periodicidad, neurona de referencia y neurona de periodicidad 29 (o = 14.99, ¢ = 2.771). La
tercera fila (g)-(i), muestra la interaccién con una neurona de comportamiento de oscilaciones sostenidas y periodicidad 4
(a = —6.698, 0 = 0.3302). La cuarta fila (j)-(1) describe la interaccion con una neurona en silencio, (o = 1.031, o = 0.5743).
La quinta fila corresponde a la interaccion de la neurona de referencia con una caética, (o« = 8.909 y o = 1.735).
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