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RESUMEN

Se postulan modelos poblacionales basados en un sistema de Lotka-Volterra que incluye
células cancerosas, normales y las ligadas al sistema inmunolégico. En el primer modelo
no se considera la radiacién; en el segundo modelo se introduce un término de radiacién
ionizante actuando solamente sobre las células cancerosas; en tanto que en el tercero, la
radiacion actia también sobre las células normales. Se realiz6 el analisis de estabilidad lineal
de los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales ligados a cada modelo, asi como una
exploracion de valores de los parametros considerando como indicador al maximo exponente
de Lyapunov. Se encontré que la radiacion tiene un efecto sobre las poblaciones celulares
mostrando cambios de regimenes dinamicos, lo que indica que se puede modular el valor de
los parametros, en particular los ligados a la radiacién con el fin de disminuir la poblacién de
las células cancerosas, aspecto que optimizaria los tratamientos de radioterapia.

Cédigo(s) PACS: 89.75.k — 87.23.Cc — 87.19.xj
Descriptores: Sistemas complejos — Dinamica de poblaciones — Cancer

ABSTRACT

Lotka-Volterra-based population models were proposed for cancerous, normal and effector
cells; the latter related to the immunological system. The first model is the basis of the dy-
namics of cell populations (cancerous, normal and immune effectors) and their interactions.
The second model only considers the radiation action on the malignant cells, while, the third
one also takes into account the effect on the healthy cells. A linear stability analysis of the
systems of nonlinear differential equations related to each model was performed, as well as,
an exploration of the parameter values considering as an indicator the largest Lyapunov ex-
ponent. We found that the radiation affects the cellular populations which exhibit changes in
their dynamical regimes. The latter indicates that the value of the parameters can be modu-
lated, in particular, those linked to the radiation to diminish the population of the cancerous
cells. This is an important result that has the potential to optimize radiotherapy treatments.

Subject headings: Complex system — Population dynamics — Cancer

1. INTRODUCCION

El cancer es una de las patologias mas comunes y
letales que se dan en los seres humanos y constituye
un problema sanitario de importancia. De acuerdo
con la Organizacion Mundial de la Salud (2017), en
2012 se registraron 1.4 x 107 nuevos casos, teniéndose
en 2015, 8.8 x 10° decesos ligados a esta enfer-
medad; lo que significa que alrededor del 17% de las
muertes humanas son debidas al cancer. Entre los
tratamientos que se utilizan para combatir al cancer,
se tienen los basados en aspectos netamente médicos
(cirugia), fisicos (radioterapia), quimicos (quimiote-

“http://www.fiumsa.edu.bo/docentes/mramirez/

rapia), biolégicos (inmunoterapia, terapias génica di-
rigida, oncolitica y hormonal) y combinaciones de los
anteriormente mencionados.

El problema del cancer adquirié singular impor-
tancia en las ultimas décadas debido al impacto que
causa en la sociedad y a los esfuerzos que se dedi-
can para combatirlo. Una de las formas de enten-
der los procesos subyacentes al desarrollo de tumores
es mediante experimentos y modelos que puedan
explicar los resultados experimentales y ademas
puedan hacer predicciones de diversas situaciones
que no son facilmente accesibles a las mediciones.
Es asi que diferentes grupos cientificos comenzaron
a formular modelos tanto del crecimiento de tumores
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tales como los propuestos por Norton (1988), como de
la dinamica poblacional de células cancerosas y de
su interaccién con otros tipos de células y/o diferen-
tes agentes externos que actian sobre los tumores.

Varios modelos han sido postulados para estu-
diar diferentes situaciones ligadas a tumores (en-
foque macroscopico) y células cancerosas (vision
microscopica). Asi, un modelo paradigmatico uti-
lizado en dinamica poblacional de células cancerosas
es el debido a Kuznetsov et al. (1994) que con-
sidera tumores inmunogénicos y el calculo de bi-
furcaciones locales y globales con valores realistas
de los parametros; en la misma linea, otro mo-
delo importante es el propuesto por Kirschner &
Panetta (1998), donde se propone un sistema de tres
ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs) cada una
de las cuales esta relacionada con la poblacién de
células de tipo inmune, tumoral y la concentracién de
interleucina-2 citoquina (IL-2), compuesto que activa
al sistema inmune a combatir los tumores. Con simi-
lares caracteristicas, se puede mencionar los mode-
los basados en inmunoterapia celular adaptiva (ACI
por su sigla en inglés), en especial, el propuesto por
Nani & Freedman (2000), el cual es una extension
de los anteriores, teniendo como principales varia-
bles a las concentraciones de células normales y can-
cerosas en el espacio fisiolégico, asi como las concen-
traciones de linfoquina (por ejemplo, la IL-2) y de
linfocitos anticancerigenos (como las células asesinas
activadas por linfocina) en la vecindad de células nor-
males y cancerosas. El efecto de retardos de tiempo
en la competicion entre el sistema inmunitario y el
tumor es considerado por Galach (2003). Aspectos
geométricos de los tumores son valorados en el mo-
delo propuesto por Frascoli et al. (2014) con el fin de
precisar las interacciones entre los diferentes grupos
de células. Un enfoque de poblacién estructurada es
planteado por Delitala et al. (2015) donde la com-
peticion entre las células inmunes y cancerosas se
manifiesta claramente en la inmunoterapia.

En lo que concierne a los modelos para tratamien-
tos de quimioterapia, se tiene como ejemplo el formu-
lado por Pinho et al. (2002), en el cual, se considera
la interaccion entre células cancerosas y normales
en dos sitios especificos con metdastasis entre los
sitios primarios y secundarios con retardo de tiempo.
Otros modelos que involucran quimioterapia fueron
planteados por Ershov & Kotin (2005) y por Lépez
et al. (2014). En cuanto a modelos que implican el uso
de radioterapia, se puede mencionar el propuesto por
Belostotski & Freedman (2005) en el cual se describe
la competicion de células sanas y cancerosas por
medio de ecuaciones de Lotka-Volterra y la accion de
las radiaciones se considera que esta sujeta a cua-
tro posibles modos de control en su administracion:
constante, lineal, de retroalimentacién y periédico; el
anterior modelo es completado por Freedman & Be-
lostotski (2009) que considera que la radiacion actaa
también sobre las células sanas; de la misma ma-
nera, otros modelos tienen en cuenta este ultimo as-
pecto tales como los propuestos por Jiménez & Her-
nandez (2011), ademas de Liu & Yang (2014), donde

desde el punto de vista matematico, estan basados en
sistemas de dos ODEs no lineales; en tanto que Isea
& Lonngren (2015) plantean un modelo consistente
en un sistema de tres ODEs no lineales. Un otro en-
foque de modelo multiescala para cancer fue formu-
lado por Ribba et al. (2006) con el fin de mejorar las
radioterapias. Radiacién peridédica ha sido consider-
ada por Liu et al. (2011) en un modelo que entre sus
soluciones conduce a la extincién de células. Es me-
nester indicar que para los tratamientos de radiote-
rapia es esencial considerar las leyes de crecimiento
tumoral tales como la de Gompertz y la denominada
“universal” como es explicado por Castorina et al.
(2007).

Modelos que implican combinaciones de
tratamientos también fueron desarrollados; asi,
de Pillis & Radunskaya (2003) consideran la res-
puesta inmunitaria y la quimioterapia para el
control de crecimiento de tumores y de Pillis et al.
(2006) dan una interpretacion bioldgica de este tipo
de modelos. Con base en el modelo planteado por
de Pillis & Radunskaya (2003) diferentes analisis
desde un punto de vista fisico-matematico han sido
desarrollados con el fin de describir la evolucion de
poblaciones de células cancerosas logrando aportes
notables a la ciencia no lineal aplicada a aspectos
médicos. Entre estos analisis conducentes a tipicos
comportamientos no lineales, se pueden mencionar
los trabajos realizados por Itik & Banks (2010),
donde se encuentran comportamientos cadticos; y
por Letellier et al. (2013) quienes por medio de
analisis de bifurcaciéon y topoldgico, encuentran
nuevas tendencias en la comprension del creci-
miento de ciertos tumores e incluso en la forma
del tratamiento aplicado a los mismos. Otros re-
finamientos de analisis de un modelo basado en
el de Itik & Banks (2010) fueron expuestos por
Galindo et al. (2015), una de cuyas conclusiones
mas importantes es la de proponer que la dinamica
cadtica puede estar en relacién con un mecanismo de
tratamiento conducente a una posible cura de cancer
a través de la eliminacién de células tumorales
para ciertos intervalos de valores de los parametros.
Un analisis exhaustivo del espacio de parametros
del modelo de cancer de de Pillis & Radunskaya
(2003) fue realizado por Gallas et al. (2014) donde
se determinan regiones caéticas e isoperiédicas que
podrian ser de suma utilidad en la planificaciéon
de tratamientos. El modelado de interacciones
entre células cancerosas, inmunes y virus bajo una
terapia oncolitica ha sido desarrollado por Eftimie
et al. (2016), en el que encuentran una dinamica
asintética compleja caracterizada por bifurcaciones
y caos. Un modelo anti-tumor que combina in-
munoterapia y quimioterapia fue propuesto por
Zhong et al. (2006) en el que se consideran fluc-
tuaciones en la tasa de crecimiento del tumor, una
forma inmune y una modulabilidad estacional débil
debida a la quimioterapia; cuyo resultado principal
es la induccion de resonancia estocastica por un
ruido multiplicativo puro en el sistema anti-tumor.
Para terminar con ejemplos de modelos combinando
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dos tipos de tratamiento, se puede resaltar aquel
que combina quimio y radioterapia planteado por
Ghaffari et al. (2016) donde después de un exhaus-
tivo analisis de los sistemas de ODEs concluyen en
que un tratamiento adecuado cambia la dinamica
del cancer y no solamente reduce las poblaciones de
células cancerosas.

Una amplia revision de diferentes modelos con-
cernientes a cancer y su tratamiento puede en-
contrarse en el libro editado por Preziosi (2003) y
también en los articulo de revision de Araujo &
McElwain (2004) y Bellomo et al. (2008). El libro
editado por Tan & Hanin (2008) contiene vasta in-
formacion acerca de modelos de cancer y sus aplica-
ciones.

El articulo esta estructurado de la siguiente ma-
nera: En la Sec. 2, se plantea un modelo describiendo
la dindmica poblacional de células malignas, nor-
males y efectoras, del cual se tienen dos variantes,
una de las cuales tiene en cuenta la accion de la ra-
diacion solo en las células cancerosas, en tanto que
la otra considera ademas que las células normales
sufren también esta influencia. El analisis de estabi-
lidad lineal para cada uno de los modelos es expuesto
en la Sec. 3. Las implicaciones de los resultados se
discuten en la Sec. 4 y finalmente en la Sec. 5 se dan
las conclusiones y perspectivas de esta investigacion.

2. MODELOS

Los modelos a ser considerados se basan en la
evolucion de las poblaciones de células cancerosas o
malignas M (t), normales o sanas N(t) y a las deno-
minadas efectoras inmunes F(t). La base del modelo
considera una competicion de tipo Lotka-Volterra en-
tre las células cancerosas y normales, ademas de una
competicion inhibitoria entre las malignas y efec-
toras; ademas, teniendo en cuenta que las efectoras
inmunes no se ven afectadas por las sanas. Con el
fin de facilitar la comprension del modelo, se asume
que para la situacién en la cual no interviene la ra-
diacion se tiene el modelo normalizado propuesto por
Itik & Banks (2010) que para el caso de la notacién
adoptada en este trabajo es:

dM
W:M(l—]\/f)—O'MNZ\/fN—O']\/[EME (1)
dN

dE eMFE
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Para obtener el sistema de ODEs anterior, se hizo
un rescalamiento de las variables que representan el
numero de células de cada tipo en términos de sus
capacidades de persistencia k;, en la forma:
M:£, NZl, EZE;
ky kn kg

(4)

similarmente, el tiempo se rescala como t = jif,
siendo /i, la tasa de crecimiento de las células ma-
lignas M, del mismo modo,  y £ son las correspon-

dientes a las células normales N y £ y donde los coe-
ficientes se consideran constantes. El rescalamiento
de las tasas de crecimiento de cada uno de los tipos
de células viene dado por:

(5)

v=—, €=

=
= o

Los coeficientes oxy representan las tasas de inac-
tivacion de las células X debidas a las Y y también
son rescaladas como:

OMNKN oMEKE
UMN:T7UME:T7 (6)
onmky cemkum
ONM = — > 0BEM =~ = - (7)

En tanto que los coeficientes restantes tienen como
rescalamiento:

kEszE,dE:fE. (8)
kar Iz

En las anteriores Ecs. (4)—(8), las variables con
tilde no son rescaladas. El significado del modelo es
el siguiente:

e La Ec. (1) indica que las células cancerosas cre-
cen logisticamente, siendo inhibidas tanto por
las células sanas y efectoras a través de oy y
o\ E Tespectivamente.

e La poblacién de células normales también crece
segun una distribucién logistica con una tasa
de crecimiento v y donde la poblacién es in-
hibida por las células cancerosas mediante el
factor o, como lo muestra la Ec. (2).

e En la Ec. (3), se tiene que el primer término
representa la activacion que producen las
células malignas en el sistema inmune y por
consiguiente en las células efectoras caracte-
rizadas por una tasa de crecimiento ¢, ligada
con el reconocimiento inmune y una capaci-
dad de persistencia k. Aunque las células can-
cerosas estimulan a las efectoras, también las
inhiben mediante el factor og); y finalmente,
las células efectoras tienen una tasa de morta-
lidad dada por dg. Este tipo de modelo fue am-
pliamente estudiado come se indic6 en la Sec. 1.

Si ahora, se tiene en cuenta el efecto de radiaciones
de dos maneras: (i) solo sobre las células cancerosas
y (ii) tanto sobre las células cancerosas como sobre
las sanas, el modelo para cada caso debe completarse
considerando la respectiva situacion.

2.1. Radiacién actuando solamente sobre las células
cancerosas

Primeramente, se considerara un modelo similar
al descrito por medio de las Ecs. (1)-(3) pero in-
cluyendo un término en la dinamica de las células
malignas que esta en relacién con los efectos de la ra-
diacién sobre estas y denotado por r que tiene como
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resultado el de reducir la poblacién de estas células.
Por lo tanto, la Ec. (1) para este caso toma la forma

dM

E :M(].—M) —(J']\/[]\]_]\j]\f—O']\4EJ\4'E’—7’]\47 (9)
completandose el modelo para este caso con las
Ecs. (2) y (3). Aunque en los inicios de la radiotera-
pia, se consideraba que las células cancerosas eran
mas radiosensibles que las normales como lo senalan
Bergonié & Tribondeau (1906), lo que se constituia
en una excelente justificacién para la utilizacién -en
ese entonces- de Rx para tratamientos de radiote-
rapia, tres décadas después, Wintz (1938) cuestion6
dicha aseveracion, quien ademads profundizé en de-
talles para un buen tratamiento y sefialé errores
tipicos en los mismos.

2.2. Radiacién actuando sobre las células
cancerosas y normales

Aunque en el modelo descrito en la Sec. 2.1 se con-
sider6 la hipétesis que las células cancerosas pre-
sentan mayor radiosensibilidad que las normales y
que por ende la radioterapia constituia una excelente
alternativa. Actualmente, se sabe pertinentemente
que la radiacién provoca también dafnos colaterales,
entre ellos el que pueden experimentar las células
normales adyacentes a las cancerosas. Por lo ante-
rior, un modelo mas completo vinculado al efecto de
la radiacion debe incluir también un término que dé
cuenta del mismo en las células normales. Asi, en la
Ec. (2), se introduce el término relacionado con la ra-
diacién r, acomparniado de un factor p que distingue el
efecto sobre las células malignas y normales. Por lo
tanto, para el modelo de accion de la radiacién sobre
células normales, se modifica la Ec. (2) por

% =vN(1—-N)—onyuMN —prN .
Es decir, el modelo completo para este caso estara
constituido por el conjunto de Ecs. (9), (10) y (3).

3. ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL

Considerando los modelos presentados en la Sec. 2
se realiz6 el andlisis de estabilidad lineal para
los mismos siguiendo la teoria expuesta en Nicolis
(1995) y una metodologia similar a la seguida por
Ramirez-Avila & Cabrera Lafuente (2001). Es decir,
se comienza por denotar el sistema de ODEs por

dX

== F(X,N),
siendo X el vector que contiene a las variables
dinamicas, en este caso: M, N y F; en tanto que \
representa a los parametros de control. Para comen-
zar con el analisis de estabilidad lineal, se considera
la existencia de un estado de referencia dado por X,
que sera el punto fijo, de manera que para la deter-
minacion de las caracteristicas de estabilidad del sis-
tema, se procede a aplicar una perturbacion z, por lo
que el estado del sistema en un instante de tiempo ¢
estara dado por:

(10)

(11)

Xt)=X, +z(). (12)

TABLA 1
CARACTERISTICAS DEL ANALISIS NO LINEAL PARA EL MODELO
SIN RADIACION

Punto fijo Autovalores Estabilidad
XM =1(0,0,0) {1,v,—dg} inestable
X® =(0,1,00) {-v,—dp,1—oyn} VerFig 1(a)
x® =1,0,00 {-1, a,v—oyu}  VerFig 1(b)

Derivando con respecto del tiempo la Ec. (12), te-
niendo en cuenta la Ec. (11) y haciendo un desarrollo
en serie de Taylor de ' alrededor de X, se encuentra
una forma homogénea para la evolucion del vector de
perturbacién dada por:
dz

siendo £ la parte lineal o matriz jacobiana de F eva-
luada en X, en tanto que h(z, \) es el vector que in-
cluye a las contribuciones no lineales, tales como al
diadico zz. La nulidad de la Ec. (11) permite hallar
los puntos fijos o singulares que en los casos de las
diferentes variantes del modelo son 6, de los cuales
los mas sencillos se muestran en las Tablas 1 (mo-
delo sin radiacion), 2 (radiaciéon actuando solo sobre
las células cancerosas) y 3 (cuando la radiacién actua
sobre ambos tipos de células: cancerosa y normales)
junto a los valores propios de la correspondiente
ecuacion caracteristica de la matriz linealizada y a
la caracterizacion de la estabilidad del sistema con-
siderando que los parametros varian en el intervalo
[0, 5]. Para simplificar la notacién de las expresiones,
se han definido: a« =¢ — B(opym +dg), B=kg+1Yy
v = 2=~. Con base en las ecuaciones caracteristicas
y sus correspondientes puntos fijos, se determinan
las regiones de estabilidad utilizando el método de
Routh-Hurwitz, correspondientes a las regiones co-
loreadas en las Figs. 1,2y 3.

La informacién obtenida del anélisis de estabilidad
lineal permite saber qué valores de los parametros
son permitidos y adecuados para realizar los experi-
mentos numéricos que permitan obtener las evolu-
ciones de las poblaciones de cada tipo de células.
Como se puede notar, las figuras obtenidas en esta
seccién no representan todas las posibilidades para
el estudio completo del sistema. Como se sefiald, so-
lamente se consideraron los tres primeros puntos fi-
jos (los mas sencillos en cuanto a las expresiones de
los mismos asi como de los autovalores y ecuaciones
caracteristicas). Los comentarios de cada una de las
figuras se dejan para la siguiente seccion, donde
se utilizaran las mismas para la seleccion de valo-
res de parametros a ser utilizados en la integracion
numérica de los sistemas de ecuaciones diferenciales
correspondientes a cada caso: (i) sin accion de la ra-
diacién; radiacion actuando sobre las células (ii) so-
lamente cancerosas, y (iii) cancerosas y normales.

(13)

4. RESULTADOS

Con base en las figuras halladas en la Sec. 3, se
escogen valores de los parametros que garanticen re-
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TABLA 2
CARACTERISTICAS DEL ANALISIS NO LINEAL PARA EL MODELO CON RADIACION SOLO PARA LAS CELULAS CANCEROSAS.
Punto fijo Autovalores Estabilidad
X&l) — (0’ 0, 0) {1 -7, _dE} inestable
XS‘Q) _ (0’170) {71/7 *dEylf"'*o'MN} Ver Figs. 2(a)—(c)

XY =(1-700 {-(1-r), ei=0=rldel

—r)=opm(=r)] onm(1—7)}  Ver Figs. 2(d)—~(f)

-

TABLA 3
CARACTERISTICAS DEL ANALISIS NO LINEAL PARA EL MODELO CON RADIACION TANTO PARA LAS CELULAS CANCEROSAS COMO
NORMALES.
Punto fijo Autovalores Estabilidad
Xﬁl) —(0,0,0) {1—r,—dg, —} Ver Figs. 3(a)—(c)

X = (0,-7,0)
X® = (1-r,0,0)

{1 —r+ouny,—de, vy}
{—(1 =), U=nlemenuBontonul _ gy, — dg, —vy — ona(1— 1)} Ver Figs. 3()-(0)

—T

Ver Figs. 3(d)—~(D)

punto fijo (0,1,0)

5~
4 |
dg 3+
24
14
P
4 —~— e
8 2 1 0 o T 2 3 4 >
(a) Y OMN
punto fijo (1,0,0) : opy = 1.875;v = d = 0.4688; kg = 1.0
5 e
4
oEM3
2
1
4 ~ |
P 1oz 3t
€

ONM

(b)

F1G. 1.— Regiones de estabilidad para el modelo sin radiacion
cuando los puntos fijos (a) X(TQ) =(0,1,0) y (b) X,@) =(1,0,0),
considerandose fijos los parametros o)/n, v, dg ¥ kg que toman
valores correspondientes a situaciones de estabilidad.

giones de estabilidad y con los mismos se obtiene la
evolucion de las poblaciones de cada tipo de células.

4.1. Modelo sin radiacion

Para el caso del modelo donde no actia la ra-
diacién se tiene de la Tabla 1 que el primer punto
fijo: X(Y = (0,0,0) es inestable puesto que se tienen
siempre dos autovalores positivos; en tanto que para
el segundo punto fijo: X = (0,1,0) se tiene una
region de estabilidad que se muestra en la Fig. 1(a).
Como ejemplo de los comportamientos que pueden
tenerse en las regiones de estabilidad, se muestran
las series temporales para dos condiciones iniciales
diferentes, una en la cual, la fraccién de células can-
cerosas es mas importante que la de las normales
(Fig. 4(a)) y la situacion opuesta (Fig. 4(b)). Variando
el parametro o,y se observa que a medida que este

aumenta, existe una tendencia a la sobrevivencia de
las células normales en detrimento de las cancerosas.

Cuando se considera el punto fijo X fjo’) = (1,0,0), se
pueden encontrar comportamientos oscilatorios re-
gulares (Fig. 5(a)) o cadticos (Fig. 5(b)).

4.2. Modelo con radiacién actuando solo sobre
células cancerosas

Como se puede ver de la Fig. 2, se tienen multiples
regiones de estabilidad y podrian analizarse cada
una de ellas. Sin embargo, aqui se limita el estudio a
los efectos del parametro r en los casos observados en
la Fig. 5. Asi, el comportamiento periédico reportado
en la Fig. 5(a), se transforma a uno caético (Fig. 6(a))
y a uno estacionario (Fig. 6(b)) donde la poblacion de
células normales se impone por efecto de la accién
de la radiacion a través del parametro r. La determi-
nacion de si se trata de un comportamiento caédtico
0 no, se la hace a través del calculo del maximo ex-
ponente de Lyapunov (\,,.,) del sistema con base en
el algoritmo desarrollado por Benettin et al. (1976).
Los valores de A\n..x en funcién de r se muestran
en la Fig. 6(c), donde se verifica el caracter caédtico
(Amax > 0) y estacionario (\,.x < 0) de las situa-
ciones mostradas en la Fig. 6(a)-(b).

4.3. Modelo con radiacién actuando sobre células
cancerosas y normales

Para el modelo en el que la radiacion actia tanto
sobre células cancerosas como normales, se tienen
aun mas regiones de estabilidad como se muestra en
la Fig. 3. Solo se analizaran los comportamientos os-
cilatorios obtenidos en las Figs. 5 y 6 para ver las
principales caracteristicas de la accion del parametro
p que se anade al parametro de radiaciéon r en la
acciéon sobre las células normales. En la Fig. 7 se
ve justamente como se modifica la evolucién de las
poblaciones celulares a medida que se cambia p. En
la Fig. 7(a) se calcula )\« en funcién de p, notandose
que existen intervalos con A\, > 0 (comportamiento
cadtico, mostrado en la Fig. 7(b)); con A\, ~ 0 (com-
portamiento con tendencia a ser periédico, mostrado
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F1G. 2.— Regiones de estabilidad para el modelo con radiacién actuando solamente sobre las células cancerosas,para los puntos fijos
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F1G. 3.— Regiones de estabilidad para el modelo con radiacién actuando sobre ambos tipos de células (cancerosas y normales), para
los puntos fijos X ,(~1) = (0,0, 0) (fila superior), X 5«2) = (0, —,0) (fila central) y X $3) = (1 —r,0,0) (fila inferior); considerdandose fijos los
parametros (a) p = 0.5, (b) p = 1.0, (¢) p = 1.5. Parav = 2.0: (d) p = 0.5, (e) dg = 0.4688, y (f) oy s = 2.0. Finalmente, para r = 0.5,
dp =04688y kp =1.0:(@p=05yr=2.0,(h)p=05yocgy =2.0,ed) cpy = 2.0y v = 0.25. Los valores anteriores corresponden

a situaciones de estabilidad.

en la Fig. 7(c)); y con A\ < 0 (comportamiento esta-
cionario mostrado en la Fig. 7(d)—(f)). En la dltima
de las situaciones, se ve que a medida que aumenta
p, la poblacién de células normales disminuye. Asi,
en la Fig. 7(d) para un valor de p < 1, se tiene pre-
dominancia de células normales sobre las cancerosas
y efectoras; en tanto que para p = 1.300 (Fig. 7(e)),
la prevalencia de las células normales disminuye y
su fraccién es ligeramente superior a la de las can-
cerosas y efectoras que presentan valores similares;
mientras que para p = 1.900 (Fig. 7(f), las células
cancerosas y efectoras se tornan mdas importantes
que las normales.

5. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Se utilizé un modelo para la descripcion de la
dinamica poblacional de células cancerosas, nor-
males y efectoras cuya base radica en considerar
crecimientos de tipo logistico para las cancerosas
y normales, acompanados de competiciones de tipo
Lotka-Volterra; en tanto que para las efectoras se
tiene una competiciéon de tipo inhibitoria con las
células malignas. Se varié el modelo para incluir
el efecto de radiaciones ionizantes sobre las pobla-
ciones celulares, primero considerando que la ra-
diacion actia solamente sobre las células malignas y
posteriormente bajo la hipétesis de que la radiacion
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F1G. 4.— Evolucién temporal de las poblaciones de los tres tipos
de células para el modelo en el cual no se considera la accién
de la radiacién, se tiene el punto fijo X 5?) =(0,1,0) y cuando
los valores de los parametros son: oy = 1.18, oy = 1.0,
v = 2.0, ONM = 2.0, g = 1.0, kE = 1.0, OEM = 3.0 y ClE = 30,
cuando las condiciones iniciales son: (a) X, = (0.52,0.32,0.16) y
() X, = (0.32,0.52,0.16).
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F1G. 5.— Comportamiento dindamico de las poblaciones de los
tres tipos de células para el modelo en el cual no se consi-
dera la accién de la radiacion, cuando se tiene el punto fijo
X&S) = (1,0,0), con condiciones iniciales X, = (0.52,0.32,0.16) y
teniendo valores para los parametros: oy = 1.0, oy = 2.5,
v=0.6,ony = 1.5, kE =1.0,0gpm =0.2 y dE = 0.5, teniéndose
comportamientos: (a) regular con ¢ = 3.0y (b) cadtico con e = 4.5.

también actua sobre las células normales. Se realiz6
el analisis de estabilidad lineal para las tres varian-

tes del modelo, encontrandose los puntos fijos, las
ecuaciones caracteristicas y los autovalores, infor-
macion con la cual se determinaron las diferentes re-
giones de estabilidad de acuerdo con los valores de
los parametros. Debido a la gran diversidad de estas
regiones, se trabajo con las situaciones mas sencillas,
teniendo como premisa el enfocarse en los efectos de
la radiacién en las diferentes poblaciones celulares,
a través de los parametros ligados a la radiacién.

El analisis anterior nos indica que la radiacién
a través de los parametros » y p juega un rol im-
portante en la dindmica poblacional de los tres
tipos de células y que un estudio detallado del es-
pacio de parametros mediante, por ejemplo, expo-
nentes de Lyapunov, podria dar indicaciones impor-
tantes acerca de qué valores deberian considerarse
para lograr la disminucién de las células cancerosas
sin detrimento de las normales cuando la radiacién
actda sobre las mismas. La conexion del modelo, en
el cual la accién de la radiacién es tanto sobre las
células cancerosas como las normales, con los as-
pectos ligados a los tratamientos de radioterapia se
puede efectuar mediante el conocimiento de las ra-
diosensibilidades de los diferentes organos, y a los
denominados factores de calidad del tipo de radiacién
sobre estos organos; informacién que es accesible.
Las radiosensibilidades y factores de calidad tienen
una relacion estrecha con el parametro p, en tanto
que el parametro r esta mas bien ligados con la dosis
de radiaci6n empleada

Si bien los modelos juegan un rol muy importante
en lo que a mejoramiento de tratamientos radioter-
apeuticos se refiere, se deben también incorporar en
los mismos, situaciones facticas tales como la necesi-
dad del fraccionamiento de las dosis debidas a las
denominadas 4 Rs propuestas por Withers (1975):
Reparacién del dano subletal en células normales y
neoplasicas, Reoxigenacion del tumor, Redistribucion
a través del ciclo de division, y Regeneracion de las
células normales y malignas que sobrevivieron en-
tre las dosis fraccionadas que se suministraron. Una
quinta R es mencionada por Bentzen (2010), la Ra-
diosensibilidad que es un factor importante en los re-
sultados de la radioterapia pero que no juega ningin
rol en el intervalo de interfraccionamiento de dosis,
por lo que tiene un caracter diferente de las otras R.
También se puede considerar el denominado efecto
espectador inducido por la radiacién (RIBE, por su
sigla en inglés) que basicamente consiste, como lo
sefiala Baskar et al. (2014), en el dano de drganos
distantes a los blancos de radioterapia y no sélo a
células adyacentes como se creia. Todos estos aspec-
tos podrian ser considerados en ulteriores usos del
modelo propuesto y asi tener como perspectiva, la ob-
tencion de resultados mas reales que coadyuven en
un mejor y eficaz tratamiento.
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