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RESUMEN

Se hace una revision de los conceptos de sincronizacidon y caos desde un enfoque de
la dindmica no lineal; se muestra la interrelacion entre estos aspectos lo que da lugar
al fenomeno de la sincronizacion cadtica. Se explica la importancia de su estudio en
diferentes tipos de sistemas.

Palabras claves: sincronizacion; caos; osciladores acoplados; complejidad; sistemas
dinamicos; dinamica no lineal.

ABSTRACT

The concepts of synchronization and chaos are reviewed from a nonlinear dynamics
point of view. The interrelation among these aspects gives rise to the phenomenon of
chaotic synchronization. The importance of the study of the chaotic synchronization
and its applications is shown in different types of systems.

Keywords: synchronization, chaos, coupled oscillators, complexity, dynamical
systems, nonlinear dynamics.

1. INTRODUCCION

Un recuerdo de nifiez que resta imborrable en mi memoria fue el de escuchar, en consignas tales
como “contra el caos y la anarquia...” proferidas en sus acciones abusivas por politicos de
derecha y militares que detentaban el poder en ese tiempo, dos palabras que de alguna manera
marcaron mi vida académica y forma de pensar. Son justamente esos dos términos: caos y
anarquia que se constituyeron en el futuro en mis atractores confiables en un mundo en el que
ambos términos se utilizan abusivamente y de manera espuria y distorsionada. En este articulo,
dedicaré buena parte del mismo al término caos; se sobreentiende que mi otro atractor es “harina
de otro costal”.

Ya en mis aflos de estudiante universitario y de forma autodidacta, aparecen en mi camino de
manera aun poco clara, términos tipicos de la dinamica no lineal en un viejo, pero no por ello no
buen libro de biofisica [1]; entre ellos, el concepto de atractor y autocatélisis. Mi vision de la
dinamica no lineal se aclara en gran manera gracias al curso de “introduccion a los fenomenos no
lineales” dictado por el profesor Grégoire Nicolis [2], seguido como parte de mi maestria en
fisica teorica. Ademas, el trabajo que realicé sobre el modelo de Rdssler [3], uno de los modelos
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paradigmadticos para estudiar caos, bajo la supervision del mencionado profesor, me motivéd a
continuar con la investigacion en este campo y asi poder conocer al profesor Jean-Louis
Deneubourg con quien abordé el problema de sincronizacion inspirados en el comportamiento
que exhiben algunas especies de luciérnagas y que dio lugar a diversos estudios que van desde la
construccién de los osciladores fotocontrolados (LCOs)' hasta la descripcion del comportamiento
de grupos de estos osciladores local [4], y globalmente acoplados [5], pasando por el analisis de
los efectos de diferentes tipos de ruido sobre estos osciladores [6, 7]. En la actualidad contintio
estudiando la sincronizacion en osciladores de relajacion y también comencé en colaboracion con
el Grupo de Fisica Computacional de la Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS) el
estudio de la sincronizacion en laseres de diodo semiconductor.

El presente articulo estd organizado de la siguiente manera: En la Seccion 2 se define lo que es
sincronizacion y se ilustra este concepto utilizando osciladores de integracion y disparo (IFOs)* y
LCOs. En la Seccion 3 se da la nocidon de caos y se mencionan algunos ejemplos de sistemas
cadticos. En la Seccidon 4 se consideran sistemas cadticos que sincronizan y se mencionan los
posibles tipos de sincronizacién que pueden presentarse. Finalmente, en la Seccion 5 se dan las
conclusiones y perspectivas de la investigacion realizada que justifica el titulo del articulo
“sincronizando con el caos”.

2. SINCRONIZACION

Corria el afio 1673 cuando Huygens postrado en su lecho y quizéds con el fin de combatir el
aburrimiento observa el balanceo de los péndulos de dos relojes sostenidos por un mismo
soporte. Para su sorpresa, se percata que estos péndulos siempre llegaban a una situacion en la
que el sentido de la oscilacion de cada uno era opuesto al del otro® [8]. Esta observacion es la
primera en describir la sincronizacién de un sistema. Considerando el origen etimoldgico de la
palabra sincronizacion, esta significa compartir un mismo tiempo. Desde un punto de vista
técnico, se define la sincronizaciéon como el ajuste de ritmos entre dos o mas osciladores en
interaccion [9] de manera que la diferencia de fase de los mismos sea menor o igual a una
constante, lo que se denomina también enganche de fases [10]. El fenomeno de sincronizacion es
una manifestacion de la complejidad de un sistema y estd omnipresente en la naturaleza y en
muchos sistemas artificiales. Ciertas especies de luciérnagas tienen la capacidad de alterar sus
ritmos de emision luminosa y asi sincronizar estos con los de otros individuos gracias a una gran
capacidad de coordinacion visual [11], tales como Pteroptyx malaccae [12], Pteroptyx cribellata
[13] -que habitan principalmente en el sudeste de Asia (Tailandia, Malasia, Indonesia y Papua
Nueva Guinea)- Photinus pyralis [14] y Photuris frontalis [15] cuyo habitat se encuentra en
Estados Unidos; por otra parte, se pueden mencionar otros comportamientos sincronos en
sistemas bioldgicos como ser: la actividad sincrona de captura de presas en ciertas especies de
arafias, la respiracion sincronizada en abejas, la biisqueda sincrona de alimentos en las hormigas
plateadas del Sahara, las vibraciones sincronas en avispones, la migracion de langostas en masa,
la masticaciéon sincrona de las termitas, la reproduccion sincrona en gaviotas y los ciclos
menstruales sincronizados en mujeres que conviven [16]. Por otro lado, se observa sincronizacion

! La abreviacion LCO viene del inglés Light-Controlled Oscillator.
2 IFO, abreviatura proveniente del inglés Integrate-and-Fire Oscillator.
3 Esta situacion se conoce como anti-sincronizacién o sincronizacién en anti-fase.



en sistemas mecanicos, en sistemas eléctricos, en el sistema solar [17], en la denominada
coherencia de fase cuantica que permitié a Cornell, Ketterle y Wieman producir los condensados
de Bose-Einstein en 1995 y por lo cual recibieron el Premio Noébel de Fisica en 2001 [18] y en
diversos sistemas electronicos, tales como los LCOs que ya fueron presentados en esta misma
revista [19]. Justamente me valdré de los LCOs y de los IFOs, ambos osciladores de relajacion®,
para ilustrar el fenémeno de sincronizacion.

Uno de los modelos mas simples y que se constituyé en el paradigma para estudiar la
sincronizacion en diferentes sistemas es el IFO que fue introducido por Mirollo y Strogatz [21].
Su formulacién es bastante sencilla y se la puede representar por la siguiente ecuacion, en la que
se consideran N IFOs globalmente acoplados segin una aproximacion de campo medio”:

%: -V, ,0<V, <1;SiV(H)=1 = Vj(t*):min(l,vj(t)+ﬁj, V=i, i=1L..,N (1)
La dinamica de los IFOs puede describirse como sigue: cada IFO estd caracterizado por una
variable de estado V; que esta regida por la ecuacion diferencial mostrada en (1) y ademas esta
constrefiida a tomar valores en el intervalo [0,1]°. Cuando el oscilador i alcanza el umbral
superior (Vi=1), el oscilador “dispara” y V; vuelve instantaneamente a 0 (Figura 1(a)). Los IFOs
por una forma simple de acoplamiento pulsatil: cuando un IFO dispara, todos los otros IFOs
aumentan su variable de estado en una cantidad S/N, el cociente entre N se lo considera para tener
un comportamiento razonable en el limite termodindmico (N—o0). Ademas, el IFO en el estado
Vi=0 (justo después del disparo) no puede ser afectado por los otros IFOs; esta tltima propiedad
asegura la posibilidad de una sincronizacion perfecta o como Strogatz la denomina
“sincronizacion inevitable” [22]. Para ilustrar cémo funciona el modelo, se resuelve
numéricamente (1) para dos IFOs mutuamente acoplados (Figura 1(a)) y para 500 IFOs
globalmente acoplados segin una aproximacion de campo medio (Figura 1(b)). Como se puede
observar en ambos casos, la sincronizacion es facil de alcanzar y en corto tiempo. Sin embargo,
se debe subrayar que las simplificaciones introducidas en éste modelo, lo hacen poco realista
tanto desde un punto de vista fisico como bioldgico, en particular por el hecho de tener una
descarga instantdnea y por la aproximacion de campo medio en la que el valor de acoplamiento
para todos los IFOs es el mismo’. A pesar de lo anterior, éste modelo es paradigmatico y ha sido
utilizado para describir diversidad de fendémenos tanto en Fisica, Biologia y Neurociencia.

* Un oscilador de relajacion tiene una dinamica no lineal caracterizada por trayectorias en el espacio de fases que
tienen dos escalas de tiempo: una rapida y otra lenta, lo que hace que la forma de la onda asociada a este tipo de
oscilador sea similar a una onda diente de sierra [20] M. Beckerman, Adaptive Cooperative Systems. New York, NY,:
John Wiley \& Sons, 1997.

> En este caso, se considera que todos los osciladores estdn acoplados de la misma manera y con una intensidad de
acoplamiento comtn para todos [5] G. M. Ramirez Avila, J. L. Guisset, & J. L. Deneubourg,
"Comportamiento sincrono de osciladores de relajacion idénticos globalmente acoplados por pulsos," Revista
Boliviana de Fisica, vol. 13, pp. 1--10, 2007.

% En realidad, se toma el intervalo [0,1] por simplicidad; desde un punto de vista méas formal deberiamos referirnos a
un umbral inferior y a un umbral superior.

7 Un estudio de IFOs que no estan acoplados seglin una aproximacion de campo medio y que muestra que para
acoplamientos dependientes de la distancia, ya no tiene sentido el concepto de “sincronizacioén inevitable” se
presenta en [S] G. M. Ramirez Avila, J. L. Guisset, & J. L. Deneubourg, "Comportamiento sincrono de osciladores
de relajacion idénticos globalmente acoplados por pulsos," Revista Boliviana de Fisica, vol. 13, pp. 1--10, 2007.
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Figura 1. (a) Mecanismo de sincronizacion en dos IFOs mutuamente acoplados. (b) Puntos correspondientes a los
tiempos de disparo de cada uno de los 500 IFOs acoplados globalmente segun una aproximacion de campo medio y
con valores de parametros 1=2.5, =1 y acoplamiento 8=2.5. El eje de las abscisas representa el tiempo en tanto que
el de las ordenadas corresponde al indice que identifica a cada uno de los 500 IFOs que conforman el sistema.
(Figura tomada de [23]).

Los LCOs son osciladores electronicos bio-inspirados, en el sentido de que intentan reproducir el
mecanismo de sincronizaciéon que utilizan ciertas especies de luciérnagas, es asi que se los
denomina también “luciérnagas electronicas”. Los detalles de la construccion de los LCOs se dan
en [24-26]. En aras de ser conciso, se formula solamente el modelo general para N LCOs dado
por:

N
I\ )07 O(1-50)+ LA, (160} Bi=hoN. Q)
donde V; y Vi representan respectivamente los voltajes propio y de la fuente del LCO;; A y i
son constantes ligadas con los circuitos RC asociados a la carga y descarga, estando por lo tanto
relacionadas con los valores de las resistencias y capacitancias: /\i=[(RM+Ryi)Ci]'1 y in(Rini)'l,
Bij es la intensidad de acoplamiento, d;=1 si los LCOs pueden interactuar y ;=0 en otro caso;
finalmente, €(t) es el estado del LCO; que toma el valor 1 (etapa de carga) 6 0 (etapa de
descarga); €i(t) cambia su valor cuando se alcanza el umbral superior 2Vy;i/3 o el umbral inferior
Vwmi/3. Se debe mencionar que el modelo ha sido validado experimentalmente [26]. Entre los
numerosos resultados concernientes a la sincronizaciéon obtenidos para los LCOs, se puede



resaltar el hecho de que estos osciladores pueden sincronizar de diferentes maneras y que el
tiempo en el que llegan a la sincronizacién total® (si es que llegan), es muy sensible a las
condiciones iniciales como se puede apreciar en la Figura 2, en la cual, para una configuracion
lineal de LCOs acoplados bidireccionalmente Figura 2(a) y dos conjuntos de condiciones
iniciales, se tienen comportamientos totalmente diferentes a pesar de que los LCOs son los
mismos en ambos casos. Al referirnos a sincronizacion, podemos hacerlo exigiendo que el
periodo y las diferencias de fase se mantengan constantes (criterio del periodo) o lo mismo que lo
anterior pero ademas exigiendo que las diferencias de fase sean proximas a cero (criterio de la
diferencia de fases) [4, 27]. En la Figura 2(b) y (c), se observa que la sincronizacion, cumpliendo
los criterios anteriores, ocurre muy rapido. En tanto que en la Figura 2(d) y (e), se ve claramente
que no existe tendencia a la sincronizacién y mas bien, las series temporales correspondientes
tanto al periodo como a la diferencia de fases exhibe un comportamiento cadtico, cuyas
caracteristicas se daran en la Seccion 3. Es interesante notar que de acuerdo con lo anterior, se
podria decir que es posible construir diagramas de sincronizacidn que se presentan como
diagramas de bifurcacion invertidos, en los cuales, en vez de ir de situaciones regulares a
cadticas, la ruta es invertida; ejemplos de estos diagramas se dan en [28-30], donde el parametro
de control lo constituye la intensidad de acoplamiento. En nuestro caso, se podria hacer este
analisis considerando las series temporales de los periodos y/o de las diferencias de fases.

Introduciendo para el analisis graficos polares (en los cuales la componente radial representa el
periodo y la componente angular la diferencia de fases con respecto a un oscilador de referencia,
en nuestro caso, el LCO,), se ve que para la configuraciéon de LCOs idénticos de la Figura 3(a),
se tiene que después de 250 eventos de disparo ya se tiene la formacion de dos cumulos’ de
LCOs sincronizados (Figura 3(a2)) y estos dos cimulos se mantienen en el transcurso del tiempo;
el primer cimulo es el formado por los LCOs 7, 9 y 10 y el otro cimulo est4 constituido por el
resto de los LCOs. Observando las posiciones de los LCOs, no resulta sorprendente que se forme
el primer cumulo aunque podria esperarse igualmente que el LCO 3 sea parte del mismo; pero sin
duda, las condiciones iniciales hicieron que se llegue a la situacion mostrada en la Figura 3(a4).
En tanto, que para la configuracion de LCOs diferentes de la Figura 3(b), se observa que luego de
250 eventos de disparo, de acuerdo con las caracteristicas de las oscilaciones, se tienen 4 grupos
de LCOs: (1) 1y 8, (i) 5y 9, (iii)) 10y (iv) 2, 3,4, 6 y 7 (Figura 3(b2)). Lo anterior es interesante
puesto que refleja de alguna manera la posicion de los LCOs en la “arena”. A medida que
transcurre el tiempo, los grupos (i) y (ii) son “absorbidos” por (iv) (Figura 3(b3)), situacion que
persiste hasta los 1000 eventos de disparo (Figura 3(b4)), donde el LCO 10 sigue teniendo un
ritmo diferente al del cimulo formado por todos los otros LCOs a pesar de que tiene un periodo
muy similar a los expuestos por los LCOs que forman el camulo. Nuevamente, la posicion de los
LCOs parece jugar un rol importante en esto.

¥ Se entiende por sincronizacion el hecho de que toda la poblacion de osciladores esté sincronizada en un solo grupo.
? Es usual referirse a los camulos como clusters.
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Figura 2. (@) Conjunto de 5 osciladores idénticos localmente acoplados en linea y con una intensidad de
acoplamiento $=166; las flechas indican la direccionalidad del acoplamiento. Evolucion (b) del periodo y (c) de la
diferencia de fase de los LCOs cuando las condiciones iniciales son Vy=5.4678 V, Vy,=3.5027 V, V03=4.3633 V,
V0s=5.4678 V y Vps=5.1747 V. (d) y (e), cuando las condiciones iniciales son: Vy;=4.3462 V, V0,;=4.8130 V,
V3=5.3590 V, V,=5.3693 V y V5=3.4330 V. Para todos los osciladores, se tiene R, =100 kQ, R,=1.6 k) y C=0.47

UF.

Aunque se hizo y escribio bastante sobre LCOs [3-6, 19, 23, 24, 26, 27, 31-35], estos osciladores
siguen siendo una fuente para la investigacion tanto experimental como tedrica y numérica.
Actualmente, se esta abordando el tema del comportamiento de poblaciones de LCOs diferentes
acoplados ya sea bajo una aproximaciéon de campo medio o de acoplamiento dependiente con la
distancia. Quedan también pendientes estudios multidisciplinarios, interdisciplinarios y/o
transdisciplinarios'® en sistemas tales como luciérnagas en interaccién con sus conespecificos o
luciérnagas en interaccion con LCOs.

' Definiciones sencillas de estos terminos son:

MULTIDISCIPLINARIO: especialistas en varias disciplinas trabajando en un mismo caso, con enfoques variados
INTERDISCIPLINARIO: los mismos individuos trabajando juntos en un caso, tratando de unificar criterios.
TRANSDISCIPLINARIOS: especialistas en varias disciplinas, pero con conocimiento de las otras, logrando un
enfoque unificado e integrador.
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Figura 3. Conjuntos de LCOs (@) idénticos y (b) diferentes, en arenas de 50 x 50 celdas y que estan globalmente
acoplados con intensidades de acoplamiento dependientes de la distancia. Representacion en graficos polares en los
cuales, el periodo es la coordenada radial y la diferencia de fases con respecto al LCO, corresponde a la coordenada
angular. (al)-(a4) para LCOs idénticos y (b1)-(b4) para LCOs diferentes, después de: 2 eventos de disparo (al) y
(b1), 250 eventos de disparo (a2) y (b2), 500 eventos de disparo (a3) y (b3), y después de 1000 eventos de disparo

(a4) y (b4).

3. CAOS

Como mencioné en la Seccion 1, el término caos tiene la particularidad de ser muy utilizado en la
vida cotidiana como sinénimo de confusion y desorden; sin embargo, desde un punto de vista
técnico, el caos es un tipo especifico de movimiento irregular producido por un sistema
determinista [36]. Se debe tener cuidado en no confundir caos determinista con comportamiento



estocastico [37] y las principales caracteristicas del caos segun Kaplan [38] son: (i) su caracter
aperiddico en el sentido que un mismo estado no puede nunca repetirse dos veces. (ii) Tiene una
dindmica acotada, lo que significa que en ningin momento puede tender a + oo. (iii) Es
determinista pues hay una regla definida, sin términos aleatorios, que gobierna la dinamica. (iv)
Posee una extrema sensibilidad a las condiciones iniciales, lo que implica que dos puntos
cercanos inicialmente, se distanciaran a medida que transcurre el tiempo.
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Figura 4. (a) Atractor extrafio de Lorenz para los valores de parametros =16, r=40 y b=4. Series temporales para
las variables X, (al) , Y1, (82) y z;, (@3), en las cuales, las condiciones iniciales eran Xo;=-7.5, Xp=-7.51, Yo1=Yor=-
3.6 y Zo1- 20=30. (b) Atractor extrafio de Rossler para los valores de parametros a=0.38, b=0.30 y d=4.82. Series
temporales para las variables X;, (b1) , y;» (b2) y 7,5 (b3), en las cuales, las condiciones iniciales eran Xy;=0.20
%02=0.201, Yoo=Y01=-0.5 y 20,=25;=0.04. (C) Atractor extrafio de Chua para los valores de parametros =10.0, 8=17.0,
v=0.08, a=-1.22 y b=-0.728. Series temporales para las variables X;, (C1) , Y12 (C2) y z;, (c3), en las cuales, las
condiciones iniciales eran Xo;=0.5, X0;=0.505, Yp,=Y01=-0.6 y 2¢p=2¢;=0.3.

Aunque fue Poincaré, a fines del s. XIX, el primero en darse cuenta de la existencia de sistemas
que hoy llamamos caoticos, el gran impulso que recibe la “teoria del caos” ocurre desde los afios



60 hasta los 80 del s. XX, sobretodo con los trabajos de Lorenz'', Smale y Ruelle que mostraron
que a partir de leyes dinamicas simples, se pueden generar comportamientos muy complicados, lo
que se considera, en opiniéon de algunos cientificos e historiadores de la ciencia, como una
revolucion que tiene la virtud de conglomerar a varias disciplinas para formar la “ciencia del
caos” [39]. Si bien el caos puede encontrarse en sistemas discretos sencillos tales como la
aplicacion logistica, también se presenta en sistemas continuos, de los cuales consideraremos tres
de los modelos mas populares: Lorenz, Rossler y Chua.

e Modelo de Lorenz. Es uno de los modelos paradigmaticos que dan lugar a comportamiento
caotico y por ende a atractores extrafios. En su afan de modelar la dindmica atmosférica del
planeta, Lorenz, a partir de un modelo trunco de ecuaciones de Navier-Stokes, formula su
modelo simplificado que puede escribirse mediante el sistema de ecuaciones diferenciales [40]:

dx

- = —X
o=

dy
—=rXx—-vy—-xz,(3
m y 3)
dz

—=xy-bhz

dt Y

donde o, r y b son parametros de control y para los cuales escogemos los valores: 0=16, r=40
y b=4, con las condiciones iniciales: Xo;=-7.5, Y01=-3.6 y 201=30, se integra el sistema (3) y se
obtiene el atractor extraio mostrado en la Figura 4(a); por otra parte, con el fin de ver la
caracteristica cadtica del sistema, se integran las ecuaciones variando ligeramente una de las
condiciones iniciales y manteniendo las otras invariables: Xop=-7.51, Yo2=Y01=-3.6 y Zpo=
Z01=30, se puede observar luego de intervalos de tiempo cortos que las series temporales
(Figura 4(al)-(a3)) de los sistemas 1 (linea oscura) y 2 (linea clara) divergen en sus 3
componentes (X,y,2)'?, lo que muestra la sensibilidad a las condiciones iniciales.
e Modelo de Rdssler. El modelo de Rossler [41] también proviene de un truncamiento de las
ecuaciones de Navier-Stokes [42] y puede expresarse por el sistema de ecuaciones:
dx
dt

dy
—=X+a (4
at y (4)

dz

m (b+2z)x—dz
siendo a,b y d parametros de control, para los cuales tomamos los valores: a=0.38, b=0.30 y
d=4.82, ademas de las condiciones iniciales X¢;=0.20, Yo1=-0.5 y 29;=0.04, con lo que, luego de la
integracion del sistema (4), se obtiene el atractor extrafio que se muestra en la Figura 4(b). De la
misma manera que para el modelo de Lorenz, si se modifica ligeramente una de las condiciones
iniciales: Xp;=0.201, Y02=Y01=-0.5 y 202=201=0.04, se observa la divergencia de las series

temporales (Figura 4(b1)-(b3)) que denota el caracter cadtico del sistema.

"' Recientemente fallecido (16 de abril de 2008).
"2 Esta divergencia en las 3 componentes se presenta a pesar de que la tnica modificacion en la condicion inicial se
la efectud en la componente X.



e Modelo de Chua. Es otro de los modelos populares que exhiben caos y se lo introdujo a partir
del andlisis de un sistema electronico, conocido como circuito de Chua [43], cuyas ecuaciones
son:

dx

—= —-x—f(x

i al(y (X))
dy

— =X-VY+12 , (5
a y %)
dz

- = —vZ

" BY-r

siendo f(X)= bx+%(a—b)(|x+1|—|x—1|) y los parametros de control @, 8, v, a y b, para los

cuales se consideran los valores a=10.0, 8=17.0, y=0.08, a=-1.22 y b=-0.728, ademas de las
condiciones iniciales: Xo1=0.5, Y01=-0.6 y 2¢1=0.3, dan lugar al atractor extrafio que se muestra en
la Figura 4(c)". La verificacion de la extrema sensibilidad a las condiciones iniciales se observa
en la Figura 4(c1)-(c3), en las que se muestran las series temporales obtenidas para un sistemas
de Chua, con las condiciones iniciales mencionadas anteriormente y con una ligera modificacion
en las mismas: Xp2=0.505, Yoo=Y01=-0.6 y 20»=20;=0.3. Nuevamente, se nota la divergencia de las
series temporales lo que confirma el caracter caotico del sistema.

4. SINCRONIZACION CAOTICA

La sincronizacion de sistemas caoticos implica el ajuste de cierta propiedad de su movimiento a
un comportamiento comun debido a un acoplamiento o a una fuerza actuando sobre los sistemas
que puede ser perioddica o ruidosa [45]. De acuerdo a las caracteristicas de la sincronizacion en
este tipo de sistemas, podemos clasificarlas en'*:

e Sincronizacion completa o idéntica (CS). Fue la primera en ser descubierta y es la
forma mas simple de sincronizacion en sistemas cadticos idénticos, manifestdndose
en un enganche perfecto entre las trayectorias cadticas de los sistemas gracias a una
sefial de acoplamiento débil. En esta sincronizacion, tanto la amplitud como la fase
de los sistemas estan enganchadas.

e Sincronizacion generalizada (GS). En la cual, los sistemas pueden ser
completamente diferentes y en la que se asocia la respuesta de un sistema con las
respuestas de los otros sistemas.

e Sincronizacién en fase (PS). Es un régimen intermedio en el cual se produce el
enganche de fases mas no el de amplitudes, las cuales mostraran una débil
correlacion entre ellas. Generalmente, se presenta en sistemas oscilatorios o
rotatorios no idénticos.

e Sincronizacion con retardo (LS). Es un paso entre la PS y la CS e implica que los
sistemas enganchan sus fases y amplitudes pero con un retardo de tiempo.

'3 Una galeria de estos atractores obtenidos con un osciloscopio puede encontrarse en [44] G. Conde Saavedra
& G. M. Ramirez Avila, "Estudio de dos circuitos caoticos," Revista Boliviana de Fisica, vol. 13, pp. 58-74, 2007.
' Para las abreviaturas, se utilizaran las correspondientes en idioma inglés.



e Sincronizacion con retardo intermitente (ILS). En este caso, los sistemas
verifican la LS en la mayor parte de tiempo pero existen “estallidos” intermitentes
de asincronia local.

e Casi sincronizacion (AS). Se manifiesta en una limitacion asintotica de la
diferencia entre un subconjunto de las variables de un sistema con los subconjuntos
de variables de los otros sistemas.

Con el fin de visualizar la sincronizacidén en sistemas caoticos, se estudiaran los sistemas vistos
en la Seccion 3 y considerando que se acoplaran sistemas idénticos de manera bidireccional'’. De
manera general, se puede escribir el acoplamiento entre dos sistemas cadticos mediante:
dx oy A s o

—t= f(X)+C-(X, - Xl)T

dt

- , (6)
% f5)+C (% —%,)"
E = (Xz)+ '(Xl o Xz)

donde X, y X, representan los vectores de estado N-dimensionales de los sistemas cadticos 1y 2,

mientras que f : R" —> R"es un campo vectorial y C es una matriz Nxn cuyos coeficientes
determinan el acoplamiento disipativo; mientras que T denota la transposicion de una matriz
[45]. Este esquema de acoplamiento es aplicado a los tres sistemas que se estudiaron en la
Seccion 3. A manera de ejemplo, se presentan las ecuaciones para dos sistemas de Rossler
idénticos acoplados bidireccionalmente:

dx
d;,z ==Y, ", t C(Xz’l B Xl’z)

dy

ﬁ =X, tay,+ C(yz,l - y1,2) ()
z
dit,z =(b+ ZI,Z)XI,Z - dzl,Z + C(Zz’l B 21’2)

Ecuaciones similares pueden escribirse para los modelos de Lorenz y Chua.. Con el fin de
caracterizar la sincronizacion entre dos sistemas cadticos, se define el error medio de
sincronizacion como la distancia promedio a la variedad de sincronizacion, es decir, al hiperplano
identidad (X =V ):

2 2 2
<8>=\/(X2—X1) +(y2_yl) +(22_21) , (8)
En la Figura 5(a)-(c) se grafican tanto el error medio de sincronizacion (€) (unidades en el eje
izquierdo de las ordenadas) asi como el valor maximo del mismo (€)max en funcion de la

intensidad de acoplamiento 2c/4.'® lo que permite visualizar el efecto del acoplamiento para
lograr la sincronizacion completa en los sistemas de Lorenz, Rossler y Chua respectivamente.

' La bidireccionalidad que se considera aqui es simétrica y equivale a tener el mismo acoplamiento entre uno y otro
sistema.

' Aqui, A, representa el exponente de Lyapunov mayor cuando los sistemas estdn desacoplados. Cabe recordar que
AL cuantifica la sensibilidad a las condiciones iniciales de un sistema. Si Ay es positivo, significa que el sistema
dinamico es cadtico [46] J. C. Sprott, Chaos and time-series analysis: Oxford University Press, 2003..
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Figura 5. Caracterizacion de la sincronizacion en sistemas cadticos mutuamente acoplados utilizando el error medio
de sincronizacion (€) (0) y el maximo de este valor (€)m.x (V) en funcion de la intensidad de acoplamiento 2¢/A, para
los modelos de (a) Lorenz con valores de parametros =16, r=40 y b=4, ademas de maximo exponente de Lyapunov
para los sistemas desacoplados A =1.36492. Series temporales para el modelo de Lorenz cuando la intensidad de
acoplamiento es 2¢/A. =0.05 para las variables X; , (a1), Y1, (82) y 21, (a3) y cuando la intensidad de acoplamiento es
2¢/A =1.20 para las variables X, , (a4), Y1, (85), y 2, (a6); en todos los casos, las condiciones iniciales fueron (X,
Yor, Zo1)=(-7.5,-3.6,30), correspondientes a la linea oscura y (X2, Yoo, Z02)=(0,0,0), correspondiente a la linea clara. (b)
Rossler con valores de parametros a=0.38, b=0.30, d=4.82 y 1,=0.154495. Series temporales para el modelo de
Réssler cuando la intensidad de acoplamiento es 2¢/A, =0.05 para las variables x; , (b1), y;, (b2) y z,, (b3) y cuando
la intensidad de acoplamiento es 2¢/A. =1.20 para las variables X, , (b4), y1, (b5), y i, (b6); en todos los casos, las
condiciones iniciales fueron (X1, Yo1, Zo1)=(0.2,0.5,0.04), correspondientes a la linea oscura y (Xoz, Yoz, Z02)=(0,0,0),
correspondiente a la linea clara. (¢) Chua con valores de parametros @=10.0, 8=17.0, y=0.08, a=-1.22, b=-0.728 y
A=0.384779. Series temporales para el modelo de Chua cuando la intensidad de acoplamiento es 2¢/A. =0.05 para
las variables X; , (c1), y;, (c2) y Z;, (c3) y cuando la intensidad de acoplamiento es 2¢/A_ =1.20 para las variables X, »
(c4), yi2 (€5), y z;, (c6); en todos los casos, las condiciones iniciales fueron (Xo1, Yo, Zo1)=(0.5,-0.6,0.3),
correspondientes a la linea oscura y (Xoz, Yoz, Z02)=(0,0,0), correspondiente a la linea clara.

Como producto de mi participacion en el Third 'Rio de la Plata' Workshop on Noise, Chaos and
Complexity in Lasers and Nonlinear Optics que se realizo en Punta del Este, Uruguay, del 3 al 7
Diciembre de 2007 empecé una colaboracion cientifica con la UFRGS de Porto Alegre, Brasil,
con el objetivo de estudiar la sincronizacion caotica en laseres. Basdndonos en el modelo
propuesto por Mirasso [47], en el cual, se plantea el estudio de la sincronizacion de un sistema de
dos laseres semiconductores cadticos en una configuracion maestro-esclavo. Para la
sincronizacion de los laseres, una cantidad pequena de la potencia de salida del laser maestro se
inyecta en el laser esclavo. Asi, en un proceso de comunicacion Optica cadtica realizada por los
laseres, estos pueden sincronizarse, lo que significa que la evolucion irregular en el tiempo del
laser emisor (ya sea en su potencia optica P o en su longitud de onda), puede ser perfectamente
reproducida por el laser receptor (Figura 6). Asi, se puede decir que la salida del laser maestro

(‘max )

Max. error de sincronizacion (&



puede ser utilizada como la mensajera cadtica para codificar un mensaje digital, el cual puede ser
recuperado por el receptor.

Rl

7y ."I. \ a i
laser AL T A laser A
cadtico =N/ 'nl | cadtico III |I
” f ;
|/
¥ U
Emisor Receptor »

At
Figura 6. Representacion esquematica de la sincronizacion en dos laseres semiconductores cadticos en una
configuracién maestro-esclavo. El proceso de codificacion y decodificacion lo realizan el emisor y el receptor
respectivamente. En la parte derecha, se muestra el diagrama de sincronizaciéon que es la evolucion de la sefial de
salida del receptor vs la sefial de salida del emisor; si la recta tiene una inclinacion de 45°, se tiene una sincronizacion
perfecta.

Mirasso propone un modelo para el laser emisor o transmisor (t) (l4ser maestro) y para el laser
receptor (1) (laser esclavo) usando ecuaciones diferenciales que dan la evolucion de la amplitud
compleja lentamente variable del campo eléctrico E;, y el nimero de portadores N, dentro de la
cavidad. Se incluye también en las ecuaciones de campo un término para la emision espontanea
de ruido. Las ecuaciones del modelo son:

dE _ E o7 |
J: (1+ Jat,r) Gt,r (t)_L ;r +7/Et,r (t_?’-)em)"r +Kz‘ Eext(t)e_JAa)t

dt T,
+\/2ﬁNt,r(t) t,r(t) ’
N 11N, 0-6, 0, 0f ©)
dt e 7, tr tr tr >
N, —N
Gt,r(t): o - 0”)

(1+s\E”(t)f) '

Se consideran que ambos laseres son muy similares, por lo que, en principio se toman los mismos
pardmetros para ellos: g=1.5x10 ps' es el parametro de ganancia, s=5x107 es el coeficiente de
saturacion de ganancia, @=5 es el factor de intensificacién del ancho de linea, f=1.1x10" ps™ es
la tasa de emision espontanea, e=1.602x107"° C es la carga electronica, 7,=2 ns es el tiempo de
vida del portador, 7¢,=2 ps es el tiempo de vida del foton, No=1.5x10% es el numero de portadores
en la transparencia, y=30 ns' es el coeficiente de retroalimentacion,  es el tiempo de ida y vuelta
en la cavidad externa y Aw es la diferencia entre las frecuencias Opticas entre los laseres cuando
ellos estan desacoplados. 1=44 mA es la corriente de sesgo y wi,=1.2x10° ps es la frecuencia
angular de ambos laseres bajo operacion de onda continua. En las ecuaciones de evolucion del
campo eléctrico, aparece explicitamente Ei(t-7) que indica que estamos ante ecuaciones
diferenciales con retardo. El proceso aleatorio de emision espontanea es modelizado con un
término de ruido blanco Gaussiano &(t) de media cero. El término k;E.y tiene en cuenta la sefal
generada por el ldser maestro y por lo tanto, solo existe para el esclavo. El campo E. es la senal
de entrada en el receptor y k. es el parametro de acoplamiento del campo inyectado en el laser
esclavo. Como se puede ver de las ecuaciones (9), este sistema representa un sistema de 6
ecuaciones diferenciales con partes reales e imaginarias por la presencia de j: dos para las



componentes X e y del campo eléctrico correspondiente al transmisor (Ey, Ey), dos para las
mismas componentes correspondientes al receptor (Ery, Ery) y dos para los nimeros de ocupacion
de ambos laseres (Ni, Ny). Teniendo en cuenta que el campo complejo del laser estd definido por
E=Es+jE,, se tendra que la potencia Optica de salida en ambos casos, serd

P.=E;+E, y Py=E, +E.. Se resolvieron numéricamente las ecuaciones (9) y tomando

como parametros importantes para esta resolucion 7=0.3 ns, Aw=0 (fijos), DY2 un factor
multiplicativo que acompaiia al término de ruido y que juega el rol de la intensidad de ruido'’
k; que es el factor de acoplamiento, se hace variar entre 0 y 100 ns™.

k=0 nsl Kt=100 ns*L
Ul P» i
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Figura 7. Series temporales para las potencias de salida y los nimeros de ocupacion para los laseres maestro (a) y
(c) y esclavo (b) y (d) respectivamente, cuando «,=0 (laseres desacoplados) (graficas (a)-(d) de la izquierda) y
cuando «,=100 ns™' (graficas (a)-(d) de la derecha). Se debe hacer notar que en todos los casos se consideraron las
series después de un transiente de 6 ns y el factor ligado a la intensidad de ruido D¥?=1.0.

En las series temporales mostradas en la Figura 7, es facil darse cuenta del caracter cadtico de las
mismas que por supuesto es posible cuantificar este comportamiento cadtico por medio del
calculo del méximo exponente de Lyapunov. Con el fin de observar la sincronizacién en ambos
laseres, se utilizara en principio el diagrama propuesto en la Figura 6, donde se deberia esperar
que la pendiente de la recta sea igual a la unidad. Sin embargo, se puede intuir que debido a la
presencia de ruido y ademas que el laser esclavo tiene una potencia extra que viene de la luz
inyectada por el laser maestro; es asi que habra una ligera desviacion debida a este hecho.

'7 Para todo fin practico, se podria asimilar este factor al parametro 8 y hacer variar éste tltimo.
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Figura 9. Diagramas de sincronizacion cuando el factor de acoplamiento es =50 ns (izquierda) y exponentes de
Lyapunov en funcion de «, para la componente horizontal del campo eléctrico del laser esclavo (E.) (derecha),

cuando el factor de intensidad de ruido es: () D¥?=1.0, (b) D?=0.1, (c) D*?=0.01, (d) D*?=0.001.

La Figura 8 muestra la tendencia hacia la sincronizacion que presenta el sistema de laseres, la que
se refleja con el comportamiento que lleva a los puntos del diagrama de sincronizacion (Pg(t) vs.



Pe(t)) a ubicarse sobre una recta; esta tendencia se muestra ya en la Figura 8(b) y se hace mas
evidente en (c) y (d). Si bien existe la tendencia sefialada anteriormente, se nota también que los
puntos en el diagrama de sincronizacion estan muy dispersos, esto debido a la fuerte intensidad
del ruido blanco. En la Figura 9 (a la izquierda), se muestran los diagramas de sincronizacion
cuando el factor de acoplamiento es k,=50 ns” y se varia el factor de intensidad de ruido desde
DY2=1.0 (Figura 9(a)) hasta DY¥2=1073 (Figura 9(d)); es clara la tendencia a una “sincronizacion
perfecta” a medida que disminuye el factor de intensidad de ruido, lo que se manifiesta con una
linea recta bien definida en el diagrama de sincronizacion (Figura 9(d)). En tanto que los graficos
de la derecha de la Figura 9, muestran los exponentes de Lyapunov para la componente horizontal
del campo eléctrico del laser esclavo y para valores decrecientes de la intensidad de ruido,
notandose que a medida que la intensidad de ruido es menor, los exponentes de Lyapunov
tienden a tomar valores negativos, lo que es un indicador también para una mejor sincronizacion
del sistema. Ahora, si se considera el método utilizado anteriormente en los modelos de Lorenz,
Rossler y Chua para caracterizar la sincronizacién en sistemas cadticos en base al méaximo
exponente de Lyapunov cuando los sistemas estdn desacoplados, se obtiene para empezar que
éste toma el valor: 1,=1.399x10". Dado que en el sistema de ecuaciones (9), las variables
adoptan valores muy diferentes, donde N; y N, son dominantes en valor absoluto. Con el fin de
caracterizar la sincronizacion en la potencia de salida de los laseres, se procedid a calcular el
cociente Pr(t)/Pg(t) al que denominaremos indice de sincronizacion de las potencias de salida. Se
sabe que antes de que dos sistemas sincronicen debe pasar un intervalo de tiempo al que
denominamos transiente. Considerando como transientes “razonables” 1000 pasos de tiempo en
el proceso de integracion del sistema de ecuaciones (9), lo que en nuestro caso equivale a 1.0 ns.
Calculando el valor medio del indice de sincronizacion ep=(Pr(t)/Pe(t)) y el error medio del
indice de sincronizacion Aep, definido como el cociente de la desviacion estandar del indice de
sincronizacidon entre la raiz cuadrada del niimero de datos considerados; y representando estos
valores, después de 1.0 ns, en funcion del acoplamiento 2«,/A;, se obtienen las graficas mostradas
en la Figura 10(a)-(e); donde, en cada una de estas graficas se ve el establecimiento de la
sincronizacidn como una linea recta cuando se considera ep y una tendencia hacia cero cuando se
considera Aep. Asi, cuando la intensidad de ruido es pequefia (Figura 10(a)-(d)), la sincronizacion
se manifiesta ya claramente para valores pequeiios del acoplamiento; en tanto que cuando la
varianza del ruido es uno, la sincronizacién se manifiesta estadisticamente recién para valores
intermedios de acoplamiento segun la Figura 10(e). Finalmente, en la Figura 10(f), se muestra la
superficie generada por las variables acoplamiento, intensidad de ruido e indice de
sincronizacidn. Justamente, el comportamiento sincrono del sistema esta caracterizado por una
superficie plana, lo que se cumple para valores pequefios de intensidad de ruido, en cambio,
como se menciond anteriormente, si la intensidad de ruido es elevada, la superficie, si bien tiende
a ser plana, existen pequefias “rugosidades”, lo que nos lleva a afirmar que el sistema esta
sincronizado desde un punto de vista estadistico. Si bien para el andlisis anterior, se considerd
como transiente adecuado 1.0 ns, en base a los datos obtenidos de la integracion, se podrian
estimar los transientes para cada uno de los casos.
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Figura 10. Caracterizacion de la sincronizacion en un sistema de laseres semiconductores cadticos acoplados segun
una configuracién maestro-esclavo, utilizando el indice de sincronizacion ep=(Pr/Pg) (0) (eje Yy de la izquierda) y el
error del indice de sincronizacién Aep=cp/NY2 (V) (eje y de la derecha) en funcion de la intensidad de acoplamiento
2¢/A, para diferentes intensidades de ruido actuando sobre los laseres: (a) D¥?=0, (b) D¥?=0.001, (c) D"?=0.01, (d)
DY?=0.1 y (e) DY?>=1. (f) Superficie generada por los valores del acoplamiento 2«./A, la intensidad de ruido D¥? y el
indice de sincronizacion ep.

5. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Se mostraron los aspectos mdas relevantes concernientes a la sincronizaciéon tomando como
ejemplos dos tipos de osciladores muy parecidos entre si (IFOs y LCOs) pero que presentan en
muchos casos comportamientos muy diferentes. Se pudo constatar que el fendmeno de
sincronizacidon se presenta en muchos tipos de sistemas y que estos sistemas pueden presentar
aspectos en comun a pesar de lo muy diferentes que pueden ser. Se vio también que dos
conceptos que en principio parecen ser antagdnicos: la sincronizacion y el caos, se conjugan para
mostrar la llamada sincronizacion cadtica que es un fendémeno muy interesante que se lo ilustra
con tres modelos. Para la caracterizacion de la sincronizacion caodtica, se consideran aspectos
tales como la intensidad de acoplamiento y el maximo exponente de Lyapunov cuando los
sistemas estan desacoplados. Asimismo, se hace una revision de las situaciones en las que se
presenta sincronizacion cadtica. Antes de finalizar, se toma un estudio de caso para este
fendmeno: la sincronizacidon cadtica de dos laseres semiconductores en una configuracion
maestro-esclavo segin un modelo propuesto por Mirasso, el cual se lo estudia numéricamente
con cierto detalle, llevandonos a concluir que la intensidad de ruido juega un rol perturbador en la
sincronizacion y la calidad de la misma; con este mismo sistema se muestra las potenciales
aplicaciones de la sincronizacion cadtica, sobre todo en lo concerniente a comunicaciones
seguras. El estudio exhaustivo en el espacio de parametros puede aportar mucha informacion



acerca de los sistemas cadticos, tal como se muestra en [48, 49], por lo que este tipo de analisis
en el sistema de laseres resulta muy importante y es la siguiente tarea a realizar en el futuro
proximo. Las perspectivas que ofrecen el estudio de la sincronizacion y el caos son enormes ya
que los sistemas complejos de diferente naturaleza a menudo muestran este tipo de
comportamientos que pueden ser parte de una funcién importante en los mismos, sobre todo
cuando se consideran sistemas bioldgicos. Otro aspecto muy importante es el de considerar la
topologia de los sistemas de osciladores acoplados (redes complejas) que puede llevar a encontrar
comportamientos interesantes de acuerdo a las caracteristicas de la red. El Grupo de Sistemas
Complejos de la Carrera de Fisica, actualmente aborda diferentes sistemas y fendmenos que
ocurren en estos, desde electrones cristalinos en una red hasta sistemas socio-econdémicos y
justamente por esta diversidad, esperamos que cientificos de otras ramas puedan colaborar en
estos proyectos.
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