Apuntes de Mecanica Clasica

Capitulo 1

Introduccion

La Mecéanica Clésica es quizds la primera parte de la Fisica que comen-
zamos a estudiar, ya en los primeros cursos de secundaria, se presenta a la
Mecénica como lo més representativo de la Fisica; quien no recuerda sus
primeras lecciones de vectores, cinemética, dindmica, choques, conserva-
cién de la energia, etc. Todos estos temas presentados en forma sencilla
a los estudiantes de secundaria tienen en realidad un formalismo basado
en el célculo diferencial e integral que es la via que se utiliza con los
estudiantes de primer semestre de universidad para describir toda esta
temética. Sin embargo, se puede formalizar atin mds la Mecdnica y es asi
que se empieza con una descripcién basada en analisis vectorial, geome-
tria diferencial, cdlculo variacional y las situaciones en las que se utilizan
ecuaciones diferenciales dejan de ser triviales.

Si bien la Fisica ha conocido grandes revoluciones a principios del siglo
XX con el surgimiento de la Teoria de la Relatividad formulada por Eins-
tein en 1905 y con el de la Mecdnica Cudntica formulada por Schrodinger
y Heisenberg; a pesar de que la Mecénica Clésica constituye un caso es-
pecial de ambas cuando la velocidad de los méviles es mucho menor a la
velocidad de la luz en el vacio o cuando la constante de Planck tiende a
cero respectivamente, la Mecanica tal como la formularon Newton, Euler,
Lagrange y Hamilton sigue siendo una base para cualquier ciencia y no es
una cuestion del pasado, por lo que no es casual que los cursos de Fisica
tanto en la secundaria como en la universidad comiencen con el estudio de
la Mecédnica. Nuevamente, a principios del siglo XX, Poincaré se dio cuenta
de la existencia de trayectorias cadticas al tratar de resolver el problema de
los tres cuerpos. La ciencia incipiente del caos aparecié con mucha fuerza a
partir de los afios sesenta con un gran aporte de la escuela soviética que dio
lugar a que se den las bases de esta teoria que posteriormente se constaté
que tenia aplicacion en distintas ramas de la ciencia con lo cual empieza lo
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que se denomina la ciencia de Sistemas Complejos que para muchos au-
tores y cientificos constituye la “ciencia del siglo XXI"”. La Mecanica debi6
reconocer algunos yerros sefialados por la Teoria del Caos pero finalmente,
se podria decir que la Mecénica y el Caos se unieron en lo que se denomina
Caos Hamiltoniano. Este tltimo tema ya se incluye en la curricula de la
mayor parte de cursos de Mecénica Clésica y se lo tratard en el tltimo
capitulo de esta obra.

1.1. Aspectos histoéricos

Desde la aparicion de la especie humana, de manera directa o indirecta,
el hombre estuvo ligado con la Mecénica, ya sea para sus actividades
cotidianas y de supervivencia, como para sus razonamientos acerca del
“funcionamiento de la naturaleza”.

Sise deben sefialar a personas que se interesaron de manera apasionada
en encontrar leyes que describan la naturaleza y los movimientos inheren-
tes a ella, no se puede olvidar al fildsofo griego Aristoteles (384 a.C.-322
a.C.) quien fue el primero en comprender la necesidad de la existencia de
fuerzas externas para que los cuerpos cambien su estado de movimiento
o su trayectoria. La base aristotélica era experimental simple lo que le
condujo a algunas malas interpretaciones.

El primer esfuerzo fructifero de abstraccién lo realizé Galileo (1564-
1642) quien pudo comprender coémo transcurre el movimiento de los cuer-
pos. Ademas, el propio Galileo se dio cuenta de la importancia de las
fuerzas de friccién sobre el movimiento de los cuerpos. Evidentemente,
los aportes de Galileo fueron muy importantes para dar los cimientos a
la Mecénica pero fue Isaac Newton quien de manera elegante y sencilla a
la vez construye la obra gruesa del monumental edificio de la Mecénica.
Curiosamente, Newton ve la luz justamente el afio en el que Galileo fa-
llece como si recibiese la posta de continuar con el establecimiento de la
Mecénica. Huelga hablar de Newton, quien para muchos sigue siendo un
referente y considerado como el mejor cientifico de todos los tiempos. La
prolifica labor de Newton en dreas tales como la Mecénica, la Astronomia,
la Optica, y la Matematica, hacen que se justifique plenamente el sitial que
alcanz6 en la historia de la ciencia. Las tres leyes que Newton establece
para la Mecénica revolucionaron el mundo de la Fisica y dieron a esta cien-
cia su caracter formal y predictivo; ademds con su invencién del célculo
diferencial, no solo contribuye a la Mecénica sino también a la Fisica en
general que se valdra de ello para la formalizacién de las diferentes partes
de la Fisica que fueron surgiendo a partir de entonces. Finalmente, con su
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teoria de la gravitacion, une indisolublemente a la Fisica y a la Astronomia,
permitiéndole a esta tiltima adquirir un cardcter formal y predictivono s6lo
basdndose en observaciones experimentales sino a través de la resoluciéon
de ecuaciones que dan cuenta de la interaccién de los cuerpos celestes en
cuestion.

Acabamos de indicar las bondades del trabajo de Newton, sin embargo,
empezaron a surgir problemas de muy dificil resolucién para los cuales
parecia no ser posible la solucién mediante la aplicacién de las leyes de
Newton debido a la existencia de ligaduras y restricciones. Felizmente,
las ideas de Leonhard Euler (1707-1783),”viejo conocido” de la Fisica por
sus trabajos relacionados al movimiento de los fluidos, permite introducir
un nuevo concepto: el de “coordenadas generalizadas” y una formulaciéon
basada en estas, que se adapta mejor a la descripcién del sistema. Las ideas
de Euler fueron rapidamente adoptadas por Lagrange (1736-1813) quien
reformula las leyes de la Mecédnica en una forma elegante, obviando la
notacién vectorial y considerando de manera natural las restricciones pre-
sentes en el sistema. El formalismo lagrangiano contiene los gérmenes de
nuevas y grandes teorias que surgieron en los afios venideros, tales como
el Electromagnetismo, la Mecédnica Cuéntica y la Teoria de Campos. Las
ecuaciones de Lagrange se impusieron por més de medio siglo, pero a me-
diados del siglo XIX, Hamilton (1805-1865) propone un nuevo formalismo
en el que se toma en consideracion los llamados “momentos generaliza-
dos”, se introduce el concepto de espacio de fases y se da un caracter mas
geométrico a la Mecanica. El formalismo hamiltoniano se adapta bien a
sistemas que estdn bajo el efecto de una perturbacién. Finalmente, este
formalismo, permite una transicion natural hacia la Mecanica Cuéntica.

Un personaje muy importante en lo que a Fisica y Matematica se refiere
es Henri Poincaré (1854-1912) y se lo considera como el fundador de la Teo-
ria de Sistemas Dindmicos. Poincaré aborda el problema de la resoluciéon
de ecuaciones diferenciales desde un punto de vista geométrico. En 1888
con su trabajo “Sobre el problema de los tres cuerpos y las ecuaciones de
la dindmica” se hace acreedor a un premio cientifico otorgado por el rey
suizo-noruego Oscar Il y éste trabajo pone en evidencia algunos conceptos
y herramientas que hoy son parte de la Teoria del Caos.

Entre fines de los afios 60 y principios de los 80 del siglo pasado, se
reconocié ampliamente que sistemas dindmicos simples podian dar lugar
a comportamientos complejos y se aclamé una revolucién cientifica que
comprendia a varias disciplinas bajo el denominativo impresionante de
“Caos”. Sin embargo, algunos matematicos se apresuraron en sefialar que
la pretendida revolucién estaba directamente relacionada con los trabajos
del siglo XIX realizados por Poincaré. A pesar de que actualmente se tiene
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una pugna epistemolégica entre los defensores del caracter revolucionario
de la Teoria del Caos surgida en los afios 60 y los que consideran que la
Teoria de Sistemas Dindmicos de Poincaré es la verdadera acreedora de los
lauros que hoy se tienen en lo que esla Dindmica No Lineal, es evidente que
sea cual fuere la vision correcta, el éxito que hoy alcanzaron estas teorias es
innegable y se deben mencionar a algunos cientificos que coadyuvaron al
establecimiento contemporaneo de las mismas; asi, Smale, Lorenz y Ruelle
son parte de la “historia del caos”.

Para terminar con estos aspectos histdricos, vale la pena citar la decla-
racion solemne que en 1986 formulé el entonces presidente de la Unién
Internacional de Mecanica Pura y Aplicada, James Lighthill, quien sefiala
textualmente: “ Aqui, me corresponde hacer un alto y hablar en nombre del
gran conjunto de profesionales de la Mecédnica. Estamos muy conscientes
de que el entusiasmo que aliment6 a nuestros predecesores en cuanto al
caracter predictivo de la mecénica newtoniana y lo que les movié a ha-
cer generalizaciones que hoy en dia sabemos que son falsas. Queremos
presentar colectivamente nuestras disculpas por haber inducido en el pa-
blico culto un error que nosotros nos encargamos de difundir a propdsito
del determinismo de los sistemas que satisfacen la leyes newtonianas del
movimiento, ideas que se revelaron como falsas en los afios 60.”

1.2. Conceptos de algebra lineal

El algebra lineal constituye una de las herramientas més utilizadas en
Fisica, ya sea que se trate con Mecdnica Clasica o Cudantica. A continuacién
se dan de manera sucinta los conceptos més relevantes que seran utilizados
a lo largo del curso.

1.2.1. Dependencia e independencia lineal

Sea € un espacio vectorial y consideremos p vectores no nulos de €:
- o - . . . . .
X1,X2,...,X,. Dichos vectores forman un sistema linealmente dependiente si
existen elementos (ntimeros) ay, a, ..., &, no todos nulos tales que:

i = 0 ; Ja; #0 |(sistema ligado o linealmente dependiente).

En cambio si:

’;:1 aix; = 0 ; Va; =0 | (sistema libre o linealmente independiente).
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1.2.2. Base de un espacio vectorial

Se denomina base de un espacio vectorial € a todo sistema libre de
vectores de orden maximo.

Sea {é1,¢6,...,6,) un sistema libre de orden n. Si {é1,6,,...,¢,} es una
base de €, entonces un vector cualquiera ¥ € € se puede expresar como
una combinacioén lineal de los é;:

n
X=xe +x% +...+x", = Zx’e?
P

1.2.3. Cambio de base

Sea un espacio vectorial &,, el cual admite una infinidad de bases.
- - - . .
SeaX € &,y (e1,63,...,6,) y {e}, €,,...,e,} dos bases arbitrarias de &,.
Expresando los vectores de cada una de estas bases mediante la otra, se
tiene:

n
/=Y Ag
j it

BN

=

Sea ¥ un vector cualquiera de &,, de componentes x’ respecto a la base {¢}}
. - .
y x'/ respecto a la {e;.} ; es decir:
n n
, .
e Y =Y v

i=1 j=1

Por consiguiente, se puede escribir:

X =Y Aé.x’f

y también:

X =YL Alx
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1.2.4. Convenio de Einstein

Siempre que en un monomio figure dos veces el mismo indice, una vez
como superior y otra como inferior, se debe, salvo aviso en contra, sumar
los monomios obtenidos dando a este indice todos los valores posibles.

Asi, en el cambio de base:

X =AxT ;X = Al

1.2.5. Espacio vectorial euclidiano

Sea un espacio vectorial &,, definido sobre el cuerpo de los ntimeros
reales y, suponiendo que existe una ley de composicién tal que a todo par
de vectores ¥, i/ hace corresponder un nimero real ¥ - i/ que goza de las
propiedades:

1. ¥- ¥ = i/ - ¥ (conmutatividad).

2. (aX) -y = ¥+ (ay) = a(X- 1) (asociatividad respecto a la multiplicacion
por un escalar).

3. X-(J+72) = X+ Z (distributividad respecto a la adicién vectorial).

4. Si -1 = 0 para cualquier valor de %, se tiene que 7 = 0.

En tal caso, &, es un espacio vectorial euclidiano y la ley de composicién X ]7
es el producto escalar o producto interno en dicho espacio.
Considerando el espacio euclidiano &, referido a una base cualquiera
{€]}, y sean
2> i R
X =x'¢ y=yle
dos vectores arbitrarios de &,,. Entonces:

> -

7= @6

Se define el tensor métrico que es simétrico como:

8ij = 67‘ : 67 y
por lo que
Z-7=gixy)
con
1, i=j
§170, i#]
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1.2.6. Ortogonalidad y norma

En un espacio euclidiano &,, se dice que X' e i/ son ortogonales cuando
x-y=0.
La norma de un vector se define como
IR = VZ- 7= \fgixix |

Todo vector cuya norma sea igual a 1 se denomina normalizado o unitario.

1.2.7. Sistemas ortonormales de vectores

Sea el espacio vectorial propiamente euclidiano $,. Un sistema de r vecto-
res de P, se dird ortonormal, si los vectores que lo componen estdn norma-
lizados y son ortogonales dos a dos. El concepto de sistema ortonormal,
nos permite definir sistemas de coordenadas en un espacio tridimensional.

1.3. Sistemas de referencia

Desde un punto de vista fisico, en un espacio tridimensional, se puede
introducir un sistema de coordenadas para describir la posicion de un ob-
jeto fisico cualquiera. Por consiguiente, el conjunto sistema de coordenadas
y objeto fisico dan lugar a lo que se denomina sistema de referencia. Estos
sistemas de referencia estdn definidos en IR" y cualquier punto del espacio
R", puede ser descrito mediante un vector de posicion. Esta claro que para
los fines del estudio de la Mecénica Clasica, nos restringiremos al espacio
R3.

1.3.1. Vector de posicién

De acuerdo con los conceptos de dlgebra lineal vistos en §1.2.2, se sabe
que un vector puede escribirse en términos de los vectores de la base como

o
X = x'e;
lo que se puede escribir también en términos matriciales como

1

> - - -
x:(61 () €3>

Lo SR o SR o
LN
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1.3.1.a. Coordenadas cartesianas

Este sistema de coordenadas es el mds sencillo y el que intuitivamente
adoptamos para la descripcion de algin fenémeno. En este sistema de
coordenadas, el vector de posicién se escribe como

- — — —
r=xl,+yl, +z1,,

- - - . .
donde se utiliza la notacién 1, 1, y 1, para los vectores unitarios o versores

en cada direccién.

1.3.1.b. Coordenadas cilindricas

Uno de los sistemas mds sencillos y usados es el de coordenadas cilin-

dricas (ver Fig. 1.3.1.b).

Z A

X

Figura 1.1: Sistema de coordenadas
cilindricas.

tema estardan dados por:

{

Rl
>

De acuerdo con lo anterior,

-

1, =

1y
L = 1.

Marcelo Ramirez Avila

Este sistema esté relacionado con
un sistema cartesiano mediante las
relaciones:

X = pcos¢
= psing
z = z

Por lo tanto, el vector de posicién
puede escribirse como:

7= pcos ¢l + psinpl, +z1..

Esta claro que el vector de posicién
puede ser expresado en términos de
los versores correspondientes al pro-
pio sistema de coordenadas. Asi, en
una transformacién {x'} — {x’}, los
vectores unitarios en el nuevo sis-

o
83(”
o7
ox'i

cos qbfx + sin qi)l_;

—sin qbfx + cos qbfy
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Lo anterior puede escribirse en forma matricial como:

1

—
e}

1,
= A 1_; ,

=5

N

—_
-

N

—_
N

z

donde
cos¢ sing 0
A=| —-sing cos¢ 0
0 0 1

es una matriz ortogonal puesto que satisface las propiedades:
(i) detA =1
(i) A7t = A"

De acuerdo con las propiedades anteriores, se puede escribir:

N

1, 1,
— _ ¢ >
L [=A 1

z 1Z

Con lo que finalmente, el vector de posicion en coordenadas cilindricas resulta:

-

7= pl, +z1..

1.3.1.c. Coordenadas esféricas

Otro tipo de sistemas de coordenadas que es muy utilizado en proble-
mas fisicos debido a la simetria que impone es el sistema de coordenadas
esféricas que encuentra una gran aplicacién cuando se tratan con proble-
mas de simetria radial, particularmente cuando las fuerzas s6lo dependen
de las distancias, es decir, son de la forma F= f (r)lj. Las ecuaciones de
transformacion entre un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares
y un sistema de coordenadas esféricas, estdn dadas por:

x = psinOcos@
= psinOsing
z = pcosH.
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De acuerdo al procedimiento se-

Z 1 guido en §1.3.1.b, se puede hallar la
relacion:
1_; sinfcos¢p sinOsing cosb 1,
1y |=| cosOcos¢ cos@sing —sin6 fy
1;) —sin¢ cos ¢ 0 1

dondela matriz A sigue cumpliendo
con las propiedades (i) y (ii) mencio-
nadas en §1.3.1.b. Asi, se encuentra
el vector de posicion en coordenadas es-
féricas:

-

7=pl,.

Figura 1.2: Sistema de coordenadas
esféricas.

1.3.2. Vector desplazamiento

Este vector es importante desde el punto de vista de definicién de las
magnitudes fisicas elementales. En general, se lo define como:

dx = d(x'e) = dx'e; + x'dé].

Para el caso particular de sistemas ortogonales se tiene dx = dx'e;. Por lo que
en los sistemas estudiados en §1.3.1, el vector desplazamiento estard dado
por:

Coordenadas cartesianas d7 = dxfx + dyfy + dzfZ

Coordenadas cilindricas Para hallar el vector desplazamiento en cual-
quier sistema ortogonal con coordenadas {x"}, se utiliza:

b d af) 11
dr= T dx
Que en el caso de coordenadas cilindricas es:
L o7 or or
dr = a—pdp + %dgb + gdZ

Tras cédlculos sencillos y utilizando algunas identidades resultantes de
§1.3.1.b, se obtiene finalmente el vector desplazamiento en coordenadas
cilindricas:
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dr= dpl_; + pd(j)l?; + dzI..

Coordenadas esféricas De manera similar se puede escribir una expresién
para el vector desplazamiento en coordenadas esféricas en la forma:

o (dp
d?=(3—£3—53—;)gg

Nuevamente, después de algunas operaciones sencillas y conside-
rando identidades resultantes de §1.3.1.c, se halla que el vector despla-
zamiento en coordenadas esféricas es:

dv = dpfp + pd61, + psin Gdgbl;.

Evidentemente, se pueden hallar, tanto el vector de posicién, como el vector
desplazamiento en otros sistemas de coordenadas. Solo con el fin de citar
algunos:

» Cilindricas elipticas.

» Cilindricas parabdlicas.

= Bipolares.

» Esferoidales prolatas o alargadas.

» Esferoidales oblatas.

= Parabdlicas

= Toroidales.

= Biesféricas.

» Elipsoidales confocales.

= Conicas

» Parabdlicas confocales.
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1.3.3. Elemento de arco

Para cualquier sistema de coordenadas, el elemento de arco se define
como la distancia entre dos puntos vecinos. En términos matematicos:

ds = Vdx'- dx,

que tomando en cuenta la definicién del producto interno en un espacio

vectorial euclidiano.
ds = /gijdxidx/

o simplemente, en términos de los vectores desplazamiento:
ds = Vdr-dr.

En base a esta tltima expresion, es facil escribir el elemento de arco en
cualquier sistema de coordenadas si se conoce el vector desplazamiento y
se procede a efectuar el producto escalar. Asi:

Coordenadas cartesianas ds = \/(dx)2 + (dy)? + (dz)>.

Coordenadas cilindricas ds = +/(dp)? + p?(d¢)? + (dz)>.

Coordenadas esféricas ds = \/ (dp)? + p*(d6)? + p?sin O(d)2.

Es evidente que ds* = g;;dx'dx/. Desarrollando la suma anterior, es facil
darse cuenta que las componentes del tensor métrico en los diferentes
sistemas de coordenadas estdn dadas por:

)1 i=g
8I7V0 ; i+

Coordenadas cartesianas

Coordenadas cilindricas

1 ;, i=j=13
gi=qp ;i i=j=2
0 ; i#]
Coordenadas esféricas
1 ; 1=7=1
2 M ':':2
e ;=]
8ii p?sin0 ; i=j=3
0 ; L#E ]
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Como se vio en §1.2.5, el tensor métrico g;; se genera a partir del pro-
ducto interno de los vectores de la base g;; = e 67. En el caso de sistemas
ortogonales, el tensor métrico representa una matriz diagonal de la forma:

2 0 0
g=| 0 H 0|,

0 0 K

donde, h; representan los factores de escala. Por otro lado, los vectores de la
base no necesariamente son normalizados. Estos vectores, pueden encon-
trarse a partir de la relacion:

s
2o 9
Pooxt’

Asi se tendrdn en cada uno de los sistemas coordenados:

Coordenadas cartesianas

- - -
coné; =1y, ¢, =1,¢ =1..

100
g=|0 p> 0

0 0 1

Coordenadas cilindricas

donde los vectores de la base son:

-

> a — - —

e = # = cos ¢T, +sin 1, = h, T

" or .o " 5

ey = % = —psin@l, + pcosPl, = hyly
a? —> —>

_z) = —=L=hl,

¢ 0z

Coordenadas esféricas

1 0 0

0 0 p?sin®0
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siendo los vectores de la base:

-

sin 6 cos 1, + sin O sin 1, + cos O1, = h, 1,

e_) = _— =
p p
N af) — A — . — -
¢ = 55 = pcos Ocos Pl, + pcosOsinpl, — psin 01, = hgly
N af) . A - . — -
ey = % = —psinOsin 1, + psin O cos p1l, = hyly,.
Si se explicitan los cambios de base como en §1.2.3, e_;). = A;Z-, e = Afe_j..
Donde,
A{ =] siendo J la matrizjacobiana
A; =J ! siendo J! lamatriz jacobiana inversa.
2, En el caso de sistemas ortogo-
Z, nales, J es ortogonal pero no norma-
“,f o lizada, es decir, s6lo cumple conJ~! = J.
[/ ™~ Es asi que se pueden escribir las ma-
/ trices de transformacion en el ejem-
| plo mostrado en la Fig. 1.3.3:
g —
/ . ! Xp Xp X
[ | J=| Y% Yo ¥
0 ‘// X Zp Zq) ZZ
4 y
Figura 1.3: Transformacién de siste- -1 o Jo Ep
ghra .o Jo= % Yo 2o
Xz Yz Zz

mas de coordenadas.

Utilizando las anteriores matrices de
transformacion, es sencillo realizar los cambios de base entre sistemas de
coordenadas (en el caso mostrado en la figura, de cartesianas a cilindricas

y viceversa).
Con la introduccién de las matrices de transformacion, se pueden re-

presentar otros vectores, asi, el “vector” de posicién se puede escribir:

o P
7= X = Afxle;,

donde AZ]. = J~!. Escribiendo en términos matriciales se tendra:

r=d®] X
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Asf, para coordenadas cilindricas:
- - - - xp yp Z'D X
r:(ep €¢ 62) qu yqb qu vy 1.
X: Y. z: )\ z

Haciendo el producto matricial correspondiente, se llega al resultado ya
conocido:

r'=pe, +zé, = plepll + 2|1 —pl +z1..

Similarmente para coordenadas esféricas:
- - - - x'o yp Zp *
T’Z(BP €p €¢) Xo Yo Zo vyl
Yo Yo Z¢ z
Luego de realizado el producto matricial, se tiene:

-

r=pe, = plepll p1

ora, si se aborda a ] , éste es un auténtico vector,
Ah borda al vector desplazamiento, ést tént t
pues d¥ = dx'é;. Asi, en coordenadas cartesianas, se tendra:

dx
d7=(1, 1, 1. )| dy |.
=%, )[dZ]

Por consiguiente, d7’ = dxT, + dyl_; +dzI.. En tanto que en coordenadas
cilindricas:

dp
d?z(e?p €s ez)(dcz)]

Recordando quee = dplepll + dgbleq)ll(P + dzlezll = dphplp + d¢h¢1¢ + dzh, 1

Lo que finalmente da: d7’ = dpl + pdqblqb + dz1.. Finalmente, en coordena-
das esféricas se tendra:

dr=(¢ & ¢ )( do ] = dpT, + pdO1, + p sin 6dP1s,.

Marcelo Ramirez Avila
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1.3.4. Velocidad

De Fisica Elemental, se sabe que la velocidad esta definida por

dr
dt’

A partir de esta simple definicién, se encuentra que para los diferentes
casos de sistemas coordenados que se estudiaron previamente, se tendra:

>
0=

Coordenadas cartesianas

L, dx - dy dz
U= T —1, dtly dtl —xl +y1 +zl (1.1)

Coordenadas cilindricas

ar - ar P Lo+ = dt L. = p1, + ply + 21.. (1.2)

Sin embargo, este mismo resultado podia haberse obtenido a par-
tir de la expresion explicita del vector de posicién en coordenadas
cilindricas

-

- d ad le d

7= (o1, +212) = p1, + pp 2L

y utilizando las igualdades que resultan de la transformacion de
coordenadas cartesianas a cilindricas:

-

1, -~
3 - Pl
15 o
5 = ¢l (1.3)

se llega al mismo resultado 7' = p1 +p d” +21..

Coordenadas esféricas Similarmente, para coordenadas esféricas:

d - d — e . >
dr_dpp, d0; A0 1 o1 pOT)+psin 06T, (1.4)

i 1 +p—To+ 0
R T T TR T
Ahora, si se toman en cuenta las variaciones temporales de los ver-
sores:
1, L
a = 61@ + sin 6¢1¢
1o = =
i —01, + cos 01, (1.5)
1 o o
I - sin O¢1, — cos O¢ply, (1.6)
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y el valor del vector de posicion en coordenadas esféricas 7 = pl_;,, se
lleganuevamente al resultado @ = %1; + p%lz + psin 6%1; = pfp + pél?g + psin Qq'bl;,.

De los anteriores resultados, se podria escribir que en general, si se tiene
una transformacion {x'} — {x"'}, la velocidad en el nuevo sistema de coor-
denadas podra escribirse como:

3
v = Z W31 (1.7)
-1

1.3.5. Aceleracion

Para hallar la aceleraciéon de una particula en cualquier sistema de
coordenadas, se toma la definicion basica:

dt  de2”

Asi, en los sistemas de coordenadas que constituyen nuestros ejemplos:

-
a=

Coordenadas cartesianas

43

T X1, + i1, + Z1.. (1.8)

>
a =

Coordenadas cilindricas A partir de la expresion de la velocidad, se en-
cuentra:

dﬁ) = d s . > o
ik a(p1p+p¢1¢+zlz),

lo que luego de algunas operaciones simples da:

7= (p-pd?)1,+ (209 + pd) 1, + 2L.. (1.9)

-
a =

Coordenadas esféricas De manera similar, para coordenadas esféricas:

7= do =7F= i(p1;+p91; +pq'bsin61;),

después de célculos sencillos se obtiene finalmente:

a= ([3 — p0* — psin’® 9(]52) 1;+[%% (pzé) — psin O cos 0¢?

R 1 d/, . 5.0]e
19+|psin9dt (p sin Q(p)l 1.

(1.10)
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1.4. FElementos de geometria diferencial

La Geometria Diferencial permite el estudio analitico de curvas y figu-
ras en espacios vectoriales definidos. Las curvas que describen los objetos
fisicos en movimiento, en general son alabeadas y es justamente gracias a la
Geometria Diferencial que caracteriza todas las propiedades geométricas
locales de estas curvas.

1.4.1. Representaciones regulares
Se denomina representacion paramétrica regular a una funcién vectorial
r=rA) Ael,
la cual goza de las siguientes propiedades:
(i) AN) es de clase €' en 1.
i) £20 VAel

Entonces, una curva C queda descrita dando los valores de 7 como funcién
de cualquier pardmetro A.

Nota acerca de las funciones de clase €": Una funcién numérica, escalar
o vectorial f pertenece a la clase €" en un intervalo I, si existe la derivada
de orden n-ésimo de f y es continua en L.

Ejemplo: Analizar la funcién vectorial A1) = 21521, + 1, + cos AT,
Primeramente, se calculan las derivadas para saber de qué clase es esta
funcién. Como:

% = 5A3/21_1 + eAlz —sin /\1;
2y 1 — — —
% - 75)\1/211 + e, — cos ATy
37 1 — - -
% = ZSA-“Zh +eM, + sin ATa.

- 2> . 3>
Se ve que 4L v 91 son continuas para todo A pero <%
da

o 335 no existe en A = 0.
Por consiguiente, ) € €2 en —co < A < co. Por otro lado, se observa que
7{A) tiene derivadas continuas de todo orden en cualquier intervalo que no

contenga al origen, es decir, en este tipo de intervalo /{A) € €.

Marcelo Ramirez Avila
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Evidentemente, se puede escoger una base {1_;, 1_;, 1_;} en un espacio
vectorial . Asi, un vector cualquiera puede representase en este espacio
vectorial como: . . .

A(A) = x(A) 1y + y(A)1, + z(A)1..

Ejemplo: Analizar la representacion (1) = ATy + (A2 + 2) 1_; +(A3+A) 1L
Como:

6] 3—; =T+ 2)\1; +(3A%2+1) 1, es continua, y

(ii) 4 £ 0 VA ya que |¥] = \/1+4/\2+(3A2+1)2;t0.

Consiguientemente, la representacion 1{A) es regulara para todo valor de
A.

Ejemplo: La cisoide de Diocles en coordenadas polares es

Tt Tt
=2sinftan 6 ; —— <0< =
r Ssin an > 5

Hallar su representacién paramétrica en coordenadas polares.

Primeramente, se puede representar la ci-
s soide tal como se muestra enlaFig.1.4.1, donde

para graficar la cisoide se utiliz6 el hecho que

3
y? = #=. Por otra parte, se sabe que en coorde-

nadas polares se tiene:

y A

x = rcos = x=2sin’6

Por lo que en términos del pardmetro 0 y los
vectores unitarios en el sistema de coordenadas
cartesianas, se tendra:

\
\
\
.
ki y = rsin0 = y=2sin’Otano.
j
\
\
\

Figura 1.4: Cisoide de 76) = 2sin” 61, + 2sin” 6 tan 61,
Diocles en la que se debe  por lo que su derivada
cumplir que OP = RS.

-

dr : .
= 4sin6cos O1, + 2sin* 0 (sec2 0 + 2) 1;,
do

es idénticamente nula si 0 = 0, por lo que la representaciéon paramétrica no

es regular.
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1.4.2. Longitud de arco

Un arco regular
7=HAA) ; a<A<b,

tiene como longitud:

b
= [l
B dA

En un sistema cartesiano:
‘ dx\* (dy 2 dzy?
o= [ (&) (a) + ()

Ejemplo: Calcular la longitud de arco de la curva

2
f\/ dx1\ dx2 (iﬁ)d/\. (1.11)

A(A) = e’ cos /\1? + et sin /\12 + eAlz, en 0<A<m

Utilizando (1.11), se tiene que:

s = f \/(e" cosA —ersinA)? + (et sin A + et cos A)* + €24,

haciendo célculos sencillos, se llega finalmente a:
s= V3" -1).

La determinacién de la longitud de arco de una curva en un intervalo
dado, permite conocer las caracteristicas de la misma y evidentemente
tiene especial importancia cuando se describe el movimiento de un objeto
fisico. Dada su importancia, la longitud de arco puede ser considerada
como un parametro de la curva.

1.4.3. Longitud de arco como parametro

Se ha visto anteriormente que el elemento de arco se definia en términos
de un pardmetro A y nos permitia calcular la longitud de una determinada
curva en un intervalo dado del valor del pardmetro.
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Sin embargo, a veces es
conveniente expresar lalon-
gitud de arco como un pa-
rdmetro que nos permita de-
terminar los elementos geo-
métricos de las curvas en
cuestion. Asi, consideremos
7= #{A) como una curva re-
gular enly considerando la

funcién
A -
s:s(A):f % dA,
Figura 1.5: Longitud de arco en términos de Ao
las funciones vectoriales /{Ag) y A1) por lo que:

" Sid > Ay = s >0y esigual ala longitud de arco de la curva
comprendida entre #{Ag) y AA).

= Sid <Ay = s <0y esigual alalongitud de arco, tomada con signo
negativo, entre 1{Ag) y AA).

Ahora, si se toma la derivada de la longitud de arco con respecto al

pardmetro A:
A

ds d

dr ~ dA
Ao
y dado que por lo anterior se puede considerar a la longitud de arco como
pardmetro, se puede introducir la siguiente:

d7

dA

dr

R dA =

Definicién Una representacion 7 = #(1) es una representacién en funcién de
la longitud de arco, o también una representacion natural si |9| = 1.

d

Porlo que si 7 = #{s) es una representacién natural de una curva C, entonces:
s, — 51/ es la longitud del segmento de arco de C entre #s;) y #(sy).
Sis = s(A) estd definida por la integral:

A 47

7

S:S(A):f‘a
Ao

entonces, ¥ = 7(A(s)) es una representacion natural, con
dr] | d7||dA
ds dA||ds

dA,
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Ejemplo: Representar graficamente y hallar la representacién natural de
la hélice circular:

AA) = acos ATy +asin AL, + bATl;, en0 <A < oo, con a,b#0.

Larepresenta-
cién gréfica de la
hélice (ver Fig.1.4.3)
se obtiene reem-
plazando valores

B 7 numéricos de A y
o 27mb= pasodelahélice considerando va-
s loresnonulos para
/ v — .
/ ay b, siendo g, el
~ . P .
P > radio de la hélice cir-
/ Z
// x cular y b esta re-
L, lacionado con el

paso de la hélice. A

partir de
x A
dr
Figura 1.6: Representacién grafica de una hélice circu- 5= | |33 da,

lar. 0

se encuentra que
s = Va%+b?A,

con lo que despejando A, se obtiene la representacion natural de la hélice
circular:

- ( S )1—>+ ) ( S )1—>+( bs )1—>
r=acos|———=|1L +asin|——= |1 +|——]15
Va2 + b? Va2 + b? Va2 + b?

Uno de los problemas fundamentales de la geometria es el de determinar
con exactitud los elementos geométricos que distinguen unas figuras de
otras, es decir, cuantificindolos. Se puede demostrar que este problema
puede resolverse en general para curvas regulares suficientemente sua-
ves. Una curva regular viene determinada por dos cantidades escalares: la
curvatura y la torsién, las cuales se pueden expresar como funciones del
pardametro natural.
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1.4.4. Vector tangente unitario
Este vector unitario es llamado también versor tangencial. Para definir
este versor, consideremos a 7 = 7{s) como una representacién natural de

una curva regular C. Se define:

- >
1r = % (vector tangente unitario).

Es claro que si 7 = (1) es una representacion arbitraria de la curva Cy

tiene la misma orientacion que 7 = #{s). Entonces:

& drds o7
dA ~ dsdA ~ T|dAl”
o de otro modo: .
2 dA
1r = Ft
dA

1.4.5. Versor normal

Es otro vector unitario que esta definido por:

{
a.l&
Se

(versor normal).

3

a
=
5y

o

S

Derivando el vector tangente unitario respecto a la longitud de arco

diy _d(s)_d| & |d
ds — ds{|a]) dA 2 | ds’
(%)

continuando el proceso de derivacién y tomando en cuenta que

& _|dn dry
dA  [dAl - Y\dA
se llega finalmente a:
a7 dr dr &7
42 dhdlga?
& @]
1y = Jd | (1.12)
dir

Q.
@

Fisica U.M.S.A.
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Ejemplo: Hallar el vector tangente unitario para la hélice circular:

AA) = acos AT, + asin Afy +bAL,, con a,b#0.

Puesto que

d7
2l A2 e p2
I a2+ b?,

entonces se tendra para el vector tangente unitario:

o _dF _dPdA _ —asin AT, +acos AT, + b1,
'7ds dads NETE

1.4.6. Versor binormal

Un otro vector unitario que se utiliza para caracterizar las curvas regu-
lares es el versor binormal que estd definido por:

173 = fT A 1?\] (versor binormal).

M !
/ | |
g !
Y [ plano normal
/ \ !
/ | \
/ | |
A — |
\
| 1 B \
‘ ‘
‘plano - \
‘rectificante Ty \
» | j———————— 7
\ — /
\ /
1 ,
[ / plano osculador
L /
Y /
\ , Y.
e e e m e m — - — /

Figura 1.7: Vectores unitarios que caracterizan a una curva y los planos que
forman.

Una representacion de los vectores unitarios que caracterizan una curva,
ademads de los planos que forman estos, se muestra en la Fig. 1.7.
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A partir de estos vectores unitarios, se pueden escribir las ecuaciones
para las rectas denominadas tangente, normal principal y binormal:

- — -
¥ = ro+cly recta tangente
-
¥ = fy+cly  recta normal principal
- - - .
r = rg+clp recta binormal.

En tanto que las ecuaciones para los planos denominados normal, rectificante
y osculador estdan dadas por:

(7-=#)-1r = 0  plano normal
(¥ =17) - v = 0 plano rectificante

(F—70) - Tp

I
o

plano osculador.

1.4.7. Curvatura

El vector curvatura se define por:

P diy _ d27
k ==+ = $2 |(vector curvatura).

5
Donde 7 = {s) es una curva regular de clase > 2, por lo que 17 es de clase
€' y por consiguiente, se puede considerar su derivada.

La longitud del vector curvatura es x = |l?‘ y se denomina curvatura. En
tanto que el reciproco de la curvatura es el denominado radio de curvatura:

1
p="
Se llama punto de inflexiéon a un punto de la curva C en el que el vector
curvatura es idénticamente nulo, es decir, en el punto de inflexién:

k=0 y p = oo.

Ejemplo: Hallar la curvatura y el radio de curvatura para la circunferen-
cia de radio a:

(1) = acos A1y +asinAl,, con a> 0.

De la definicién de vector curvatura, se ve que primeramente se debe
hallar el vector tangente unitario:

a7
- d_; . — -
17 = = —sinAl; + cos Al,,

N

(oW
=y

o
S
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por lo que el vector curvatura sera:

K= d_fT _ i:l;\; _ —cos AT; —sin AT
ds g_; a 4
y la curvatura:
f=x=!
a

Y siendo el radio de curvatura el inverso de la curvatura, su expresién para
esta curva serd: p = a.

Se pueden hacer algunas otras consideraciones acerca de la curvatura.
Asi, estd claro que si la curva en cuestién es una recta, el valor de la
curvatura es idénticamente nula. Por otra parte, recordando la definicién
dip
ds

del versor normal y teniendo en cuenta que x = , entonces se puede

expresar el versor normal como:

1y =

al=

por lo que la curvatura puede expresarse también como x = K- In. Dela
expresion hallada para el versor normal (1.4.6), se puede escribir:

2

27 dPdP | 4%

dr2 dAda " daz
2

R
Desarrollando el binomio y haciendo simplificaciones se llega a:
G )
22713
(&
2

- 2 -
Finalmente, teniendo en cuenta la relacion vectorial (A A B) = A’B? - (A . B)
se llega a la expresién para la curvatura:

TgNFd

dAa dAZ?

K= LA (1.13)
dar

dA

Una otra consideracion que se puede hacer es que si 7 = #(s) es de clase
€22 y A representa el &ngulo que forman los vectores tangente unitarios
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1_}(5) en A/s) y 1_}(3 + As) en un punto vecino #{s + As), siendo As > 0. Lo
anterior estd representado en la Fig. 1.8, en la cual se ve que

[ T35 + As) = 17(5)| =2 [17(6)| sin (Az—(P)

1_%(5 + As) — 1_}(5)‘ ~ Ag, por lo que

Si A es pequeiio, entonces,

1. (s+As)

1. (s+As)

triangulo isdsceles

Figura 1.8: Vectores tangente unitarios en dos puntos vecinos de una curva
y definicién del dngulo de contingencia.

1z

e = 17| _ i 17(s + As) — 11(s)
ds

As—0 As

de
ds

4

donde Ag es el llamado dngulo de contingencia. Este resultado muestra que
la curvatura mide la rapidez de variaciéon de la direccién de la tangente
respecto de la longitud de arco.

Ejemplo: En un plano cartesiano, una curva estéd descrita por la funcién
y = f(x). Hallar una expresion para la curvatura y luego aplicar para la
funcién parabdlica y* = 4ax.

Marcelo Ramirez Avila
Fisica U.M.S.A.



Apuntes de Mecanica Clasica

28 1.4. ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

g Para determinar la curvatura
v ik y=f(x) dg ’
separtedex = |5-|. Porotrolado,
w2
&

ds
. < dy
tienen ademads: tan ¢ = 37 y tam-

2
bién % = 4/1+ (%) .Con lo an-

terior, se tiene:

. Se

se puede escribir

2
> ey
Figura 1.9: Determinaci6n de la curva- ] que permite escribir finalmente
tura para una curva y = f(x). para la curvatura:
&y
K= i—f = & T

[1+(%)2]

Aplicando la anterior ecuacién para la pardbola y? = 4ax, se halla que

la curvatura es:

a2

K= —
2 (ax + a?)?

1.4.8. Torsion

Si 7 = 7{s) es una curva regular de clase €"*° y si a todo lo largo de

ella 1?\](5) es de clase €. En ese caso, se puede hacer la derivada del versor
binormal:

d - d_ - -
w150 = [T A TN,
lo que da:
diy - diy
= - 1r A I (1.14)

Se debe sefialar que % es ortogonal a In y, por ende, paralelo al plano
rectificante. Es asi que % puede escribirse como combinacion lineal de 17
y 1p: ;

dly

- = 1(s)1r + 7(s)1p.
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Reemplazando la anterior expresion en (1.14), se halla que:

dip S

— = —1(s)1y.

2 = )Ly
Haciendo el producto escalar por 1?\; en ambos miembros, se encuentra
finalmente que:

T(s) = —dd%B . 1?\] (segunda curvatura o torsion de C en 7' = #{s)).

Por lo que se pueden escribir las propiedades intrinsecas de una curva:

dl_) > dl_) -
T.q T=-——1D.1

=% W T

Usualmente, la torsion se expresa mediante:

[d_d_d_] o (L2 5 27
dA dAZ dA3 dr " \da? daA3
T= = . (1.15)
dr A L d7 , &7 )?
da? d daA?

Para demostrar (1.15), se deben hallar las expresiones de las derivadas
primera, segunda y tercera de #{s) con respecto a s y considerando el
pardametro A. Asi, se tendra:

dr  drda

ds ~ dAds’

& d_r*(oP_A)+ﬁ(d_A)2

ds? dA \ ds? dA2 \ds

& d_r”(dB_A)+ ﬂ(d_A)(dZ_A)+ﬁ(d_A)3
ds? dA \ ds? dA2 \ds/\ ds? dA3 \ds

Con estas derivadas, se debe hacer el triple producto escalar que nos da:

drd2rd37 (dA )6 d7 d27 437
ds ds? dsd

ds/ [dAdA2dA3 |

Recordando que ¥ = L = | 77, entonces:
d

=
&ILL

3

1=y
D..
‘»L
[oW
=

drazrey) | $EEE] 116
ds ds? ds? ' '

Q.
o

>
7

|cz.

Q.
o>
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Ademds, como la curvatura estd dada por (1.13), se puede escribir:

6 2

dr
dA

lo que permite reescribir (1.16) como:

a7 N &
cl/\/\d/\2

K2

7

2 | d7 a7 837
drd*?7d*’| X [axdan /\]
7

ds ds? ds3

(1.17)

Por otro lado, las derivadas de 7 con respecto de s, en términos de los
vectores unitarios estan dadas por:

dr

5
P 1,
&7 dly
d2 - a& kly,
R
j—zg = Pl + %1} + k1.
Por consiguiente, el triple producto escalar de estas derivadas nos permite

hallar:

drd’rdr| _ .-

dsds2ds3| = 7
que reemplazando en (1.17), da (1.15). Una consecuencia importante es que
si T = 0, entonces, se tiene una curva plana.

Ejemplo: Verificarsilacurva? = /\1? + %12 + 1‘TA21§, estd completamente
contenida en un plano.

Si la curva se halla contenida completamente en un plano, se debe
cumplir que 7 = 0. Para la verificacion, se procede a hallar las derivadas
de 7 con respecto al parametro A:

dr - 1 - A?+1-

R e
2=
% = % (+15),
32
% = —%(1§+1_)).
Por lo que el triple producto escalar [% g—;f g—;f] =0,lo queimplicaquet =0

y por lo tanto, la curva estd completamente contenida en un plano.

Marcelo Ramirez Avila
Fisica U.M.S.A.



Apuntes de Mecanica Clasica

CAPITULO 1. INTRODUCCION 31

1.4.9. Fo6rmulas de Frenet-Serret

En §1.4.7 y §1.4.8, se encontraron relaciones en las cuales estaban invo-
lucradas las derivadas de los vectores unitarios tangente y binormal con
respecto a la longitud de arco. En el primer caso, aparecia la curvaturay en
el segundo caso la torsién. Sin embargo, no se encontré hasta el momento
la derivada del versor normal con respecto a la longitud de arco; para ello,
se parte de 1;)\; = 1_; A 1_}, por lo que tomando en cuenta las expresiones
para las derivadas de los versores tangente y binormal con respecto a s, la
derivada del vector unitario normal con respecto al pardmetro natural s es:

diy S S
— = —x1r + 115.
ds Klir +— Tlp

En sintesis, se pueden escribir las derivadas de todos los vectores unitarios
con respecto a la longitud de arco, lo que se conoce como las férmulas de
Frenet-Serret:

a1, 5

—dST = xly, (1.18)
dix S S

d—: = —xlr+1l5, (1.19)
a1, 5

—dSB — (1.20)

Estas férmulas pueden escribirse también en la forma:

d1; FIT
ds R B 4
es decir, en términos matriciales:

dir -
= 0 x 0)Y[ 1r
diy || _ >
= |=| —x 0 1n
> -
dip 0 -7 0\ 15

ds

1.5. Elementos de andlisis vectorial

El anélisis vectorial es esencial en el estudio de la Fisica puesto que
muchas de las magnitudes involucradas en la descripcién de fenémenos
tienen justamente un caracter vectorial (cantidades con magnitud y direc-
cién). Histéricamente hablando, las primeras cantidades vectoriales que
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aparecieron en la Fisica son justamente cantidades mecanicas tales como el
desplazamiento, la velocidad, la aceleracion, la fuerza, los momentos lineal y angu-
lar, etc. Sin embargo, en el desarrollo histérico de la mecanica no se utilizé
explicitamente el andlisis vectorial y fue recién en los trabajos de Maxwell
sobre el electromagnetismo que la utilizacién del anédlisis vectorial cobré
importancia. Antes de comenzar la descripcién de las operaciones vecto-
riales se revisardn algunos conceptos importantes ligados con el analisis
vectorial.

1.5.1. Funcién de punto

Una funcién ¢(x') = ¢(x!,x2,x%) definida en una region, se llama una
funcién de punto o escalar. Los puntos en esa regién del espacio estdn deter-
minados por sus coordenadas x'.

Otro concepto importante es el de campo, que se define como una fun-
cién de punto en R" (en particular en una regiéon R de R*). Un campo puede
ser escalar, vectorial o tensorial, dependiendo de la naturaleza matemaética
de la funcién que lo define. Especifiquemos brevemente cada uno de estos
campos.

1.5.1.a. Campo escalar

En este caso, simplemente una funcién de punto define un campo escalar,
puesto que a cada punto le hace corresponder un escalar, que es el valor
que toma la funcién en el mismo. Ejemplos de este tipo de campo son: un
campo de temperaturas, un campo de densidades, etc.

1.5.1.b. Campo vectorial

S

Para la definiciéon de este tipo de campo, consideremos un vector A
cuyas componentes A' sean funciones de las coordenadas x/ (A" = A'(x/)),
definidas en cierta region del espacio. Se tiene entonces, para cada punto P

S
delaregién considerada, un vector A. El conjunto de vectores asi definidos,
se denomina un campo vectorial. Como ejemplo de estos campos se pueden
citar a un campo de velocidades, un campo de fuerzas, etc.

1.5.1.c. Campo tensorial

Similarmente a como se definié un campo vectorial, se puede decir que
la funcién que a cada punto P de la region le hace corresponder el tensor
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T, se denomina campo de tensores, ejemplos de los cuales son el tensor de
esfuerzos, el tensor de Maxwell, etc.

De manera mdas compacta, se pueden definir los campos mencionados
anteriormente si se considera una base {¢,}, tal que el tensor métrico esta
dado en la forma usual por g, = ¢, - €;. Ademas, si cualquier punto del
espacio puede ser descrito mediante ¥ = x%¢;, entonces se tendra:

P = @) : campo escalar
v = (%) : campo vectorial
T = T%(%) : campo tensorial,

donde ¥ = 7 representa el vector de posicion.

1.5.2. Operaciones vectoriales

Como se sefialo anteriormente, en la Fisica se recurre frecuentemente
al andlisis vectorial y tensorial pues las magnitudes que sirven para la des-
cripcién de los fenémenos relevantes a esta ciencia tienen justamente este
caracter. Con los conceptos dados en §1.5.1.a, §1.5.1.b y §1.5.1.c, se pueden
ya definir las operaciones mds relevantes concernientes a estos campos:
gradiente, divergencia y rotacional, pero previo a ello se introducird un
operador que aparece en todas estas operaciones.

1.5.2.a. Operador nabla

Este operador es utilizado con mucha frecuencia tanto en andlisis vec-
torial como tensorial y se lo define como el vector:

5E§EV:6207",

donde se definen los vectores:

J 9 R
&“‘(ﬁ”'axn) P =1 :

Asi, se puede escribir:
_ = =7b _ b
0o =€, 6,0 = g0’ .

Por lo que en coordenadas cartesianas:

d-> d-> do
Q—V—£1x+@1y+£lz.
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1.5.2.b. Gradiente
Se llama gradiente de un campo escalar @, al vector:
grad ® = 90 = VO = ¢,0'D. (1.21)
Por otra parte, se puede escribir:
D =ép, - 6,0°D = oD = 0" D,

con

oxl  oxn

Por lo que en coordenadas cartesianas:

8b®:(8® aCD).

90+ 2 207,
ox

grad ® =00 = VP = 3y vt

También d® = V@ - d7, ya que

0D 0D 00
do = gdx + a—ydy + a—ZdZ

Si @ =constante (superficie en R), luego

‘(“

VO -dr=0,

Figura 1.10: Definicién gra- 1o que implica que VO es normal a la super-
fica del gradiente. ficie.

Ejemplo: Hallar el diferencial del vector
F=F(xi(t),1).

La derivada de F respecto del tiempo es:

dt  oJx ot’

que se puede escribir como

dF _oF

dr "
ar E'i‘( V)F,

Th
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por lo que el diferencial de F seré:

Py

dF = (d7 V) F+ =

Como se indic6 anteriormente, V puede ser utilizado también para definir

o
operaciones sobre campos vectoriales. En efecto, sea f(7) un campo vec-
torial, entonces tanto las operaciones divergencia y rotacional pueden ser
definidas para este campo.

1.5.2.c. Divergencia

Esta operacion se define como:
divf=9-f=V-f. (1.22)
Por lo que en coordenadas cartesianas se tendra:

> df df Idf
'f—a'F@'i‘E.

Si 7 es el vector de posicion, entonces:

V-7=3

Ejemplo: Sea f(r) = f(+/x2 + y? + 22), determinar V - 7f(r). Aplicar el re-
sultado para f(r) = "1
A partir de la definicién de divergencia;

V- 7f(r) = 9x [xf(N] + 9y [yf ()] + 9: [2f ()],

lo que después de célculos simples da

df

V- 7f(r) = 3f(r) + T

Aplicando el resultado a f(r) = r*~!, se obtiene:

Vit = m+ 2.
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1.5.2.d. Rotacional

La operacion rotacional estd definida por:

rot f=dAf=VAS, (1.23)
lo que en coordenadas cartesianas da:
R
VAf=|0d: 9y 0.
o by £

Antes de generalizar las anteriores operaciones vectoriales a sistemas de
coordenadas curvilineas, definiremos un otro operador importante que es
el operador laplaciano.

1.5.2.e. El operador laplaciano

Definido por:
2
dx 9?2 9? 0?
a— 72 _ d 2 . —
9,0 =V _( 2 . 3_) i =t toazre  (124)
oxt

Por lo que en coordenadas cartesianas, el operador laplaciano toma la
forma:

2 2 2
2 = —a + —a + a— .
ox?>  Jdy?*  9z?
1.5.2.f. Operaciones vectoriales en coordenadas curvilineas

Es evidente que el operador V y las operaciones asociadas a él, pueden
expresarse en otros sistemas de coordenadas (coordenadas curvilineas).
Asi, si se tiene la transformacion:

xi ; x/i,
el gradiente en el nuevo sistema sera:
VO = fiT7 = f17 + 1) + f°1]
=fL=f1L+fL+f1

donde f' son coeficientes que se deben determinar. Por otro lado, el vector
desplazamiento se expresa en la forma:

aaji dx' = (hlﬁ’)l_ dx".

dr=
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Ademas, como: ’
d® = VO - d7' = k; (fdx')’

g P
dd = ——dx"
axrl X
por lo que
i 10D
f - h_iax/i'
Consiguientemente, ‘
190\
VO =| - 1.
(h 8x’) :

Desarrollando la anterior expresion, se tendra el gradiente en coordenadas
curvilineas:

7 7 7

oo 1,90 1500

VO = — + = + = : 1.25
hiox'  hyodx’?  hsdx”® ( )
Deduciéndose asi que el operador V en coordenadas curvilineas es:
_ho . Bo G
Vot thor T o
Ahora, si ® = x (cualquiera de las coordenadas), entonces:
1
V=L
hi
Luego, el producto escalar:
. LAl 1
Vx" A VX = =—,
por lo que
1 = hihjVx'" A V',
De una manera mds general:
17 = eijkhjthx'f A V'K
donde
1 ; permutacion ciclica ; i+j+k
e*={ -1 ; permutacion aciclica ; i#j+k ,
0 ; i=j=k ; todos los otros casos
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es el denominado simbolo tridimensional de Levi-Civita.
Para hallar la divergencia en un sistema coordenadas curvilineas cual-

quiera, definamos un vector A= Ailj’., por lo que
VA=V [A (e hVxT A VYY),
parai =1, se puede escribir:
V(A7) = V- (A'hphp Ve A VP).
Utilizando el hecho de que para un campo escalar ®@ y un vector A, se cum-

pleV- (CIJA_’) = (VO)- A+ ® (V . ff) ; entonces, luego de operaciones simples,
se encuentra

v (A111> - hihyhs dx’ (Alh2h3)'

Analogamente, para las otras componentes, se tiene:

- 1 0

v (A21§) - hihyhs dx’? (AZhShl)
- 1 0

v (A31'3) - hihyhs dx3 (AShlhz) '

En base a las anteriores expresiones, se puede escribir;
N — 117 297 317
V-A=V-(AT)+ V(A1) +V-(A°T),
de donde, la divergencia en coordenadas curvilineas de un vector Aes:

V- A) = 1 [ J <A1h2h3) + i (A2h3h1) + i (Ashlhz)] . (126)

]’llhzhg, 8x’1 ox’? ox’3
Ahora, si se escribe el producto vectorial:
VAA=VA [Ai (eijkhjthx’f A Vx’k)] .

Asi, parai = 1 y teniendo en cuenta que para un campo vectorial ® y un
vector /T, se cumple V A (@Aj = (VD) A A+ (V A Aj y VA (VD) = 6, se
tendra:

I TP 7 5
VA (A'T]) = e () = 55 (ATh).
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Anédlogamente, para las otras dos componentes:

. 7 9 7 3
VA(AYT) = FZZ e (A%hy) - Fllzz e (A%hy)
. 7 9 7 9
VA(AL) = ?;13 5 (A3h3)—F;213 T (A%h3).

Por lo que el rotacional en coordenadas curvilineas en su forma més compacta
estara dado por:

L hlaf; hzaf; hg,af;
VAA= < < 2 (1.27)
ox’1 ox’2 Ix’3
h1h2h3 Aichl A2h2 A3h3

Finalmente, utilizando (1.26) y considerando que A = V®, se encuentra
que el laplaciano en coordenadas curvilineas es:

v L [0 (hahs 00\ 9 (hh o0\ 2 (hihy 90
hhohs | Ox't \ hy oxt]  ox?\ hy, 9x2] 9xB\ hy ox3)|

Con las expresiones (1.25)-(1.28), se pueden escribir el gradiente, la diver-
gencia, el rotacional y el laplaciano para los sistemas de coordenadas que
se estudiaron en §1.3, a saber: coordenadas cilindricas y esféricas.

Coordenadas cilindricas. Utilizando los valores de los factores de es-
cala hy = 1, h, = p, hs = 1 y el respectivo conjunto de coordenadas

(x’l,x’z, x’3) = (p, o, z) y considerando un campo escalar ® = ®(p, p,z) y
otro vectorial A = (AP,A¢,AZ), se hallan las operaciones vectoriales:

Gradiente. De (1.25),

a0~ 00> 0D~
VO = %1[) + %1(1) + Elz

Divergencia. A partir de (1.26),

Rotacional. Con (1.27).

> 1 |[JA, 8A¢ - 8Ap 0A,\ ~ 0 8Ap -
vd = (G - 0 e (- G+ (55 o) - 52 |
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Laplaciano. De (1.28),

1a(aq>) 120 9*d

2 [ — —_— —_— —
V(I)_pap p&p +p28¢2+8zz'

Coordenadas esféricas. en este sistema, los factores de escala son h; =1,
hy = p, h3 = psin 6 y el conjunto de coordenadas (x’l,x’Z, x’3) = (p, 0, ¢) y

considerando ® = ®(p,0,9) y A= (AP,AQ,A¢>c0m0 campo escalar y vec-
torial respectivamente, se tendrd para las operaciones vectoriales:

Gradiente.
00> 100 - 1 00 -
VO = %1‘0 + E% g+ —pst%l(l)
Divergencia.
> 1d /., 1 , 1 JdAg
V-A= Ea—p (p Ap> + m%(SIHQAQ) + psu’l@%
Rotacional.

> 1 J [ . d S CZVE N - | 9(pAg)
VAA = m {l% (p sin 9A¢) - % (pAQ)] 1P +p [% - % (p Sin GA(/))] 19 + p sin G) lT

Laplaciano.

2p- L9 [ 299 ino?2 oo
Vq)_pzo'?p P ap +pzsin680 Sm@&@ +pzsin265¢2'

A partir de las siguientes identidades para un campo vectorial fﬁ

V-VAF
VA (VD)

0

-

0,

se pueden deducir dos conceptos que son de fundamental importancia en
Fisica:

Marcelo Ramirez Avila
Fisica U.M.S.A.

JA,
- 90

5}



Apuntes de Mecanica Clasica

CAPITULO 1. INTRODUCCION 41

1.5.3. Campo solenoidal

Cuando V - fﬁz 0, se debe tener
f=VAg (1.29)

donde ges otro campo vectorial. Este tipo de campo se denomina solenoidal.
Para aclarar mejor el concepto de campo solenoidal, especifiquemos los

campos fﬁy ¢ tales que,

f_) = fll_))c + le_; + fgl_;

g = glfx + 821; + g31;,

y de los cuales se quiere determinar ¢. Calculando el rotacional de ¢y
utilizando (1.29), se tiene que:

fi = &y~ &
f2 = 1z — 3«
fi = S8y

-

Ademads, como V- f = 0, se tendrd fi + fo, + f3. = 0. Para hallar una solu-
cién particular, se hace g1 = 0, en consecuencia f, = —g3: V f3 = $2v, por lo
que

S ffadx +ax(y,2)

g3 = —ffzdx+oz3(y,z),

pero fi = g3, — &2.. Entonces

X

fi= d3y — Qo7 — f(ny +f32) dx,

X0

con lo que

fi = gy — s + f il y, 2)dx;
X0
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lo que finalmente da
fl = a3y — Qo + fl(x/ ]//Z) - fl(xOI ]/;Z)-

La anterior ecuacién se satisface tomando a, =0y a3 = fy ‘1;’ fi(xo, v, 2)dy.

Por tanto, las componentes de ¢ son:

g1 =0

g = [ Aeoua
. y

g3 = —fo(X,y,Z)dX'l'ffl(xO/y/Z)dy'
Xo Yo

1.5.4. Campo irrotacional

Por las propiedades de las operaciones vectoriales, se sabe que cuando

VA f_): 0 en R?, se debe tener que fﬁ: V®, donde @ es un campo escalar.
Este tipo de campo vectorial se denomina irrotacional o conservativo.
Una integral de linea del tipo:

2
I= f f”. dr,
2t

depende en general de la trayectoria. El conocimiento de que fﬁes irrotacio-
nal es importante pues en este caso, I no depende de la trayectoria, ademads
que puede ser integrada directamente:

= f Vb - d7 = O(F) — O(F)).

i

8|

Cuando se tienen campos irrotacionales, se trata de encontrar el campo

escalar ®. Como f9= V®. Entonces, haciendo el producto escalar por el
vector desplazamiento e integrando, se tiene:

@:ff”-d?: ffldx+ff2dy+ff3dz+cte,
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que en rigor debiera escribirse como:
X Yy z
D = ffl(x/ y, Z)dx + ffZ(x()/ Y, Z)dy + ff?)(xO/ Yo, Z)dZ.
X0 Yo 20

Ejemplo: Determinar la naturaleza del campo
f_): xzyfx - (xy2 + y) 1; +2z1..

- -
Como V- f = 0, entonces se tiene un campo solenoidal, por lo que f =V A §.
Por tanto las componentes de § con Xxp = Yo =29 = 0 seran:

g1 =0
g = ffg,dx =Xz
g3 = ffzdx+ff1dy—xy+—

5 Qs
por lo que ¢ puede escribirse como:

- 2]/2 -
g=xz1,+ (xy + T) 1, + cte.
Ejemplo: Determinar la naturaleza del campo vectorial
f_): sin i sin 21, + x cos ysin zfy + xsin i cos z1..

S
Ya que V- f = —2xsinysinz # 0, entonces, el campo no es solenoidal y se
debe verificar si el mismo es irrotacional:

} 1 1, 1, )
VAf= O dy d. =0,

sinysinz xcosysinz xsinycosz

g . . . .,
por lo que f representa un campo irrotacional. Para la determinacién del
campo escalar @, se considera xp = yp = zgp = 0, con lo que haciendo las
integrales correspondientes, se halla:

® = xsinysinz + cte.
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1.5.5. Dinamica vectorial

En las subsecciones precedentes, se dieron las bases del calculo vec-
torial y se dio énfasis en lo que concierne a operaciones vectoriales. Sin
embargo, recién en §1.5.3 y §1.5.4 estas operaciones vectoriales nos condu-
cen intuitivamente a conceptos fisicos, Se concluira este capitulo revisando
los conceptos fundamentales de vectores e indicando su pertinencia en la
dindmica.

1.5.5.a. Vectores

Por definicién, un vector es un elemento que pertenece a un campo
vectorial, es decir, a una estructura matemdtica compuesta de un grupo de
elementos V = {v;,...} y un campo de niimeros que puede ser complejo o
real. Se pueden nombrar las siguientes propiedades:

i) Youi,v, € V; v1 + v, €V (propiedad de grupo).
ii) Yo € V; av € V (multiplicacién por un escalar).

iii) a (v + v2) = avy + av, (distributividad respecto al producto por un
escalar).

iv) (@ + B)v = av + po (distributividad respecto a la suma de dos escala-
res).

Un vector se caracteriza por su ley de transformacion. Asi, si se tiene un
conjunto de coordenadas x!,x2, x%. Si se hace un cambio del sistema {x} al
{x’} mediante las ecuaciones

x/i — x/i(x1,x2’ x3) — x/i(xj)’

entonces, la matriz de transformaciéon ];. = % define el cambio de sistema.

Se vio anteriormente transformaciones de vectores tales como la posi-
cioén, el desplazamiento, la velocidad y la aceleracién; esto nos lleva a la
dindmica vectorial que suponemos que es vdlida globalmente con la condi-
cién de que solo observadores inerciales puedan efectuar la verificacion
de las leyes fundamentales. Estos observadores se relacionan con otros
Unicamente mediante transformaciones lineales que son las denominadas
transformaciones de Galileo. Por lo anterior, se tiene que la dindmica para
un sistema fisico (coleccién de particulas) se puede formular en notacion
vectorial.

Concluimos el capitulo introductorio que toc6 los temas mas relevantes
de matemadtica que serdn ttiles a lo largo del curso.
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