Apuntes de Mecanica Clasica

Capitulo 3

Fuerzas centrales

3.1. Ecuacién de movimiento y cuadraturas

Sea un campo de fuerzas que de-
pende tnicamente de la distancia al

/E'fff:’? origen:
S F=F(@.
. (7)

A este tipo de fuerzas se las llama cen-
trales.

(t) Si la fuerza es conservativa, enton-
ces existird una funcién V =V (7), la
Y| energia potencial, como un campo es-
calar tal que

Z 4

L J

X

F(A)=-VV (.
Figura 3.1: Las fuerzas centrales
s6lo dependen de la distancia al Bajo estas condiciones
origen.
) _Fo)
m—— =F(7),

dr?
constituye la la ecuacién de movimiento y tiene una primera cuadratura
que es el teorema de conservacion de la energia mecdnica total:

E= %mr’z +V (7). (3.1)
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Como V = V (7), el pro-
blema tiene simetria esférica,
por lo que se utilizard un
sistema de coordenadas para
su descripcion, teniendo en
. cuenta que el movimiento
L=rap se realiza en el plano x — y,
loquesetraduceenque 6 = 7,
= 7 *y lo que da

X = rcos¢

X y = rsing
z = 0.

Figura 3.2: Simetria esférica para problemas - -
con fuerzas centrales. La eleccion se facilita obser-

vando que:
FM = FAL
7 o= rl,

- -
por consiguiente, 7 A F = 0, que de acuerdo con las leyes de Newton, nos

indica que L =cte. Es decir, el torque neto alrededor del origen es cero y el
momento angular debe ser constante. Entonces:

L=11. (I=cte)

Como en coordenadas esféricas, la velocidad tiene la forma

7= #1, + 101 + rsin G(j)l;
y puesto que 6 = Z y 6 = 0, entonces, se puede escribir

P = i% + 122,

por lo que la conservacién de la energia queda:

E= %m(f’z + r2q52> + V(7).
Ademas, el producto vectorial

L=7FAp,

nos da, considerando la Fig. 3.1, en la que se muestra que 17 ANly = 12:

L = mP¢*1..
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Siendo !/ una constante,
se tendréa entonces:

5oL

mr?

Vi

—
? 1 Por lo tanto, del teorema de
conservacion de la energia
o) se tiene:

1m P+ £ =E- V()
x| 2 m2r2| '

Figura 3.3: Relacién entre vectores unitarios
en el plano x — y.

Expresion que despejando
7, se puede integrar, obte-
niéndose asf:

(3.2)

j’ dr
t_tO = ’
2 le- VOl -

)

lo que constituye la sequnda cuadratura del problema. La integral propor-
ciona r = r(t) una vez conocida la forma de V = V(7).
3.2. Velocidad areolary ecuacién de la trayectoria
En la Fig. 3.2, se observa que el elemento de drea
dA = 1r2d
=5 Qb/

puede variar con el tiempo de forma que

. dA 1,
A_dt_zrq)’

y reemplazando la expresién para ¢, se obtiene que este cambio con el
tiempo denominado velocidad areolar resulta:

i _ 1 _
A—%—cte.

El hecho de que la velocidad areolar sea constante es una consecuencia
directa de la centralidad de la fuerza y expresa mateméaticamente el enun-
ciado de la segunda ley de Kepler.
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/’}\ También de qb = #, se tiene:

z
/1 A rlé g = adt

— / por lo que la ecuacién de la trayecto-
r ria se puede escribir, utilizando la se-
gunda cuadratura:

/4
//f:ﬁﬂ dA G- idr |

mr2 \/% [E-V(N] -5

Figura 3.4: Area barrida por un o bien
vector a lo largo de un elemento

l dr
o= 1= + cte.
de arco. 12 P
J2mIE- V()] -5
Volviendo a la primera cuadratura vt
ef
E=imPs £ + V(r) \
= —mr 1),
2 2mr? o TR Lo S
se muestra que se puede considerar la parte
radial del movimiento como un movimiento
lineal propio de una particula sometida a un
“potencial efectivo”
- \ /o
Ve = V() + —
2mr? By PR
s P . p \/
donde el término 57 S€ denomina energia

centrifuga. Cuando : ) )
Figura 3.5: Potencial efectivo

’ y puntos de retorno.

2mr?’

se tiene 7 = 0. Esta condicién determina los puntos de retorno para los que
la direccién del movimiento se invierte.

E=V(r)+

3.3. Problema de Kepler

Para el potencial V(r) = —%, donde « es una constante que estd dada

por

a = Gmlmz.
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El potencial efectivo es: i
")

Vef

7

P a
2mr?  r

por lo que, considerando la ecuacién
para ¢, se tiene introduciendo el po-
tencial de Kepler:

+ cte. =0

trayectoria abierta

....................... E=0

B i dr
¢_fr2\/zm(5+%))—;—i i

Si se hace el cambio de variable u = 1

1//
con lo que du = —%, se obtiene:

trayectoria cerrada

Idu Figura 3.6: Potencial efectivo de

¢ =- f + cte.
V2mE + 2mau — 2u? Kepler.

Utilizando la integral

2ax + b

Vb? — 4ac

arcsin (

dx 1
f\/ax2+bx+c_ V-a

se tiene para la ec. en ¢:

—Pu + ma )
7

— (bg = arcsin
o=@ ( Vm2a? + 2mEI?

que se puede reescribir

lZ

sin(¢ — ¢ = ,
’ V2mEP? + m?a?
de donde, despejando r:

l2
ma — V2mE? + m2a? sin (qb - qbo)'

Si se elige g = Z, la ecuacion para r queda:
2

=

12

ma + V2mE? + m?a? cos ¢

Y =
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Comparando con la ecuacién general de las conicas

_ P
1+ecos¢’

se obtiene que para el pardmetro p y la excentricidad €, se tienen:

—i . € = 1+£l2
p_moc ! N ma?’

La forma de la trayectoria esta de-
terminada por el valor de la excentri-

/ "~ cidad €. Asi, se tendra:
Pl r
a_, as %\ . e<1l = elipse — E <O,
F F

ke e=1 = parbola — E=0,
@ €>1 = hiprbola — E>0.

Se obtiene movimiento finito solamente
Figura 3.7: Propiedades de la cuando E < 0y consiguientemente, € < 1.
elipse. Considerando las propiedades de la
elipse, se pueden escribir expresiones
explicitas para los semiejes en térmi-
nos de las variables fisicas. Asi, el semieje mayor, sera:

p__ @
1-€2 2|E|’

a=
en tanto que para el semieje menor:

b=aVl-¢e2= : .
2m|E|

3.3.1. Leyes de Kepler

A fines del s. XVI 'y principios del s. XVII, las ideas copernicanas atin
no eran bien aceptadas y la Iglesia se encargaba mediante sus tribunales
de inquisicién de persuadir a los intelectuales de la época a no hacer
publicos sus apoyos a la reciente teoria heliocéntrica de Copérnico. Tycho
Brahe (1546-1601) era un gran sefior danés y un admirable astrénomo

Marcelo Ramirez Avila Fisica U.M.S.A.



Apuntes de Mecanica Clasica

64 3.3. PROBLEMA DE KEPLER

cuyos trabajos tienen la calidad de ser continuos y sistemdticos por més
de 20 afios, jamds realizados en ese entonces. El 4 de febrero de 1600,
Brahe tiene un encuentro con Johannes Kepler (1571-1630) y le proporciona
generosamente el conjunto de datos que habia acumulado de la luna y los
planetas.

Muchos astrénomos desde los tiempos de Ptolomeo, trataban de com-
prender el movimiento del planeta Marte y cuando Kepler recibe los datos
de Brahe, su objetivo era justamente poder explicar ese misterioso movi-
miento del planeta rojo. Kepler recurre a calculos matematicos y a nuevos
métodos geométricos y por supuesto a la intuicién e inspiracién que siem-
pre deben acompafiar a un cientifico. A pesar de todo, el movimiento de
Marte se resistia a ser satisfactoriamente explicado, hasta que Kepler de-
cide romper con el dogma de que el movimiento de los astros denotaba
la “perfeccién”, es decir, trayectorias circulares y adopta luego de largos e
intensos razonamientos a la elipse como la trayectoria de Marte y extrapola
este resultado a los otros planetas.

Volvamos a las ecuaciones anteriormente formuladas y de la velocidad
areolar, tratemos de hallar el periodo de revolucion:

mab T

[
[ar= [ Lar
0 0

_ 2mmab

==

Ahora, utilizando las relaciones geométricas y fisicas de las trayectorias
elipticas para el problema de Kepler, se obtiene:

lo que da

T = szna (a V1 —62) = ZTmnaz Z,

que puede expresarse como:

T? = 47*243 | (Tercera ley de Kepler).

Finalmente, expresando todo en términos s6lo de variables fisicas:

, m
T =1« @, (34)

lo que muestra que el periodo depende solamente de la energia de la
particula.
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Los enunciados de las denominadas leyes de Kepler, formuladas en el s.
XVII son:

Primera ley de Kepler.- Los planetas se mueven en 6rbitas elipticas en las
que el sol ocupa uno de los focos.

Segunda ley de Kepler.- Las dreas barridas por los radios vectores en
tiempos iguales, son iguales.

Tercera ley de Kepler.- El cuadrado del periodo de revolucién es propor-
cional al cubo del semieje mayor.

3.3.2. Ecuacion diferencial de la 6rbita

. . . . =
La ecuacion de movimiento se puede escribir F = md. Como la acelera-
cién en coordenadas esféricas es:

. A~ [1d . ]~ 1 d N
2 (5 _ 102 _ v in2 02 29 020)_ e 2 d(s .9
a= (r r0” —rsin” 0¢ )1r+[rdt (r 6) rsin 6 cos O¢ ]19+[rsin9dt (r sin qu)] 1.
Como 6 = 2y 0 = 0, entonces
s s [1d ]
a= (1" - T’(Pz) 1, + [;E (1"2 )] 14)
Entonces:
FNL, =m [(r —r?) 1, + P @) 1¢],
cuyas componentes son:
F(r)y=m (r — r(i)z) (3.5)
g d
9 (126) =
iy (P¢) =o. (3.6)
De (3.6), se tiene
1dl _
rdt

lo que expresa la conservacion del momento angular.
De (3.5) y utilizando la expresion de ¢:

2

Lo
F(r)—m _ﬁ.
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Por otro lado,

dr d¢ dr
dqb dt (qub
Y 2
d (,dr\do do dr d*r
- s o)t - ol 55 o5
Utilizando nuevamente la expresion de ¢ y luego de algunos calculos, se
obtiene:

2 (ar\' P
m?5\d¢) = mPrtde?’

Por lo que reemplazando en F(r):

F(r) = -

28 (dr\' P dr P
dp) mPrrde?> mrd’

lo que finalmente, permite obtener la ecuacién diferencial de la orbita:

e
2 4
%;-%(iﬁ =", (37)

Esta ecuacion, se puede expresar también en términos de u, donde u = %
Por lo que se tendra:

d(%) B 1 du
dp ~  u2do
dz(%) 2 du\*> 1 d%u
dg? u3(d¢) T u2de?

La ec. (3.7) queda en términos de u:

(), [46)

2
1 m 1
d¢}_ﬂ_ﬁ¥Fby

e —2u
con lo que resulta finalmente, la ecuacion de la 6rbita en términos de u:
d?u m (1
- tu=-—F[=]. 3.8
a2 T T (u) (3:8)

Si se conoce la ley de fuerzas F, es posible resolver (3.7) y (3.8). Por otra
parte, si se conoce la 6rbita, se puede encontrar F.
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3.4. Ley de la gravitacion universal de Newton

Los seres humanos desde su aparicion sobre la Tierra sintieron los
efectos de la gravedad y a medida que fueron evolucionando, trataron de
entender el como y el por qué de la actuacién de esta fuerza que rige todos
nuestros actos de la vida cotidiana. Para todos los seres que habitamos el
planeta Tierra, es evidente la influencia que ejerce la fuerza de gravedad; es
parte esencial de todas nuestras actividades desde nuestra mas temprana
edad puesto que incluso los bebés tienen la nocién de que deben sostenerse
a algo para no caer.

Un momento culminante en la historia de la Fisica fue el descubrimiento
realizado por Isaac Newton de la Ley de la Gravitacién Universal: todos
los objetos se atraen unos a otros con una fuerza directamente proporcional
al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia que separa sus centros. Al someter a una sola ley matematica
los fenémenos fisicos méds importantes del universo observable, Newton
demostré que la fisica terrestre y la fisica celeste son una misma cosa. El
concepto de gravitacion lograba de un solo golpe:

= Revelar el significado fisico de las tres leyes de Kepler sobre el movi-
miento planetario.

» Dar cuenta de la curiosa e inexplicable observacion de Galileo Galilei
de que el movimiento de un objeto en caida libre es independiente
de su masa.

= Resolver el intrincado problema del origen de las mareas.

Ahora, considerando el movimiento planetario en 6rbitas elipticas y
recordando que para una cénica cualquiera se tiene

r=—F
1+ecoso

y trabajando con la ecuacién diferencial de la érbita (3.8), se tiene que

1+
. €Cos ¢
p
du € .
@ = ——sing
d?u €
dT()Z = ——CosQ,
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expresiones que reemplazadas en (3.8), da

(1),
u mp
que en términos de r se escribe F(r) = —nlz—; (rlz), de donde
a
P(T’) = _1’_2.
Newton estableci6 que
- Mm -
F = —Gr—zlr, (39)

donde G = 6,67 x 1071 Nk&gzz, es la denominada constante de gravitacién

universal.

3.4.1. Velocidad de escape

La velocidad de escape de la Tierra para
una particula es la velocidad minima reque-
rida (sobre la superficie terrestre) para que
la particula pueda abandonar su campo gra-
vitatorio.

Sean M y R, la masa y el radio de la
Tierra. Entonces, una particula de masa m
M; estd sometida al campo gravitacional de la
Tierra y la fuerza de atraccion entre la Tierra
y la particula es:

a M

Mm -

F= —Gr—zlr.

Utilizando la segunda ley de Newton, se
observa que se pierde la dependencia con m
y se llega a una integral de la forma:

0 o0
fvdv:—GMfd—zr,
r
R

o

Figura 3.8: Cuerpo de masa
m sometido al campo gravi-
tatorio de la Tierra.

siendo v la velocidad con la cual la particula sale de la superficie terrestre.
Resolviendo las integrales, se tiene:

o [26M
0=\ R
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Por otra parte, en la superficie de la Tierra:
mg =G—r,
relacién que nos permite escribir finalmente para la velocidad de escape la

expresion:
vo = 2¢R. (3.10)

Tomando los valores ¢ = 9,81 m/s y R = 6378 km, se halla que la velocidad
de escape toma el valor vy = 11,18 km/s.

Ejemplo: Hallar la fuerza de atraccién entre una varilla uniforme infini-
tamente larga con densidad lineal A y una masa m situada a una distancia
d de la varilla.

v, Para la resolucion
_am de este problema, se
elige un elemento in-
finitesimal dx delava-
rilla para describir la
interaccion con m. Por

] dx otra parte, las direc-
. ,» | ciones de los vectores

x| unitarios deben ser to-

X g madas en cuenta. Po

lo que luego de estas
consideraciones, el ele
mento de fuerza ven-

Figura 3.9: Atraccién entre una masa m y una va-
rilla de densidad lineal A

dra dado por:
= mAdx [ . - -
dF = ze P (sm 01, — cos Qly).
COI’;IO sinf = == y cos 6 = \/ﬁ ; con lo que se puede integrar, resul-
tando

Focml [ 2 _ _gmr, [ —
(2 +d2)*? '@+

El integrando de la primera integral es una funcién impar, por lo que la
integral es idénticamente nula; por lo que

= 2GmA -
F=-—71,
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En el caso de que la varilla no fuese infinitamente larga y tuviese una
longitud igual a 24, se puede demostrar que la fuerza de atraccion es:

2GmAa 1»
PRV

F=-
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