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RESUMEN

Se caracterizan diferentes sistemas dinamicos descritos por mapas mediante el calculo de
periodicidades. Este método es alternativo a los diagramas de bifurcacion utilizando los ex-
ponentes de Lyapunov ya que no sélo permite visualizar las estructuras existentes en el
espacio de parametros, tales como los “camarones”, sino también proporciona el detalle de los
regimenes oscilatorios lo cual puede tener importancia desde el punto de vista practico.

Descriptores: sistemas dinamicos no-lineales — bifurcaciéon — caos — fractales
Cédigo(s) PACS: 05.45.-a, 05.45.Pq, 05.45.Df

ABSTRACT

We characterize, by means of periodicities, some dynamical systems represented by maps.
This is an alternative method to the common bifurcation diagrams computed by using the
Lyapunov exponents and allows us to visualize the typical structures onto the parameter
space such as the “shrimps” but in addition with the detail of the oscillatory regimes which
could be important from a practical viewpoint.

Subject headings: dynamical systems (nonlinear) — bifurcation (nonlinear dynamics) —

chaos (numerical simulations) — fractals (nonlinear dynamics)

1. INTRODUCCION

Un aspecto muy importante en el estudio de sis-
temas dinamicos es el concerniente a los que tienen
caracter no lineal lo cual permite estudiar no sola-
mente cuestiones relacionadas a la estabilidad sino
también posibles comportamientos caéticos. Los sis-
temas dinamicos pueden ser representados ya sea
por mapas (ecuaciones en diferencia) o mediante
flujos continuos (ecuaciones diferenciales). Cuando
los sistemas son no lineales, su estudio se encara
a menudo de manera numérica puesto que en gen-
eral es dificil encontrar soluciones analiticas. Aspec-
tos tales como bifurcaciones, periodicidades y caos
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son parte basica de la denominada Dinamica No Li-
neal y existen varias formas de abordarlos (ver li-
bros introductorios tales como Argyris et al. (1994);
Nicolis (1995); Sprott (2003); Strogatz (1994); Tel
& Gruiz (2006). En el presente trabajo se carac-
terizan diferentes sistemas dinamicos representados
por mapas mediante el calculo de las periodicidades
en los mismos, aspecto que fue desarrollado inicial-
mente en Gallas (1993a,b) y mas recientemente en
Freire & Gallas (2011a,b); Nascimento et al. (2011).
Por otra parte, se compara esta caracterizaciéon con
otros métodos tales como los diagramas de bifur-
cacion y el calculo de exponentes de Lyapunov.

El articulo esta organizado de la siguiente ma-
nera: En la Seccién 2 se introduce el mapa logistico
y se describen las periodicidades en el mismo. En la
Seccion 3 se analiza el mapa de Hénon y principal-
mente la estructura de su espacio de parametros por
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medio de periodicidades. En la Seccién 4 se anali-
zan algunas regiones del espacio de parametros del
mapa Tinkerbel, donde se encuentran estructuras de
periodicidad diferentes a los tipicos “camarones”. En
la Seccién 5 se estudia el comportamiento en el es-
pacio de parametros de un modelo de neurona, en el
que parece ser importante el rol que juegan las pe-
riodicidades. Finalmente, en la Seccion 6 se dan las
conclusiones y perspectivas de la investigacion rea-
lizada.

2. EL MAPA LOGISTICO

La denominada ecuacién logistica surge hace mu-
cho tiempo como modelo alternativo de crecimiento
de poblacion diferente al Maltusiano que tiene un
caracter exponencial. Su primera formulacién se
debe al matematico bruselense J. F. Verhulst (Del-
mas 2004; Verhulst 1838). Este modelo, descrito por
una ecuacién diferencial, es utilizado ampliamente
en demografia y ecologia (Gabriel et al. 2005; Meade
1988). La importancia del trabajo de Verhulst se re-
fleja en los homenajes que se le rindieron conmemo-
rando los 200 anos de su nacimiento, especialmente
en su ciudad natal donde tuvo lugar la conferencia
Verhulst 200 on Chaos de cuyas memorias se edit6
un libro con una revision detallada de la ecuacion
logistica y sus aplicaciones (Ausloos & Dirickx 2005).
Sin embargo, este modelo puede ser reducido a un
mapa y en esta forma, ser analizado de una mane-
ra mas simple pero a la vez mas profunda. El mapa
logistico puede ser expresado en la forma:

Ti+1 = 4/“51(1 — xi), (1)

siendo z la variable dinamica y u el parametro
de control. El analisis del mapa logistico consti-
tuye una de los elementos basicos de la dinamica
no lineal pues permite estudiar comportamientos
que van desde la estacionariedad, pasando por com-
portamientos periédicos cada vez méas complicados
hasta llegar al caos (ausencia de periodicidad), so-
lamente variando el parametro de control.
Justamente, el término caos es introducido en 1975
en razén a un estudio del mapa logistico (Li &
Yorke 1975). Numerosos estudios fueron realizados
utilizando este simple modelo que sin embargo pre-
senta una dindmica complicada (May 1976). Parti-
cularmente, el aspecto caético que presenta este sis-
tema para ciertos valores de ;. ha sido abordado
bajo diferentes perspectivas; desde calculos senci-
llos para mostrar el surgimiento de ciclos de periodo
3 como consecuencia de una bifurcacién tangente
y que emerge luego de un comportamiento caético
(Bechhoefer 1996; Gordon 1996; Saha & Strogatz
1995); hasta el desarrollo de nuevos conceptos tales
como el de intermitencia (Hirsch et al. 1982). Por
otra parte, partiendo del analisis de las cascadas
de desdoblamiento de periodo en el mapa logistico,
se pudieron generalizar y universalizar algunos re-
sultados (Feigebbaum 1978, 1979). En la Fig. 1 se
muestran tres formas de caracterizaciéon del mapa
logistico: (a) diagrama de bifurcacion, (b) exponentes
de Lyapunov y (c) periodicidades. Todas estas re-

presentaciones nos muestran claramente la dife-
rencia entre comportamiento periédico y caético; asi
en la Fig. 1(a) se identifican las cascadas de des-
doblamiento de periodo y las regiones oscuras del
diagrama representan situaciones de caos. En la Fig.
1(b), las regiones periddicas se diferencian de las
cadticas en que para las periddicas, el exponente de
Lyapunov es negativo (A < 0), en tanto que para las
caéticas, es positivo (A > 0). La distribucién de perio-
dicidades se muestra como una especie de escalones
en la Fig. 1(c), correspondiendo al escalén cero el
comportamiento caético del sistema.

Lo interesante de trabajar con periodicidades ra-
dica en el hecho de identificar mas finamente el com-
portamiento oscilatorio del sistema, lo cual no queda
muy claro en las otras representaciones. Sin em-
bargo, una desventaja es que para tener una buena
determinacién de las periodicidades, es necesario
un proceso de iteracién largo; lo anterior se aplica
también al calculo de exponentes de Lyapunov pues
se debe alcanzar la estabilidad de estos.

Para finalizar esta seccion, se debe resaltar el he-
cho de que el mapa logistico es quizas el ejemplo
tomado mas a menudo para encarar el estudio de
nuevos conceptos. Ver por ejemplo: Lind et al. (2005);
Masoller & Marti (2005).

3. EL MAPA DE HENON

En 1976, Hénon propone un modelo reduccionista
(Hénon 1976) capaz de reproducir de modo computa-
cionalmente mas simple los resultados provenientes
del paradigmatico modelo de Lorenz (Lorenz 1963).
En su forma maés sencilla puede expresarse como:

S @ig1 =1 —ax? + by,
rf st @)

Esta transformacién tiene como una de sus carac-
teristicas mas importantes la de preservar el area en
el espacio de fases cuando |b| = 1 puesto que J = 1;
siendo J, el determinante jacobiano, lo que significa
que bajo esta condicion, el sistema que describe es
conservativo. Un gran numero de estudios ha sido
realizado acerca del mapa de Hénon, entre los que
podemos destacar el analisis de desdoblamientos de
periodo (Bountis 1981),, el analisis de puntos fijos
que dan lugar a ciclos limites con diferentes periodos
(Hitzl & Zele 1985); la exploracion exhaustiva en el
espacio de parametros donde se encuentran las es-
tructuras de “camarén” (Gallas 1993b; Lorenz 2008);
el analisis con diagramas isoperiddicos (Cabral et al.
1993; Gallas 1994) y de las cuencas de atraccion
(Rech et al. 2005), entre otros.

La ruta al caos en el mapa de Hénon puede ocu-
rrir a través de una cascada de desdoblamiento de
periodo como se muestra en la Fig. 2 en la que se
fija el valor del parametro a y se varia b. Se hace la
misma caracterizacion que para el mapa logistico y
se observan algunos aspectos importantes tales como
bifurcaciones con colisiones de borde similares a las
expuestas en Nusse et al. (1994); Nusse & Yorke
(1992). Volveremos sobre este aspecto en el estudio
del mapa Tinkerbell.
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F1G. 1.— (Color online) Caracterizacién dinamica del mapa logistico en funcién del parametro de control i, mediante (a) un diagrama
de bifurcacién, (b) los exponentes de Lyapunov y (c) las periodicidades.
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F1G. 2.— (Color online) Caracterizacién dindmica del mapa de Hénon en funcién del parametro de control b, mediante (a) un diagrama
de bifurcacion, (b) los exponentes de Lyapunov y (c) las periodicidades, cuando a = 1.5.

En la Fig. 3, mostramos un diagrama de fases para
el mapa de Hénon, considerando los mayores expo-
nentes de Lyapunov (a) y las periodicidades (b). Uti-
lizando la misma regién que se reporta en Gallas
(1993b). Como se puede notar, las estructuras que
denotan comportamiento perioédico tienen la forma
de “camarones”. Del diagrama obtenido a partir de
los mayores exponentes de Lyapunov, si bien se
pueden identificar algunas regiones de superesta-
bilidad al interior de los camarones, aparte de eso,
no se pueden identificar las periodicidades que cor-
responden a cada una de estas estructuras lo que

se consigue facilmente si se utiliza el diagrama de
periodicidades. Es interesante observar que los ca-
marones no son completamente isoperiédicos y que
en los bordes de los mismos existen desdoblamientos
de periodo que como es natural, conducen a la region
cadtica.

4. MAPA TINKERBELL

El mapa Tinkerbell, aparece en general como un
ejemplo académico de sistema dinamico (Alligood
et al. 1996; Sprott 2003). Sin embargo, dadas sus ca-
racteristicas, ofrece una riqueza dinamica que puede
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F1G. 3.— (Color online) Espacio de parametros del mapa de Hénon obtenido a partir de (a) los mayores exponentes de Lyapunov y
(b) las periodicidades; en este caso, cada color de la barra a la derecha corresponde a una determinada periodicidad; las situaciones de
caos y estacionariedad estan indicadas por los colores de los cuadros inferiores (azul y blanco respectivamente) y la situacién en que la
periodicidad es mayor o igual a 25 por el color negro, correspondiente al cuadro superior de la barra.

ser explotada. La forma explicita de este mapa es:

Tn+1 = 55721 - yﬁ + axy + byn, (3)
YUn+1 = 2TpYn + €Ty + dyn.

Una de sus caracteristicas es la de presentar una
estructura fractal en las fronteras de la cuenca de
atraccion, tal como se observa en la Fig. 4. La forma
de la cuenca de atraccion es geométricamente la
misma para otros valores de los parametros a pe-

sar de que el comportamiento pueda resultar total-
mente diferente. Asi, se puede tener una cuenca com-
pletamente cadtica como la de la Fig. 4(a) o una
cuenca completamente periédica con otros valores de
parametros, tal como se muestra en la Fig. 4(b).

Por otra parte, dado que existen 4 parametros de
control en el modelo, se pueden obtener diferentes
secciones del espacio de parametros, cada una de
las cuales tiene aspectos interesantes a estudiar. Por
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F1G. 4.— (Color online) Cuencas de atraccién (a) cadtica para
el modelo Tinkerbell cuando los valores de los parametros son:
a=0.5,b=—-0.6,c=2.2yd = 0.5. (b) periédica con a = —0.51,
b= -0.9, c = 2.2 yd = 0.5. Las regiones rojas corresponden a
periodicidades de orden 5 en tanto que las amarillas son de orden
15. En ambos casos, la zona rosa indica que para esos valores de
parametros, no se tiene convergencia.

simplicidad, nos abocaremos a la seccion del espa-
cio de parametros (a,b) que se muestra en la Fig. 5.
Como se pudo observar en la Fig. 4, existen muchas
regiones en las cuales se tiene divergencia; sin em-
bargo, se pueden localizar regiones en las cuales exis-
ten estructuras periddicas rodeadas de caos. En la
Fig. 5(a) se ven dos de estas regiones separadas por
una regién donde el comportamiento del sistema es
estacionario.

También, se ve que parece haber una suerte de
conexion entre estructuras de igual periodicidad, lo
que se resalta mediante flechas para el caso de perio-
dicidades 5 y 7. Es interesante observar en la Fig.
5(b), una de estas regiones, en la cual se nota la pre-
sencia de secuencias de camarones y otras estruc-
turas periodicas que indican rutas degeneradas al
caos similares a las encontradas en Gallas (1993a).
En particular, la secuencia que va de periodici-
dad 1 a co y que se muestra con la flecha blanca.
Por supuesto, existen otras secuencias considerando
estas mismas estructuras multiperidédicas. Asi, se
tendran por ejemplo, secuencias:

3—-4-5-6—-7-8-9-10—...
6-8-10—-12-14-16—-18—-20—...
12-16-20-24—-28-32—-36—-40—...

La forma en la que se distribuyen las regiones
periédicas nos lleva a pensar que la ruta al caos no
necesariamente ocurre a través de una cascada de
desdoblamiento de periodo y que mas bien tienen lu-
gar otro tipo de bifurcaciones como la de colisiones
de frontera que se mencioné al analizar el mapa de
Hénon. Se ve también la existencia de estructuras
periédicas menores y cuyas periodicidades también
parecen seguir una cierta secuencia. Por dltimo, se
debe sefialar también que las estructuras periédicas
encontradas en el mapa Tinkerbell, tienen una mor-
fologia diferente a la de los “camarones” que se en-
cuentra en la mayor parte de los sistemas dinamicos,
tanto discretos como continuos.

5. UN MODELO DE NEURONA

Como es sabido, el cerebro —en particular de los
humanos- es uno de los sistemas complejos mas
dificiles de analizar y aunque en los dltimos afios
se ha avanzando considerablemente en Neurocien-
cia, hay todavia aspectos que permanecen oscuros
en relacién a la funcionalidad del mismo. El cere-
bro tiene como piezas fundamentales a las neuronas
que pueden llegar en nimero a 10'!. Estas neuronas
estan conectadas entre si formando redes altamente
complejas pues el numero de vinculos que puede
tener cada neurona puede llegar a 10*.

Existen diferentes tipos de neuronas y desde hace
muchos afios se ha tratado de modelizar las mis-
mas tanto individualmente como cuando se conectan
a otras. Una neurona es considerada como un sis-
tema que no esta en equilibrio y que ademas posee
varios mecanismos de retroalimentacion y de re-
tardo, los cuales permiten el caracter oscilatorio de
la misma (Abarbanel et al. 1996). Una de las ca-
racteristicas del comportamiento de las neuronas es
la de poseer excitabilidad eléctrica. Por otra parte,
se destacan el potencial de reposo y el potencial de
accion como tipicos en el funcionamiento neuronal.
Dado que existen muchos tipos de neuronas y cada
una de ellas con diferentes caracteristicas, se han
propuesto diferentes modelos para la descripcion de
las mismas. El primer modelo propuesto fue el de
Hodgkin-Huxley en 1952 (Hodgkin & Huxley 1952)
que fue la parte culminante de una serie de trabajos
experimentales con neuronas de calamar gigante.

Posteriormente, se postularon otros modelos que
trataron de expresar de forma mas simple las ecua-
ciones que gobiernan el comportamiento de las neu-
ronas. Todos estos modelos consisten en sistemas
de ecuaciones diferenciales no lineales por lo que
su solucion analitica resulta casi imposible. Es asi,
que en general se aborda el problema de manera
numérica. Con el afan de simplificar estos modelos,
Rulkov plantea un modelo consistente en un mapa
con dos variables que permite rescatar los compor-
tamientos mas importantes en las neuronas, tales
como el hecho de tener oscilaciones sostenidas, situa-
ciones de estacionariedad y las denominadas rafagas
0 “bursts” consistentes en episodios oscilatorios de
tipo “spikes” (picos) seguidos por fases de estaciona-
riedad o “silencio” (Rulkov 2001, 2002). E1 modelo se
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F1G. 5.— (Color online) Espacio de parametros (a, b) para el mapa Tinkerbell utilizando periodicidades para su caracterizacion. (a)
Dos regiones que presentan estructuras periédicas y caos, separadas por una region de estacionariedad. (b) Magnificacién de la region
encuadrada en (a), donde se observan secuencias bien definidas en las estructuras mayores y otras para las menores. La flecha blanca
indica una secuencia en la que participan las regiones periédicas de mayor tamafio..Se utiliza para denotar las periodicidades un cédigo
de colores similar al de la Fig. 3, donde enfatizamos que la regién azul corresponde a caos, la blanca a estacionariedad y la rosa a

divergencia.

expresa por:

Tn+l1 = f(iﬂmyn), 4)
Ynt1 = Yn — p(Tn + 1) + po,

donde z y y son las variables dindmicas rapida y
lenta respectivamente cuando el parametro p toma
valores pequefios como por ejemplo p = 0.001. Si-
guiendo los valores tipicos considerados en Rulkov
(2002), se pueden determinar 3 regiones en el espacio

de parametros (o, o), tal como se muestra en la Fig.
6; estos parametros son los que determinan el com-
portamiento de la neurona y estan en relacion con las
influencias externas aplicadas. En los recuadros, se
observan los comportamientos tipicos de la variable
xZ.

Como se puede ver, la determinacion de la fron-
tera entre la region de “rafagas de picos” (“burst of
spikes”) y la region de picos continuos (oscilaciones
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F1G. 6.— (Color online) Regiones en el espacio de parametros (o,a), donde se distinguen las regiones de estacionariedad o silencio,
la de oscilaciones sostenidas (spikes) y la de rafagas de picos (burst of spikes), donde los recuadros muestran ejemplos de la evolucién

temporal de la variable z en cada una de estas regiones.
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F1G. 7.— (Color online) Periodicidades en el espacio de parametros del modelo de Rulkov. Se utiliza un cédigo de colores similar al de
la Fig. 3 con el objeto de identificar las regiones de estacionariedad y caos.

sostenidas) no queda muy bien delimitada; en parti-
cular, la region inferior de la “rafaga de picos” podria
ser considerada con mas propiedad como una region
de oscilaciones en las que existe un impulso como
si se tratase de una funcién delta de Dirac y que
ademads, como se explicitara posteriormente en la
Fig. 9(a), se trata de una regién caracterizada por un
comportamiento caético. Para un analisis mas fino,
se procede en la Fig. 7 a estudiar con mayor detalle
esta area del espacio de parametros.

Llamamos también la atencion sobre el hecho de
que las fronteras reportadas en Rulkov (2002) no
coinciden plenamente con las que nosotros determi-

namos haciendo un exhaustivo barrido de los va-
lores de los parametros. Como se puede ver en la
Fig. 7, las periodicidades en la regién de oscilaciones
sostenidas estan bien definidas y disminuyen en pa-
sos de 1 luego de que el sistema sale de la ventana
cadtica. Es interesante notar también que las areas
correspondientes a periodicidades menores aumen-
tan a medida que la periodicidad disminuye, lo que es
coherente si se piensa que la ruta al caos implica ven-
tanas de periodicidad cada vez mas estrechas. Para
tener una idea mas clara de cémo ocurre la bifur-
cacion, se representa en la Fig. 8, la misma caracte-
rizacion dinamica utilizada en las Figs. 1y 2, donde
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F1G. 8.— (Color online) Caracterizacién dindmica para el modelo de Rulkov en funcién del parametro de control o, mediante (a) un
diagrama de bifurcacidn, (b) los exponentes de Lyapunov y (c) las periodicidades,.cuando o« = 2.5y p = 0.001.

es interesante observar el paso de la estacionariedad
al caos sin mediar una cascada de desdoblamiento de
periodo.

Para finalizar nuestro analisis del modelo de neu-
rona, nos concentramos en la regiéon donde se tienen
las rafagas de picos pues en algunos sectores de la
misma se presenta un comportamiento caético. En
la Fig. 9(a) se representa esta region mediante ex-
ponentes de Lyapunov y en la Fig. 9(b) a través
de un analisis contando el nimero de picos de las
rafagas, cuando estas son periédicas. Se observa que
el namero de picos en las rafagas tiende a aumentar
cuando los parametros o y « crecen. Debemos men-
cionar también que variando el valor del parametro
para las mismas regiones del espacio de parametros
(0,a), se observa que la regién cadtica es mayor
cuando el valor de i disminuye.

Existen otros modelos de neurona basados en ma-
pas cuyas descripciones se exponen en Ibarz et al.
(2011).

6. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En primer lugar, se verificoé la pertinencia del
calculo de periodicidades como una alternativa
util y sencilla para la caracterizaciéon de sistemas
dinamicos.

Comparando las caracterizaciones mediante expo-
nentes de Lyapunov y periodicidades, una de las
ventajas de trabajar con las tultimas es la de poder
discriminar cada orden de periodicidad y verificar
las posibles secuencias de las mismas que permiten
tener una idea mas clara de céomo se presenta la
ruta hacia el caos. Sin embargo, uno de los pro-
blemas de trabajar con periodicidades es el de tener
que considerar tiempos bastante largos en las re-
giones donde se presentan las bifurcaciones pues

de lo contrario, se obtienen resultados erréneos que
parecerian mostrar caos en todas las fronteras entre
periodicidades.

El analisis de modelo de neurona de Rulkov mues-
tra resultados interesantes pues nos permite identi-
ficar 3 zonas con caracteristicas bien definidas. En
la region de oscilaciones sostenidas, la ruta al caos
ocurre a través de una cascada pero no con des-
doblamiento de periodo sino con un aumento dis-
creto de la periodicidad (en pasos de uno). Por otro
lado, la salida del caos es directamente hacia la esta-
cionariedad. Adicionalmente, el analisis en la region
donde se presentan rafagas de picos, nos indica que
existen regiones cadticas que podemos identificar-
las mediante el calculo de exponentes de Lyapunov
y ademas, se puede también describir el compor-
tamiento de estas rafagas mediante la cuantificacion
del numero de picos por rafaga cuando estas rafagas
son periddicas. Esto es importante puesto que per-
mite escoger el comportamiento de acuerdo al sis-
tema que se estudia. Este tipo de comportamiento, se
observa también en algunas especies de luciérnagas
macho (Moiseff & Copeland 1995; Ramirez et al.
2011) y este modelo eventualmente podria ser apli-
cado para estudiar la emisién de flashes de es-
tos insectos. Otra aplicaciéon de esta clase de mod-
elo se puede dar en sistemas que describen ritmos
biol6gicos en los que ocurren rafagas de picos como
los que se mencionan en Goldbeter (1996) y més es-
pecificamente en lo referente a oscilaciones de Ca?*t
(Dupont & Combettes 2009). Es importante el estu-
dio de mapas similares no sélo individualmente sino
también formando redes tal como lo hacen las neu-
ronas.

El analisis de periodicidades puede ser relacionado
con ciertas series tipicas como la de Farey estudiadas
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en otros sistemas que presentan multiestabilidades
como en Albahadily et al. (1989); Ringland et al.
(1990) y aun mas recientemente en Freire & Gal-
las (2011b). Finalmente, el analisis de periodicidades
puede ser reemplazado por un andlisis de conteo de
picos en series de tiempo periédicas provenientes de
sistemas continuos tal como se hizo en Freire & Gal-
las (2011b).
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