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EDITORIAL

Esta nueva entrega de la Revista Boliviana de Fisica (RBF) en su nimero 31 marca el final de 2017, afo
de importantes logros en lo que a investigacién se refiere. Los diferentes grupos del Instituto de Investigaciones
Fisicas han tenido importantes logros, reflejados, en instalaciones con tecnologia de punta, colaboraciones con
importantes grupos mundiales, publicaciones en revistas internacionales, asi como la formacién de estudiantes de
pre y posgrado que hacen sus primeras armas en la investigacién con resultados sumamente importantes demostrando
gran rigurosidad en sus trabajos.

En los ultimos dias, se han defendido tres tesis de maestria, todas ellas han valido calificaciones sobresalientes
y a partir de ellas, se han generado resultados publicables tanto en la RBF como los debidos a
[Bustos-Espinoza & Ramirez-Avila(2012)] y [Subieta & Ramirez-Avila(2017)], como en revistas internacionales.
También destacamos que varios articulos de los nuevos posgraduados estdn en vias de publicacién en la RBF.

También destacamos que después del evento internacional XV Latin American Workshop on Nonlinear Phenom-
ena que tuvo lugar recientemente en La serena, Chile, La Paz ha sido elegida para organizar la XVI version de este
importante encuentro de cientificos de todo el mundo y en particular de latinoamérica trabajando en Fenémenos
No Lineales. El nuevo evento estd previsto para el mes de octubre de 2019 y serd un gran desafio el albergar esta
importante reunién. Por el momento se tiene un sitio web provisional alojado en: www.fiumsa.edu.bo/lawnp2019.

En este nimero de la RBF, se presentan tres articulos cientificos sometidos a proceso de arbitraje internacional.
Asi, [Subieta & Ramirez-Avila(2017)] presentan el analisis y la caracterizacién de un modelo social de formacién de
opinion, siendo las propiedades principales del modelo, el hecho de que las ecuaciones son discretas y los agentes son
los nodos de una red compleja que puede presentar topologias diferentes. Un fenémeno muy interesante es reportado
por [Ricaldi et al.(2017)] quienes con los datos obtenidos de la fulgurciones solares de septiembre de 2017 obtenidos
en el observatorio geomanético de Villa Remedios y en el laboratorio de fisica césmica de Chacaltaya, cotejan
los mismos con los registros de flujo de Rx solares del satélite GOES de la NASA, pudiendo asi caracterizar los
denominados crochets magnéticos. Finalmente, [Ramirez—Avila@Ol?)] propone un modelo de poblacién de células
cancerosas, normales y efectoras basado en la ecuaciones logistica y de Lotke-Volterra, al cual se le agregan términos
ligados a la accién de radiaciones ionizantes, situacién tipica cuando se somete a un paciente a untratamiento de
radioterapia; el andlisis de estabilidad lineal del modelo da lugar a la obtencién de las regiones de estabilidad de
acuerdo con los valores de los parametros de control.

En ma seccién de contribuciones, [Gutiérrez R.(2017)] detalla la calibracién de los denominados solméforos a ser
instalados en la ciudad de La Paz, los cuales permiten obtener medidas bastante exactas del indice UV, cuyo valor
permite alertar y prevenir acerca de una exposicién prolongada al sol. En la seccién correspondiente a historia,
[Aguilar & Balderrama(2017)], estudiantes excelentes de la Carrera de Fisica hacen una revisién detallada y amena
de la paradoja de Einstein-Podolsky-Rosen a través del fenémeno de teletransportacion de fotones.

Esperamos que el contenido de este ejemplar de la RBF sea de su agrado y pueda motivar al lector en la
profundizacién de los trabajos expuestos a través de estas paginas.
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EDITORIAL

This new edition of the Revista Boliviana de Fisica (RBF), issue 31, marks the end of 2017, a year of important
achievements for research in Bolivia. The different groups of the Institute of Physical Investigation (IIF) have
had a fruitful year, including important accomplishments reflected in facilities with state of the art technology,
collaborations with important world groups, publications in international journals, as well as, undergraduate and
graduate training programs with students taking their first strides in research obtaining important results and
demonstrating rigor in their work.

Recently, three Masters theses have been defended with excellent grades and have generated publishable results
for the RBF and international journals, two of which, [Bustos-Espinoza & Ramirez-Avila(2012)] and
[Subieta & Ramirez-Avila(2017)], are featured in this current issue. Also, several articles based on the research of
new postgraduates are in the process of being published in the RBF.

Also worthy of mention is the news that following the XV Latin American Workshop on Nonlinear Phenomena in
La Serena, Chile, La Paz has been chosen to host the XVI Latin American Workshop. The event attracts scientists,
working in nonlinear phenomena, from all over the world and in particular Latin America. Scheduled for October
2019 event details can be found provisionally at www.fiumsa.edu.bo/lawnp2019.

In this issue of the RBF, three scientific articles, submitted to international arbitration, are featured. SUBIETA,
[Subieta & Ramirez-Avila(2017)] present the analysis and characterization of a social model of opinion formation.
The main properties of the model are that the equations are discrete and the agents are nodes within a complex
network giving different topologies. A very interesting phenomenon is reported by [Ricaldi et al.(2017)] who with
data obtained in September 2017 from the solar flares at the Villa Remedios Geomantic Observatory and at the
Chacaltaya Laboratory carried out a comparison with the solar Rx flow registers of the NASA GOES satellite,
making possible the characterization of so-called magnetic crochets. Finally, [Ramirez-Avila(2017)] propose a
population model for cancerous, normal and effector cells based on Logistic and Lotka-Volterra equations, to which
are added terms related to the action of ionizing radiation typifying the situation patients are subjected to in
radiotherapy treatment. A linear stability analysis of the systems identifies changes in dynamical regimes and their
parameter values.

In the contributions section, [Gutiérrez R.(2017)] describe the calibration and comparison of two solmaforos,
ultraviolet index (UV Index) warning signals designed to provide a real-time indication of the suns UV intensity
in an easy to read traffic light design, which will be installed in La Paz. These signals will provide accurate
measurements of the UV index alerting the population to and preventing prolonged exposure to the sun. In the
history section, [Aguilar & Balderrama(2017)], students make a detailed and enjoyable review of the Einstein-
Podolsky-Rosen paradox using the photon teleportation phenomenon.

We hope that this issue of the RBF is of interest to the scientific community and that at the same time it
motivates scientists to send their intellectual work for publication. We are grateful for the SciELO platform which
is freely accessible to the entire scientific community and the general public.

References

[Aguilar & Balderrama(2017)] Aguilar G. A. & Balderrama M. 2017, Revista Boliviana de Fisica, 31, 41.

[Bustos-Espinoza & Ramirez-Avila(2012)] Bustos-Espinoza R. O. E. & Ramirez-Avila G. M. 2012, Revista Boli-
viana de Fisica, 22, 1.

[Ramirez-Avila(2017)] Ramirez-avila G. M. 2017, Revista Boliviana de Fisica, 31, 25.
[Gutiérrez R.(2017)] Gutiérrez R. 2017, Revista Boliviana de Fisica, 31, 35.

[Subieta & Ramirez-Avila(2017)] Subieta-Frias V. & Ramirez-Avila G. M. 2017, Revista Boliviana de Fisica, 31,
3.

[Ricaldi et al.(2017)] Ricaldi-Yarvi E. L., Ticona-Peralta R. D., Miranda-Loza P. P. & Quispe-Mamani J. 2017,
Revista Boliviana de Fisica, 31, 14.



REVISTA BOLIVIANA DE Fisica 31, 3-13, 2017
ISSN 1562-3823. INDEXADA EN: SCIELO, LATINDEX, PERIODICA

CARACTERIZACION DE UN MODELO SOCIAL DISCRETO DE TOMA DE DECISION
BASADO EN REDES COMPLEJAS

CHARACTERIZATION OF A DECISION TAKING DISCRET SOCIAL MODEL
BASED ON COMPLEX NETWORKS

VERONICA SUBIETA-FRIAST & GONZALO MARCELO RAMIREZ-AVILA
Instituto de Investigaciones Fisicas, Universidad Mayor de San Andrés
c. 27 Cota-Cota, Campus Universitario, Casilla de Correos 8635
La Paz - Bolivia
(Recibido 12 de julio de 2017; aceptado 21 de octubre de 2017)

RESUMEN

Se hace el andlisis de la evolucion de la opinién de un grupo de individuos bajo una situaciéon
de toma de decision. Primero, se estudia el caso en el cual, los individuos del grupo no inter-
actian y solo estan bajo la influencia de una fuente global externa constante, considerandose
distintos tipos de conectividades entre la fuente y los individuos, pudiendo ser estas binarias
o continuas, ya sean con intensidades constantes o variables en el tiempo. En segundo lu-
gar, se analiza el caso en el que ademas de la fuente global externa, existe interaccion entre
los individuos, caracterizada por una red compleja. Posteriormente, se estudia el caso de la
presencia de individuos denominados intransigentes en el grupo, los cuales tienen la carac-
teristica de no modificar su opinién y por ende dificultar situaciones de consenso. Por ultimo,
se aborda el caso en el cual solo se tienen interacciones entre los individuos, sin considerar
la fuente externa, encontrandose una sensibilidad a las condiciones iniciales en las opinio-
nes individuales para la evolucién del estado de opinién. En todos los casos, se analizan y
comparan los efectos de las diferentes variantes del modelo en la opinién del grupo, siendo el
alcance o no del consenso un aspecto esencial del estudio.

Cédigo(s) PACS: 89.75.-k — 02.10.0x — 05.50.+q — 89.65.-s
Descriptores: Sistemas complejos — Teoria de grafos — Modelo de Ising — Sistemas sociales

ABSTRACT

We perform the opinion evolution analysis of a group of individuals under a decision-
making situation. Firstly, we study the case of a constant global external source’s action
on the group whose individuals do not interact; considering different connectivity types be-
tween the source and the group’s members, namely, binary or continuous with constant or
time-dependent intensities. Secondly, we analyze the case of a complex network featured in-
teraction among individuals in addition to the action of the global source. Afterwards, we
study the case in which there are the so-called inflexibles present in the group and whose
main characteristic is that they are intransigent and opposed to changing their opinion thus,
hindering consensus building. Finally, we address the situation in which there are only inter-
actions between individuals, without considering the external source, this leads to a sensitiv-
ity towards the initial conditions of individual opinions for the evolution of the opinion state.
In all cases, we analyze and compare the effects of the model variants on the group opinion,
where the achievement or not of consensus is an essential aspect of the study.

Subject headings: Complex systems — Graph Theory — Ising model — Social systems

1. INTRODUCCION

El marco conceptual de la fisica estadistica es muy
general y esto llevé a la tendencia de aplicarla a
nuevas areas donde se tienen sistemas de muchas
particulas interactuando entre si. Este ultimo he-
cho sumado al gran avance tecnoldgico que se dio

fveronica.subieta.f@gmail.com
thttp://www.fiumsa.edu.bo/docentes/mramirez/

en las ultimas décadas, el cual permite el almace-
namiento masivo de informacién y ademas la capaci-
dad de realizar computos con gran rapidez, fue lo
que motivé en los fisicos el que traten de entender
la conformacion estructural y funcionamiento de las
redes sociales con base en modelos de agentes en in-
teraccion.

El estudio de sistemas sociales a través de las
redes complejas, como construcciones matematicas
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susceptibles de anadlisis, tiene larga data. Asi, se
puede mencionar el experimento social llevado a
cabo por Milgram (1967) y analizado en detalle por
Travers & Milgram (1969), lo que sirvié como base
para la formulacion de las denominadas redes de
mundo pequeiio por Watts & Strogatz (1998). Por
otra parte, Granovetter & Soong (1983) analizaron
redes sociales con enlaces de diferente intensidad.
El concepto de centralidad en una red social, fue
introducido por Bavelas (1948) y su interpretacion
conceptual completa fue dada por Freeman (1978),
ademas con el respaldo experimental aportado por
Freeman et al. (1979). También es importante re-
saltar el trabajo de Castellano et al. (2009) que
explica la dinamica social desde una perspectiva
de la fisica estadistica. Por otra parte, Weidlich
& Haah (1983) introducen conceptos y modelos
con el fin de cuantificar aspectos sociales que van
desde la economia hasta la interacciéon de pobla-
ciones. Un analisis completo del desarrollo de re-
des sociales se encuentra en el trabajo de Free-
man (2004), y un enfoque formal de modelos so-
ciales es descrito por Helbing (2010). La deteccion
de estructuras comunitarias en redes es planteada
por Newman (2004), donde hace una revisién de
métodos algoritmicos para encontrar comunidades
densamente conectadas, siendo este un aspecto muy
importante en redes sociales. Aunque hubieron mu-
chos intentos de explicar sistemas sociales utilizando
implicitamente el concepto de red compleja, sola-
mente en los ultimos anos se han desarrollado mo-
delos que trascienden las analogias para conver-
tirse, como lo sefialan Newman et al. (2006), en
modelos de simulacién de la realidad. En anos re-
cientes, el estudio de redes complejas ha adquirido
gran importancia en diferentes contextos y ha sido
desarrollado formalmente con contribuciones tales
como la de Barabasi & Albert (1999) que estudia
el surgimiento de leyes de escala en redes aleatorias
con aplicaciones en diferentes tipos de sistemas que
se aproximan al mundo real. El boom que ha alcan-
zado el estudio de redes complejas ha dado lugar a
que se tengan excelentes trabajos de revision tales
como el de Strogatz (2001), donde sistematiza el es-
tudio de redes complejas de acuerdo a su naturaleza:
mundo pequeno y libre de escala, prestando par-
ticular atencién a aspectos relacionados con la sin-
cronizacion; en la misma linea se puede mencionar
a Arenas et al. (2008) quienes consideran proce-
sos de sincronizacién en diferentes tipos de sistema
yendo desde fisicos a sociales, todos ellos caracteri-
zados por redes complejas y finalmente a Wu (2007)
y Lu & Qin (2011) quienes hacen un estudio ex-
haustivo de la sincronizaciéon en redes complejas. La
estructura de redes complejas ha sido también am-
pliamente analizada por Boccaletti et al. (2006) y
por Estrada (2011). Los procesos dinamicos en re-
des complejas han merecido la atencién de Barrat et
al. (2008) quienes estudian, entre otras cosas, con-
ceptos tales como la transicion de fases, la resiliencia
y la robustez en redes. La omnipresencia e importan-
cia de las redes complejas ha producido que se trate

de popularizar este tema de estudio; asi, se tienen
excelentes libros de divulgacion como el de Barabasi
(2002) y el de Caldarelli & Catanzaro (2012).

Los individuos que conforman los sistemas sociales
son entes con muchas caracteristicas distintas entre
si, tales como género, religion, edad, etc. que pueden
ser utilizadas para la construcciéon de una red social
compleja. La complejidad manifiesta en las interac-
ciones sociales es muy grande que a veces seria im-
posible de describir las mismas con relaciones sim-
ples y pocos parametros. Es asi que para modelar re-
des sociales se deben hacer grandes simplificaciones
del problema real. Las propiedades cualitativas e in-
cluso algunas cuantitativas de los fenémenos a gran
escala no dependen de los detalles microscopicos de
los sistemas. Solo las caracteristicas de mayor nivel
tales como simetrias, dimensionalidad o leyes de
conservacion son relevantes para el comportamiento
global, tal como lo senalan Castellano et al. (2009).
En las sociedades humanas al igual que en los sis-
temas fisicos, se dan transiciones de fase o cambios
del desorden al orden como el adquirir un consenso
de la poblacion respecto a un tema dado. Este tipo de
comportamiento social llamado, desde el enfoque de
la fisica estadistica, como fenémeno macroscépico, es
la inspiracion para intentar comprender las regula-
ridades alcanzadas globalmente, es decir, son efectos
a gran escala o efectos colectivos que surgen de la
interaccion entre individuos independientes conside-
rados como entidades relativamente simples. El ob-
jetivo es ver como las interacciones entre los indivi-
duos o agentes sociales permiten alcanzar consensos
de opinidn; es decir, es posible generar una situacién
de orden a partir de un estado inicial de desorden
(opiniones diversas). Si no hubiesen interacciones, la
heterogeneidad o desorden predominaria y cada in-
dividuo escogeria una opinién personal a situaciones
y problematicas comunes al grupo. El factor clave es
la interaccion de los individuos entre si y/o con una
fuente global; siendo esta interaccion la que produce
una tendencia en los individuos a tener opiniones
cada vez mas similares. Entonces, teniendo en mente
el concepto de universalidad, se puede modelar los
sistemas sociales tomando solo las propiedades mas
simples e importantes de un solo individuo buscando
las caracteristicas cualitativas generales que carac-
tericen su comportamiento en los modelos.

El presente trabajo esta estructurado del siguiente
modo: en la Sec. 2 se describe el modelo de toma
de decision utilizado bajo ciertas circunstancias que
exige la coyuntura. Posteriormente, se presentan los
resultados de cada una de las situaciones estudiadas.
Asi, en la Sec. 3 se considera la situacién en la cual
solo existe la accién de una fuente global sobre los
individuos. El caso en el cual ademas de la fuente
global, existe también interaccién entre individuos
es descrito en la Sec. 4. La introduccién de indivi-
duos intransigentes quienes no cambian de opinién
en el modelo se expone en la Sec. 5. La situaciéon en
la que solo existe interaccién entre individuos y no
actua una fuente global externa es desarrollada en
la Sec. 6. Finalmente, se exponen las conclusiones y
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perspectivas de esta investigacion.

2. MODELO

Como punto de partida, consideramos un modelo
de red social similar al planteado por Bassett et al.
(2012), el cual esta basado en una evolucién discreta.
La red consiste de N individuos (agentes) y cada uno
de ellos tiene una variable de estado

S () + 15 () G () + 55 aij () S (1)

Sit+l)= Lt g (8) + D2 aij

b

(1)
con j =1,2,...,N; donde S;(t) es el estado de opinién
al tiempo t y S;(t) € [0,1]. El estado de opinién de un
agente S;(t) cambia con el tiempo como resultado de
la informacién recibida de:

1. Una fuente via una emision global; por ejemplo
a través de la radio o television.

2. El estado de opinién de todos los agentes que
conforman la muestra, transmitido mediante la
red de contactos entre agentes.

Para especificar los dos aspectos citados anterior-
mente, aclaremos el concepto de fuente global y red
social:

Fuente global. Es un agente especial externo de
informacién que influye sobre todos los individuos
pero no recibe la accién de estos. El valor que es emi-
tido por la fuente global, al tiempo ¢ se representa
por G(t) € [0,1]. En este trabajo, se toma el valor de
G(t) = 1. Se asume que la recepcion de esta opinién
por el agente j esta dada por p;(t); si esta variable
es nula, el individuo no recibe la informacién de la
fuente; por ejemplo sera el caso en que se agoté la
bateria de su smarthphone, o se encuentra fuera del
radio urbano, donde no llega senal de ningun tipo,
etc. Esta fuente es el primer conductor externo de la
dinamica del grupo.

Red social. La accién de compartir opiniones en-
tre contactos es binaria, y estd representada por los
elementos de la matriz de adyacencia a;;. Estos ele-
mentos toman el valor de 1 si el individuo i com-
parte su opinién con el individuo j. Segun el caso
real con el que se esté tratando, se la puede consi-
derar simétrica, si cuando interactian los individuos
intercambian opiniones, lo que ocurre por ejemplo
al comunicarse mediantes celulares. La situacion no
simétrica se da por ejemplo en el caso de intercambio
de opinién en una red social (facebook, twitter, etc),
en el que uno de los individuos publica su opinion,
pero no necesariamente sus amigos responderan a
esa publicacién. En este trabajo, la matriz es con-
siderada simétrica. La diagonal de la matriz es nula
pues la opinién de un individuo no influye sobre la
suya propia. La naturaleza discreta de esta regla de
actualizacion es consistente con el hecho de que la in-
formacién es a menudo obtenida en unidades discre-
tas de tiempo de diferentes tipos de fuentes: sociales,
tecnoldgicas o gubernamentales.

3. DINAMICA DE OPINION BAJO LA INFLUENCIA DE
SOLO UNA FUENTE DE EMISION GLOBAL

F1G. 1.— Representacién de la accion de la fuente global sobre
los individuos que conforman el grupo.

Se estudia el caso cuando no existe interaccion en-
tre los individuos, solamente actua una fuente de
emision global de opinién que influye sobre los mis-
mos. Por otro lado, la opinién de los individuos no
influye en la fuente global; es decir, los vinculos de
influencia existentes entre la fuente y los individuos
son unidireccionales, van de la fuente hacia los indi-
viduos, como se muestra en la Fig. 1.

En este caso, la Ec. (1) queda:

i (8) + i (1) G (1)
L+ p;(t)

donde S;(t) representa el estado de opinién del in-
dividuo j-ésimo a un tiempo ¢, p;(t) representa la
conectividad del individuo j-ésimo con la fuente de
emision global y G(t) representa la intensidad de
emision de la fuente. En la Ec. (2) consideramos que
la opinidén inicial de todos los individuos es cero.

Sj (t + 1) = ) (2)

S;(0)=0, V.

Se trabaja con una intensidad de la fuente global
constante e igual a 1, es decir

G(t)=1, V.

Se analizan cuatro casos distintos de conectividad
j; primero, la denominada conectividad binaria que
se da cuando la conexién de los individuos con la
fuente global ocurre o no; es decir toma los valores
discretos 0 6 1:

w () = 10,1}, v,

la cual puede ser constante o variable en el tiempo.
Luego, se consideran otras dos posibilidades cuando
la conectividad con la fuente es de diferente intensi-
dad o continua (vinculos pesados), es decir que toma
valores entre 0 y 1.

w0 =101, W,

que igualmente puede ser constante o variable en el
tiempo.
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Se realizaron experimentos para estos cuatro casos
y se obtuvo:

: Conectividad fuente-individuo discreta y
constante en el tiempo. La evolucion del es-
tado de opiniéon de cada individuo no conec-
tado (1 = 0) permanece nulo; en tanto que el co-
rrespondiente a los siempre conectados (1 = 1)
evoluciona. Mediante un desarrollo analitico se
obtiene:

t
1
Sj(t) = Z 5 (3)
i=1

es decir, la evolucion del estado de opinion es
una funcion creciente y tiende asintéticamente
a su maximo valor posible que es la unidad,
como lo indica la Ec. (3). Ademas, se tiene
consenso, de los individuos conectados durante
toda la evolucion del estado de opinion. De-
bido a que los individuos desconectados per-
manecen siempre en esta situacion no se
tendra evolucién de su estado de opinén que se
mantiene nulo; por tanto, al promediar el es-
tado de opinién de la muestra, este no podra
alcanzar el maximo valor.

: Conectividad fuente-individuo discreta y va-
riable en el tiempo. En esta situacion, los
experimentos deben realizarse sobre intervalos
de tiempo lo suficientemente largos, de manera
que se garanticen cambios en la conectividad
fuente-individuo. Para ejemplificar lo anterior,
se puede pensar en un escenario donde los in-
dividuos pueden conectarse o desconectarse de
la fuente de acuerdo a la disponibilidad y al
uso de un determinado dispositivo: teléfono in-
teligente, tableta, etc. Se tiene en este caso, a
diferencia del de conectividad constante, que
el estado de opinién de los individuos no es el
mismo en cada paso de tiempo pero si se al-
canza consenso con el valor maximo posible del
estado de opinion después de tiempos largos. El
tiempo o nimero de pasos necesarios para al-
canzar el estado de equilibrio, igual a la unidad,
depende de la probabilidad de conectividad que
hayan tenido los individuos en cada paso de
tiempo, siendo el minimo igual a 17 pasos, co-
rrespondiente a un 100% de conectividad, re-
sultado que coincide con el hallado en el caso
de conectividad constante.

: Conectividad fuente-individuo continua y
constante en el tiempo. Cuando se considera
el caso en que la conectividad fuente-individuo
toma valores continuos entre 0 y 1 siguiendo ya
sea una distribucion uniforme o una gaussiana,
(se hizo el analisis para ambas distribuciones),
todos los individuos que tienen una conectivi-
dad distinta de cero alcanzan el maximo valor
posible del estado de opinidn; lo que se logra de-
spués de cientos de pasos.

Fi1G. 2.— Representacién de la red resultante de la accién de la
fuente global y la interaccién de los individuos que conforman el

grupo.

: Conectividad fuente-individuo continua y va-
riable en el tiempo. La conectividad prome-
dio determina el tiempo de alcance del maximo
valor posible del estado de opinién, el mismo
que decae potencialmente a medida que au-
menta el valor de la conectividad promedio.
Asi, para conectividades promedio de 8%, 20%
y 50% se tienen respectivamente 255, 90 y 28
pasos de tiempo.

4. DINAMICA DE O]E’INIC)N BAJO LA INFLUENCIA DE
FUENTE DE EMISION GLOBAL E INTERACCION ENTRE
INDIVIDUOS.

Se estudia ahora la evolucion del estado de opinién
de un grupo de N individuos, pero a diferencia de la
Sec. 3 que marcé los primeros lineamientos, se con-
sidera ademas de la fuente global, la interaccion en-
tre individuos; es decir, ahora existe una red com-
pleja. En la Fig. 2 se muestra la red resultante y
las interacciones entre sus elementos. Notese que las
interacciones entre individuos (flechas de color ne-
gro) pueden ser bidireccionales a diferencia de las ac-
ciones que ejerce la fuente (flechas de color gris), esto
significa que los individuos pueden intercambiar opi-
niones e influirse mutuamente. La interaccién entre
los individuos se caracteriza mediante los elemen-
tos de la denominada matriz de adyacencia a;; que
dan cuenta de los vinculos entre los mismos. Los ele-
mentos de esta matriz toman los valores de 0 en la
posicion (i, j), si el individuo ¢ no estd vinculado al j y
1 en caso contrario. La matriz de adyacencia en este
trabajo es simétrica porque se consideran vinculos
bidireccionales. Se aplica entonces el modelo presen-
tado en la Ec. (1), para ver cémo evoluciona para es-
tablecer la evolucion del estado de opinién promedio
del conjunto de individuos. Con base en el modelo
propuesto por Erdés & Rényi (1960), se construyen
grafos (redes) aleatorios que caracterizan los valores
de 1;(t) y a;;(t) lo que permite establecer el grado de
conexiones promedio de los individuos, fa, aspecto
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F1G. 3.— (Color online) Comparacién de la evolucion del estado
de opinién promedio (S) en el caso en que existe solo fuente (ma-
genta) con la situacion en que existe fuente mas red de interacciéon
entre individuos (cian). Se tiene resultados para conectividad con
la fuente constante (linea continua) y variable (linea segmentada)

que se explica con mayor detalle en la Sec. 4.2. Estos
datos iniciales permitiran realizar las simulaciones
numeéricas.

4.1. Resultados y comparacion con el caso de
interaccion solo con la fuente

Se quiere contrastar los resultados del modelo
cuando se consideran conjuntamente la red y la
fuente de emision global, comparados con los casos
en que solo se tiene esta ultima.

En la Fig. 3 se muestran los resultados obtenidos,
cuando la probabilidad de conectividad permanece
constante (linea continua) y cuando la probabilidad
de conectividad es variable (linea segmentada). Las
graficas que se presentan en color cian corresponden
a experimentos en los que se tiene fuente global y
red de individuos interactuantes, caracterizada por
la matriz de adyacencia. Las graficas en color ma-
genta corresponden al caso en que solo hay fuente de
emision global.

Se observa en la Fig. 3 que las lineas represen-
tando p constante, (linea continua) se estabilizan
para valores de (S) # 1, donde (S) se torna cons-
tante. El valor de estabilizacién de (S) corresponde
a un valor maximo para esta situacion y al que de-
notaremos por (S)nax. La estabilizacion de (S) sig-
nifica que la opinién de cada individuo, puede diferir
de las opiniones de los demas individuos, pero de-
spués de un transitorio, el promedio se mantiene
constante en el tiempo; es decir, las opiniones indi-
viduales pueden estar variando en el tiempo pero el
promedio del grupo no se modifica. Como ya se vio
en la Sec. 3, el estado de opiniéon promedio maximo
(SYmax (en el caso de conectividad p a la fuente cons-
tante), no es igual a la unidad y como se ve en la
Fig. 3 tampoco cuando se anade la red (curvas cian
y magenta de linea continua respectivamente). La
gran contribucién de la red es que cuando esta actia
se alcanza un (S)umax que es mayor, al caso en el
que no se la considera. Nétese que (S)yax con red
compleja (cian) es mayor que (S)yax sin esta car-

acteristica (magenta). Si definimos el tiempo de es-
tabilizaciéon como el tiempo en el cual (S) se torna
constante; es decir, cuando el estado de opinion al-
canza un valor maximo (S)yax, podemos ver que la
estabilizacion ocurre para tiempos mayores que en el
caso en el que solo actua la fuente. Cuando se consi-
dera a la red, se alcanza (S)\ax en tiempos mayores
pero en compensacion, el valor de este es mayor a (S)
cuando no existe red.

Notese que en los primeros pasos de tiempo,
cuando no se considera a la red, la pendiente de la
curva magenta es mayor a la pendiente de la cian;
esto quiere decir que la evolucién al principio es mas
rapida cuando no hay red; la presencia de la red
ralentiza el ritmo de cambio, pero luego las curvas se
intersectan y el comportamiento de las pendientes
de las mismas bascula, ocasionando que en el caso
donde solo actua la fuente global, la estabilizaciéon
ocurra antes que en el caso donde exista una estruc-
tura de red compleja.

De las curvas en linea segmentada, que correspon-
den al caso en el que la conectividad de los individuos
con la fuente cambia a cada paso de tiempo, se tiene
que, como se vio en la Sec. 3, siempre se alcanza la
situacion (S) = 1; es decir, que se llegue al estado de
opinién maxima.

Para que el estado de opiniéon promedio maxima
sea (S)max = 1, cada uno de los individuos debe
tener un estado de opinién individual igual a la
unidad; es decir, se tiene consenso. Lo anterior es
lo que diferencia del caso en el que la conectividad
es constante. Por otra parte, se tiene también que
la rapidez de evolucién antes de la interseccién es
mayor y el tiempo de estabilizacién es menor cuando
no hay red.

4.2. Caracterizacion de la evolucion del estado de
opinién promedio (S)

Se quiere caracterizar la evolucion del estado de
opinion promedio y para ello se analiza cémo in-
fluyen las distintas variables involucradas en este
modelo. Para esto, se llevan a cabo experimentos en
cada uno de los cuales se varian dos magnitudes,
primero el tamario de la muestra o nimero de indivi-
duos N y segundo, el grado de conexiones promedio
de los individuos entre si, fa que es un indicador del
promedio del nimero de vinculos que tiene cada in-
dividuo. La determinacion de fa se la hace mediante
la construcciéon de grafos aleatorios siguiendo el mo-
delo de Erdos-Rényi. Por ejemplo, si fa = 1, significa
que todos los individuos se hallan vinculados con to-
dos los demas, por lo que la matriz de adyacencia
sera una matriz de tamano N x N cuyos elementos
seran todos iguales a 1, excepto los de la diagonal
que tomaran el valor 0. Los valores de la diagonal
son 0 porque un individuo no puede interactuar o in-
fluir sobre si mismo. Si el valor de fa es por ejem-
plo 0.2, significa que cada individuo estara conectado
solo con el 20% de los individuos que conforman la
red, o en otras palabras, si se cuenta el nimero de
unos en una fila o columna de la matriz de adya-
cencia (da lo mismo porque se trata de una matriz
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F1G. 4.— (Color online) Evolucion del estado de opinién prome-
dio (S) en el caso en que existe fuente global y ademas red entre
individuos. La distribucién de valores de los elementos de la conec-
tividad es normal y comprendida en el intervalo [0,1]. Se hicieron
varios experimentos para distintos tamanos de la muestra N y
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0995

—aaN =500, fa=02|

L - =N =100 fa=10

s ' = 100, fo = 0.5
—N 100, fa = 0.2p==3

- =N =00, fa=1.0

— N =50, fa =05

—aeN =00, fu=02 jui

estado de opinién promedio ()
(=]
2
o

30 31 32 a3 34 35 36 37 38 39 40
tiempo
F1G. 5.— (Color online) Ampliacién de la denominada segunda
etapa de la Fig. 4.

simétrica), este sera tan solo el 20% del numero total
de individuos N.

Se realizaron nueve experimentos cuyos resultados
se presentan en la Fig. 4, notandose que en todos los
casos se tienen comportamientos similares. El cam-
bio drastico de pendiente se da aproximadamente de-
spués de 13 pasos de tiempo, en todos los casos, lo que
se indica con una linea segmentada, vertical y negra.
Antes del cambio de pendiente, la evolucion de (S) es
muy rapida lo que denominamos la primera etapa;
en tanto que la segunda etapa ocurre después de este
cambio.

Durante la segunda etapa, se observa que la
evolucién de (S) se ralentiza y que la pendiente de
la curva tiende a cero; es decir, (S) se aproxima
asintéticamente a un valor maximo (S)yax. Este es-
tado de opinién maximo es estacionario. También, se
puede ver que el valor de (S)yax depende propor-
cionalmente del tamano de la muestra N. Para ver
como afecta el grado de conexién entre individuos fa,
en la Fig. 4 se amplifica la region de estabilizacion
correspondiente a la segunda etapa de la (Fig. 5). Es
importante resaltar que las diferencias entre (S)yax
alcanzados para distintos fa son menores al 0.5% por

-
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F1G. 6.— (Color online) Ampliacién de la denominada primera
etapa de la Fig. 4.

lo que se puede obviar este analisis.

En la magnificacién de la primera etapa de la Fig. 4
que se muestra en la Fig. 6, se observa que las cur-
vas estan dispuestas seguin el valor de fa. Nétese por
ejemplo que las curvas que corresponden a fa = 1
(linea segmentada), estan préximas; a continuacion,
siguen las curvas que corresponden a fa = 0.5 (linea
continua) y por ultimo, las curvas que corresponden
a fa = 0.2 (linea punto segmento). Las curvas que
representan a la red méds homogénea en la primera
etapa dan como resultado (S) con menor valor de lo
que se obtiene con redes menos homogéneas.

En resumen, en la primera etapa, la homogenei-
dad de la red es mas importante que el tamano de
la misma. Lo contrario a esto es lo que sucede en la
segunda etapa, donde lo preponderante es el tamario
de red y no cudn homogénea es la misma.

Se define como consenso al estado en el cual todos
los individuos adquieren una misma opinién debido
a la interaccion entre ellos. Muchas veces el consenso
es un factor determinante en las sociedades, pues en
situaciones reales, se presentan casos en los cuales es
necesario para un grupo alcanzar decisiones compar-
tidas. Los acuerdos o consensos logran una posicién
mas fuerte y amplifican su impacto.

Un indicador estadistico que estaria directamente
relacionado con este concepto y que puede ser usado
para definir el grado de consenso alcanzado, es la
desviacion estandar. Cuando se tiene un grupo de
individuos, se puede calcular en un determinado
tiempo el valor promedio del estado de opinion del
grupo y la desviacion estandar del conjunto de los
estados de opinién de cada individuo S;(t;) en un
tiempo dado t,. La desviacion estandar es una me-
dida de la dispersion de los datos, indica cudnto se
alejan estos del valor promedio; por tanto, si se al-
canza el consenso, el valor de la desviacion estandar
seria nulo, y mientras mayor es la desviacion
estandar, mas alejado estara el sistema del consenso.
Se obtuvo la evolucién de la desviacion estandar para
distintos tipos de muestras y lo que se observa es
que el consenso se alcanza cuando la red es com-
pleta fa = 1; es decir, todos los nodos se hallan
vinculados con todos los otros, al disminuir el valor
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F1G. 7.— Representacion grafica de la interaccién de un grupo de
individuos, donde existe ademads un intransigente (nodo negro). El
intransigente influye sobre los demés individuos (flechas segmen-
tadas unidireccionales) pero sobre él no influye ni la fuente global
representada en color gris, ni los otros individuos que conforman
el grupo.

de este parametro también se aleja la muestra del
consenso. Por otra parte, se obtuvo que al aumen-
tar el tamano de la muestra N, mayor es la tenden-
cia al consenso. Entonces, podemos concluir que lo
determinante para alcanzar el consenso es la homo-
geneidad de la red, solo cuando es completamente
homogénea y fa = 1; es decir, cuando todos los in-
dividuos se hallan vinculados a todos los demas, el
consenso es alcanzable. Por otra parte, el tamario de
la muestra N, es una variable que puede ayudar a
disminuir la dispersiéon de las opiniones. Mientras
mayor es el tamano de la red menos dispersos resul-
tan los estados de opinion de los individuos; es decir,
se trata de una variable que contribuye a acercarnos
al consenso cuando es grande.

5. LOS INTRANSIGENTES EN EL MODELO

Se define como intransigente a un individuo que
tiene una opinién definida de valor nulo y que per-
manece inalterable en el transcurso del tiempo, en
acuerdo con la definicién dada por Galam & Jacobs
(2007). Estos individuos intransigentes no pueden
ser influenciados por los demas individuos ni tam-
poco por la fuente global, su opinién permanece cons-
tante a cada paso del tiempo, no evoluciona; sin em-
bargo, como forma parte de la sociedad, al interac-
tuar con los otros individuos esta opinién intransi-
gente puede afectar al estado de opinién media de la
red. En la Fig. 7 se representa la red con la presencia
de un intransigente.

5.1. Efecto de los intransigentes en el caso de
conectividad a la fuente constante

A continuacion se procede a analizar el efecto, en
la evolucién de estado de opiniéon promedio (S), con
la introduccién de individuos intransigentes en el
modelo. Primero, se considera un modelo en el que
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0.1

estado de opinién promedio (S)

10° tiempo 10’

F1G. 8.— (Color online) Evolucion del estado de opinién prome-
dio (S) en el caso en que existen individuos intransigentes, en el
modelo se tiene fuente global y ademas red entre individuos. La
distribucién de probabilidad de conectividad con la fuente p es
gaussiana y toma valores entre [0,1] que permanecen constantes
en cada paso de tiempo y la matriz de adyacencia se la determina
aleatoriamente. Se hicieron varios experimentos para distintos
tipos de redes con fa = 1, fa = 0.5y fa = 0.2 y para diferen-
tes porcentajes de intransigentes fi, 1%, 5% y 20%. Nétese que
debido a que la escala de tiempo es logaritmica, la parte inicial de
la evolucion de (S) tiene forma exponencial

la conectividad de los individuos a la fuente per-
manece constante. Para el analisis se toman distin-
tas fracciones de intransigentes (en porcentaje) de-
notadas por fi en relacién al nimero total de indi-
viduos y redes con distintos fa. Se procede a hacer
el analisis sobre una muestra de 100 individuos. Se
tienen estados de evolucion promedio para tres dis-
tintas proporciones de intransigentes en la muestra:
1%, 5% y 20% correspondientes a las lineas magenta,
verde y azul respectivamente como se muestra en la
Fig. 8. A su vez, se aplico a cada uno de estos ca-
sos, tres distintos tipos de red: fa = 1.0, fa = 0.5
y fa = 0.1 correspondientes a linea segmentada,
continua y punto-segmento respectivamente. Notese
que las curvas de la Fig. 8, se comportan de la misma
manera que las curvas de la Fig. 4, donde se estu-
diaba la evolucién de (S) sin la existencia de intran-
sigentes. La diferencia principal esta en el alcance
que se tiene de (S)yax, se puede ver que en gen-
eral, el efecto de introducir individuos intransigentes
disminuye el valor de (S)max. En las curvas de la
Fig. 4, cuando no existen intransigentes, para todos
los tipos de muestras y grados de conectividad de la
red se alcanzan valores mayores a 0.95 para el es-
tado de opiniéon promedio méaximo (S)yax. La intro-
duccion de intransigentes hace que los valores para
(SYmax sean considerablemente menores, llegando
en algunos casos a ser menores a 0.3.

También se observa que el valor de (S)yax alcan-
zado difiere segun los casos analizados. Asi, cuando
la red es débilmente conectada (fa = 0.1, curva
punto-segmento), se tienen los valores mayores de
(SYmax; en contraposicion, para una red homogénea,
(fa = 1.0, curvas segmentadas), se tienen los valores
menores de (S)pax -

Por otra parte, (S)max depende también de la pre-
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sencia de intransigentes (caracterizada por el color
de linea), pero en menor grado que de la conectivi-
dad de la red (caracterizada por el tipo de linea).
Notese que las curvas en magenta correspondientes
a fi =1% son las que alcanzan un valor mayor de
(SYmax, mientras que las azules (fi = 20%, impor-
tante presencia de intransigentes) son las que tienen
menores valores de (S)yax -

Por tanto, el nimero de intransigentes en el grupo,
no es la variable determinante en el alcance de
(S)max, como se podria pensar intuitivamente. Lo
importante es la combinacién de este nimero con
el tipo de red. Para una red con poca conectividad
por muchos intransigentes que se tenga, el valor de
(SYmax no se ve modificado de manera significativa;
en cambio, si se tiene una red homogénea, aunque
se tengan pocos intransigentes, el valor de (S)pax se
reduce considerablemente.

Para estudiar como afecta la introducciéon de in-
transigentes en el consenso, como ya se explicé en
la Sec. 4, analizamos la desviaciéon estandar y se
obtiene que cuando el namero de intransigentes es
mayor, también lo es la desviacién estandar, es decir
que se esta mas lejos del consenso; en cambio, cuanto
menos intransigentes existen en la muestra, menor
es la dispersion de las opiniones de los individuos o
mas cerca del consenso se esta.

5.2. Efecto de los intransigentes en el caso de
conectividad a la fuente variable

Para caracterizar la forma en cémo afectan los in-
transigentes, se realizan experimentos para ver su
efecto sobre distintos tipos de muestras y con distin-
tas fracciones de numero de intransigentes en cada
una de ellas.

En la Fig. 9 comparamos el efecto de los intran-
sigentes sobre muestras con conectividad fuente-
individuo variable (curvas continuas) con el caso
fuente-individuo constante (curvas segmentadas).
Notese que en todos los casos, para los distintos tipos
de muestras se tiene que el efecto de intransigentes
es mayor en las muestras con conectividad variable
puesto que las curvas continuas siempre estan por
debajo de las segmentadas del mismo color; es decir,
disminuyen el valor de (S)yax ain més, en mues-
tras con conectividad variable, de lo que lo hacen en
las muestras de conectividad constante. Lo anterior
resulta contraintuitivo ya que cuando la conectividad
es variable, sin intransigentes se alcanza el maximo
valor posible de (S)nmax.

Por otra parte, se nota también que el efecto de
los intransigentes es mas importante en redes ho-
mogéneas, en las que fa = 1.0 (curvas azul y roja)
pues estan mas distantes de sus correspondientes
curvas en linea segmentada, que en el caso de las
muestras con redes con grado de conectividad menor
fa = 0.5 (curvas cian y magenta). En estas ultimas
redes, las curvas cian y magenta de trazo continuo y
las de trazo segmentado, estan casi sobrepuestas; es
decir, el efecto de los intransigentes es menor.

Al igual que en la Sec. 5.1 el efecto de los intransi-
gentes no depende solo de su nimero sino de la com-
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F1G. 9.— (Color online) Evolucién del estado de opinién prome-
dio en presencia de intransigentes. Se compara el efecto de los
intransigentes sobre muestras con conectividad fuente-individuo
variable (curvas continuas) con el caso fuente-individuo constante
(curvas segmentadas). Se grafican resultados para dos fracciones
de ntmero de intransigentes: fi = 1% (azul y roja) y fi = 20%
(cian y magenta), asi como para dos valores de grado de conec-
tividad de la red fa = 1.0 (azul y roja) y fa = 0.5 (cian y ma-
genta). Al igual que en la Fig. 8, debido a que la escala de tiempo
es logaritmica, la parte inicial de la evolucién de (S) tiene forma
exponencial.
binacién de este con la conectividad.

Una de las principales diferencias entre los
graficos de conectividad variable (trazo continuo) con
los de conectividad constante (trazo segmentado), es
que en los primeros, se puede ver una fluctuacion en
la parte de estabilizacién de (S)

El efecto principal de la presencia de intransi-
gentes en las redes con conectividad fuente-individuo
variable, es que la desviacion estandar no se anula
en ningun caso; en cambio, en las redes homogéneas
de conectividad fuente-individuo constante, el valor
de la desviacion estandar se anula; es decir, se al-
canza el consenso.

6. EVOLUCION DEL ESTADO DE OPINION PROMEDIO
CUANDO NO ACTUA UNA FUENTE DE EMISION
GLOBAL

Se analiza la evolucion del estado de opinién de un
grupo de N individuos pero a diferencia de la Sec. 4,
se considera esta vez que la fuente global no actia
sobre los individuos. La interaccion se da solo entre
los individuos que conforman la red. En la Fig. 10, se
hace una representacion grafica de esta situacion.

El modelo, para este caso queda expresado del
siguiente modo

S]‘ (t) + Zz Q5 (t) Sz (t)
1432 a5 '

A diferencia de los anteriores casos (Secs. 3 y 4)
la opinién inicial de todos los individuos no es cero,
se realiza un sorteo para asignar opiniones iniciales
a los mismos con valores en el intervalo [0,1], bajo
una distribucién gaussiana por lo que el promedio
del valor del estado de opinion inicial del grupo es
aproximadamente de 0.5.

Se realizan simulaciones para tres tamanos de
muestras diferentes N =50, N =200 y N = 500.

4)

S;(t+1)=
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F1G. 10.— Representacion grafica de la interacciéon entre indi-
viduos que conforman la muestra flechas negras bidireccionales;
en este caso, no existe interaccién con la fuente de emisién global,
por lo que no existen flechas entre los individuos (nodos blancos)
y la fuente de emisién global (nodo gris).

Para cada tamafio de muestra se consideran dis-
tintos valores de fa: 1.0, 0.5 y 0.1. En la Fig. 11,
se dstinguen las curvas para cada valor de fa por
el color de linea: naranja para fa = 1.0, magenta
para fa = 0.5 y cian para fa = 0.1. Se puede ver
que las curvas correspondientes a todos estos casos,
presentan evoluciones muy diversas del estado de
opinion promedio; por ejemplo, en algunos casos se
tiene una evolucion del estado de opinién promedio
inicial creciente y en otros decreciente; sin embargo,
al transcurrir el tiempo, en todos los casos se al-
canza una situacién de estabilizacién, en la que el
estado de opinién promedio se mantiene constante.
Este tiempo en el que se alcanza la estabilizacion
esta entre los 5 y 10 pasos. En la Sec. 4, donde se
tenia ademas la accién de la fuente de emision global,
se obtuvieron tiempos de estabilizacion entre 10y 15
pasos.

A diferencia del caso en el que actia también la
fuente de emision global, ahora no es importante el
tamano de la muestra N para la determinacion del
estado de opiniéon promedio. Sin embargo, el valor
de fa, que es una caracteristica de la red, afecta en
la evolucién del estado de opinién promedio: cuando
fa es pequeno, el estado de opiniéon promedio casi
no cambia, se mantiene muy cerca a su valor ini-
cial (aproximadamente 0.5). A medida que el valor
de fa se acerca a 1.0, el estado de opiniéon promedio
evoluciona alejandose cada vez mas del valor inicial
promedio, véase las curvas de la Fig. 11, donde la
linea negra horizontal en el valor de 0.5 (estado de
opinién promedio inicial aproximado y usado como
referencia) permite ver como los estados de opinion
promedio en el equilibrio resultan mas alejados del
valor de referencia cuando fa es mayor.

El valor de fa que caracteriza la red, también es
muy importante en la dispersion de las opiniones de
los individuos que conforman la red como se muestra
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F1G. 11.— (Color online) Evolucion del estado de opinion prome-
dio en el caso en que no existe fuente global y solo existe una red
de interaccién entre individuos. Se realizaron experimentos para
distintos tamafios de muestra N y para distintos grados de conec-
tividad fa
- N= lllil. N=200
() | fa=0.1]

0.1

0.09 | Iooa _,,.,:,:.!-009:(‘:}

0.08 | Iooa fa=100l g 08

uovlj !007 1007 V'_
0.06 {0.06 1006 |

0.05 10,05

0.04 10.04

003 0.03 10.03

desviacion estandar

002 | 0.02 1002

001 | 10.01 1001

| ; |

0 51015202530354045 0 51015202530354045 0 51015202530354045
tlempo

F1G. 12.— (Color online) Evoluciéon de la desviacion estandar en
relacion a la Fig. 11.

en la Fig. 12. A medida que el valor de fa aumenta, la
dispersion de las opiniones disminuye; sin embargo,
no se alcanza el consenso porque en ningun caso el
valor de la desviacion estandar se anula, pero tiende
a hacerlo cuando fa toma el valor de 1.0. Nétese que
si bien los valores de (S) se estabilizan, esto no im-
plica que todos los agentes tengan la misma opinién;
es decir, este hecho no garantiza consenso. Por otro
lado, si la desviacion estandar se aproxima a cero o
tiende a cero, como en el caso de la curvas correspon-
dientes a fa = 1.0 en la Fig. 12, podemos decir que
existe una tendencia al consenso. Para aclarar mas
el concepto de consenso que utilizamos, observemos
en la Fig. 11 que todas las curvas se estabilizan de-
spués de un cierto tiempo pero solo la curva corres-
pondiente a la situacion con fa = 1.0 tiende a tener
una desviacion estandar pequefia, lo que no ocurre
con las curvas correspondientes a fa = 0.1y fa = 0.5.
Sin importar el valor que adquiera (S), se tendra
consenso si su desviacion estandar correspondiente
tiende a cero.

A continuacién se muestra como influyen las condi-
ciones iniciales de cada individuo en la evolucién
de la opinién promedio. Para ello se fijan los va-
lores: N = 50, fa = 1 (red completamente ho-
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F1G. 13.— (Color online) Evolucién del estado de opinién prome-
dio (S) del grupo, para una muestra de 50 individuos y fa = 1
(red completamente homogénea). Las curvas han sido obtenidas a
partir de una distribucién normal de la opinién inicial de cada uno
de los individuos cuya media esté alrededor de 0.5.

mogénea), haciéndose variar la opinién inicial de
cada individuo, siendo que estas estan normalmente
distribuidas con medias alrededor de 0.5 como se
muestra en la Fig. 13, notandose que aun cuando
los valores promedios de la opinién inicial son muy
préximos, la evolucion del estado de opinion prome-
dio puede ser muy diferente de un experimento a
otro, lo que indica una sensibilidad a las condiciones
iniciales de las opiniones individuales.

7. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Se hizo el analisis de la evolucion del estado de
opinion de un grupo de individuos basado en un mo-
delo discreto. Se analizaron cuatro casos para este
modelo.

El primer caso corresponde a la situacion en el que
solo existe accion de una fuente global sobre los in-
dividuos. Se estudiaron los casos en que la conectivi-
dad a la fuente es binaria, es decir que toma solo los
valores discretos 0 6 1; o continua, en la que toma va-
lores continuos en el intervalo entre 0 y 1, tomandose
para cada caso las variantes constante o variable en
el tiempo. Se obtuvo que no hay grandes diferencias
entre los casos desarrollados, la diferencia principal,
se da entre la situacion de si la conectividad es cons-
tante o variable en el tiempo. Para la situacién de
conectividad variable, se tiene que el valor de es-
tado de opiniéon promedio maximo alcanzado (S)nax
es la unidad, con o sin red. Para conectividad cons-
tante, el valor alcanzado, es menor a la unidad. Las
otras variantes de la conectividad fuente-individuo
(discreta o continua, de distribucién uniforme o gaus-
siana), dan lugar al mismo comportamiento al in-
troducir la red. Consecuentemente, no es relevante
cual se escoja; sin embargo, la distribucion gaus-
siana tanto para la conectividad fuente-individuo
como para la red puede considerarse la situacion mas
préoxima a la realidad.

Como segundo caso, se consider6 que ademas de
la accién de la fuente de emisién global sobre los
individuos, existe interaccién entre los mismos me-
diante una red. Cuando se introduce la red, su efecto
en una primera etapa es de ralentizar la evolucion

Verénica Subieta-Frias & Gonzalo Marcelo Ramirez-Avila

de opinién promedio, pero durante la segunda etapa
mas bien es el de contribuir a alcanzar una opinién
promedio, mayor a la que se obtendria sin red. Lo an-
terior sucede independientemente del tipo de conec-
tividad que exista entre los individuos y la fuente. Un
segundo aspecto consistié en caracterizar este mo-
delo realizando varios experimentos para distintos
tamanos de muestras N y de grado de conectividad
de la red fa. La importancia del grado de la red fa se
manifiesta en el hecho de que presenta una propor-
cionalidad inversa con el estado de opinion prome-
dio. Durante la segunda etapa, la variable fa deja de
ser relevante y es mas bien el tamarno de la mues-
tra N el que determina el valor de opinién prome-
dio maximo, de manera directamente proporcional.
Cuando se tienen muestras muy grandes, el estado
de opinién promedio tiende a 1, independientemente
del grado de conexion de la red fa. Cuando las mues-
tras son pequenas no necesariamente se alcanza la
unidad y el valor depende del grado conectividad de
la red fa. Este efecto de anadir red es el mismo in-
dependientemente del tipo de conexion con la fuente.
Un tercer aspecto, fue analizar el consenso y se en-
contré que el mismo siempre es alcanzado cuando
fa = 1; ademas, mientras mayor es el tamano de la
red menor es la dispersion de las opiniones.

Como tercer caso, se consideré la introduccién de
individuos intransigentes en la muestra que tiene
como efecto el de disminuir la opinion promedio
maxima alcanzada. Se obtuvo que el efecto de los in-
transigentes no depende fuertemente de su numero
o fraccion, sino del grado de conectividad de la
red fa, dependiendo de una manera directamente
proporcional. La variabilidad de la conectividad a
la fuente magnifica el efecto de los intransigentes,
produciendo ademas una fluctuacién en la opinién
promedio maxima. La presencia de intransigentes
provoca dispersion de las opiniones y alejamiento del
consenso

Para el cuarto caso, se consideré que solamente
existe red de individuos, observandose que el tamaio
de la muestra N deja de ser relevante para el al-
cance del estado de opinién promedio de la estabi-
lizacién; en contraposicion, el grado de conectividad
fa juega un rol importante, cuando es signficativa-
mente grande, provocando cambios drasticos en los
valores de opinién promedio, cuando este es pequeno
casi no existe evolucion del estado de opinién prome-
dio. Un resultado muy importante es la sensibili-
dad a las condiciones iniciales (en las opiniones in-
dividuales) para la evolucién del estado de opinién
promedio (S) que se manifiesta cuando se fijan los
valores de N y fa. Este ultimo resultado es muy im-
portante pues es la rubrica de un comportamiento no
lineal que ademas permite pensar en la obtencion de
las cuencas de atraccion y en posibles situaciones de
control con base en el conocimiento de estas.

Este estudio puede ser ampliado considerando otro
tipo de individuos tales como los denominados con-
trarios, los cuales son agentes que adoptan siempre
una posicion opuesta a la de la mayoria, cualquiera
fuere esta, como lo especifica Galam (2004) o con



MODELO SOCIAL DISCRETO DE TOMA DE DECISION 13

los denominados agentes flotantes que cambian su
opinion para que esta sea acorde con la de la
mayoria.
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RESUMEN

El Observatorio Geomagnético de Villa Remedios, latitud de 16°46’0” S, longitud de
68°10'0.1” W y esta situado a 3949 metros sobre el nivel del mar (msnm), en tanto que
el Monitor de Neutrones (NM-64) del Laboratorio de Rayos Césmicos de Chacaltaya, esta
ubicado a una latitud de 16°25’60” S, una longitud de 68°10'0.1” W y 5220 msnm; ambos
situados en las cercanias de la ciudad de La Paz, Bolivia, registran continuamente el com-
portamiento tanto del campo magnético de la Tierra como el arribo de radiacién y particulas
de rayos cosmicos. Sus registros de septiembre 2017 muestran eventos, denominados cro-
chets magnéticos que estan en correlacién con los aumentos de intensidad del flujo de rayos
X (Rx) registrados por los sensores instalados en los satélites GOES de la NASA amplia-
mente publicados que son el resultado del desarrollo de dos fulguraciones solares notables,
ademas de sus consecuencias: la generacién de una Tormenta de Radiacion denominada GLE,
inmediatamente después de la fulguracién del 06.09.2017 y el 10.09.2017 y Tormentas Ge-
omagnéticas, unas horas después, debidas a la eyecciéon de masa coronal. Las fulguraciones
solares convierten al Sol en un potente acelerador natural de particulas y en un emisor de
masa coronal. Aqui se discuten algunas de las caracteristicas de estos eventos y su posible
aislamiento para posteriores estudios de detalle.

Cédigo(s) PACS: 91.25.-r — 13.85.Tp — 28.20.-v

Descriptores: Geomagnetismo — Interacciones de rayos césmicos — Fisica del neutron

ABSTRACT

The Geomagnetic Observatory of Villa Remedios, with latitude 16°46’0” S and longitude
68°10'0.1” W located at 3949 masl and the Neutron Monitor (NM-64) of the Cosmic Ray
Laboratory of Chacaltaya, located at a latitude of 16°25'60” S, and longitude 68°10'0.1” W
and 5220 masl, both located in the vicinity of the city of La PazBolivia, continuously record
the behavior of both the earths magnetic field and the radiation from cosmic ray particles.
The September 2017 records show events called magnetic crochets, that correlate to increases
in X-ray flux intensity recorded by sensors installed on the widely published NASA GOES
satellites. These events are the result of the development of two notable solar flares, and
the consequent generation of a radiation storm called GLE immediately arising from the
fulguration of 06.09.2017 and 10.09.2017 together with geomagnetic storms which occurred
a few hours after the coronal mass ejection, are shown. The solar flares convert the Sun into
a powerful natural particle accelerator and a coronal mass emitter. Here we discuss some of
the characteristics of these events and their possible isolation and use in further more detail
studies.

Subject headings: Geomagnetism — Cosmic-ray interactions — Neutron physics
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1. INTRODUCCION

Los primeros dias del mes de septiembre de 2017,
la NOAA/SWPC anuncia la evolucion de algunas re-
giones activas del Sol a la produccion de potentes
fulguraciones (Boulder (2017)). Estas condiciones del
Sol implican poderosos campos magnéticos, una tem-
peratura promedio de 60 000 K en su superficie
y que su atmésfera en la parte de su corona sea
muy caliente, alcanzando millones de K, genera dos
hipétesis que tratan de explicarlas Zeilik & Gregory
(1997): calentamiento de la corona solar a través
de interacciones magnéticas, los bucles magnéticos
coronales realizarian reconexiones y chasquidos de-
sprendiendo calor, y ondas magnéticas que se orig-
inarian al interior de la superficie del Sol que por
burbujeo liberarian energia magnética a la corona,
la cual se tornaria en energia térmica. Estas estruc-
turas convierten al Sol en un formidable acelerador
de particulas, permitiendo asi, el estudio detallado
de la aceleracién de los electrones y protones pero
aun inconclusa de los iones, que a veces alcanzan
energias correspondientes a velocidades relativistas.
La superficie solar emite la mayor parte de la ra-
diacién electromagnética como luz visible como lo
sefialan Murphy (2008) y Hoeksema et al. (1982).

Con la finalidad de evitar el efecto de estos campos
magnéticos, se estudian (observan) las particulas se-
cundarias neutras y las radiaciones solares, puesto
que estas se registran con excelente resolucion espa-
cial y temporal. Los neutrones solares se producen
por reacciones nucleares a partir de la interaccion
entre los iones acelerados con energias de alrede-
dor de 100 MeV y la atmésfera solar, librandose de
la contaminacion de radiacion de electrones como
lo exponen Ricaldi-Yarvi et al. (2007), Sako et al.
(2007) y Muraki et al. (2008). Los electrones acel-
erados que habitan la atmésfera solar se mueven
a energias extremadamente elevadas, convirtiendo
a esta en una fuente natural de Rx por efecto sin-
crotron, desaceleracion de electrones, reduccion de
su velocidad en trayectorias espirales alrededor de
las lineas de campo magnético de las protuberancias
solares, produciendo perdida de energia que genera
Rx como lo mencionan Cordaro et al. (2018), y Ku-
mar et al. (2015). La energia de estos Rx se reduce
grandemente durante su viaje a la Tierra y pueden
ser registrados de diversas formas, ya sea de manera
directa o por sus efectos secundarios; entre estos,
por variaciones del campo magnético de la Tierra en
los observatorios geomagnéticos tal como lo indican
Sako et al. (2007), y Matsushita & Campbell (1967).

2. INTERACCION SOL-TIERRA

El campo magnético del Sol varia de estructuras
complejas en anos de Sol activo a configuraciones
mas simples en afios de Sol quieto. Muchas de las
variaciones magnéticas observables en la superfi-
cie de la Tierra tienen su origen en el compor-
tamiento del Sol; estableciéndose relaciones entre
el interior del Sol con la corona solar y en conse-
cuencia relaciones entre el comportamiento del Sol

y la Tierra. Eventos solares, especialmente aquel-
los que ocurren en las zonas de actividad del Sol,
las manchas solares, que producen radiaciéon elec-
tromagnética pueden ser registrados por los corre-
spondientes sensores instalados en satélites de in-
vestigacion, de manera continua, como el satélite
GOES de la NOAA/SPWC, que pueden medir el
flujo de Rx que provienen del Sol, como lo especifi-
can Noaa—Swpc (2017), Boulder (2017), y Hoeksema
et al. (1982). Los observatorios geomagnéticos insta-
lados sobre determinados puntos de la superficie de
la Tierra, pueden también registrar estos eventos so-
lares si son suficientemente intensos y unicamente
en horas en que estos puntos estan de frente al disco
solar; es decir, durante las horas en que se tiene al
Sol de frente y en consecuencia no registraran even-
tos que se produzcan en horas de la noche terrestre,
puesto que estos eventos, los electromagnéticos se
producen a grandes velocidades por cortos intervalos
de tiempo. Entonces, muchas de las fulguraciones del
Sol no dejaran huellas en los registros magnéticos de
otros puntos de la superficie de la Tierra tal como lo
establece Hoeksema et al. (1982).

Las masas coronales eyectadas (MCE, CME, Coro-
nal Mass Ejection en inglés) consecuencia de las Ful-
guraciones Solares también son registradas por los
Observatorios Magnéticos de Superficie (OMS) con
determinadas caracteristicas. Asi por ejemplo, un
Comienzo Repentino de Tormenta (CRT, SSC, Sud-
den storm commencement por sus siglas en inglés)
nitidas o difusas, a cualquier hora del dia, incluidas
horas de la noche, continuadas por las Tormentas
Magnéticas (TM, MS, Magnetic Storm por sus siglas
en inglés), intensas o débiles, como resultado de la
interaccién de la Nube de Plasma Eyectada (CME-
Coronal Mass Ejection) por el Sol con el Campo
Magnético (propio) de la Tierra. Lo anterior es ex-
plicado por Zeilik & Gregory (1997).

El nexo entre los fenémenos solares y los de la
Tierra se realiza a través del Viento Solar (VS,
SW, Solar Wind), la radiacion solar constante y es-
poradica, el Campo Magnético Interplanetario (CMI,
IMF, Interplanetary Magnetc Field), que se ex-
panden en el espacio entre el Sol y la Tierra. El
Campo Magnético del Sol se extiende allende de la
posicion de la Tierra; espacio a través del cual viaja
la MCE (CME, Coronal Mass Ejection) del Sol, tal
como lo establecen Matsushita & Campbell (1967)),
y Iyemori et al. (1979).

3. REGISTROS DE FLUJO DE RX Y OTROS, POR SENSORES
INSTALADO EN EL SATELITE GOES DE LA NOAA/SPWC

Las Figs. 1 y 2 ilustran por separado los registros
temporales de incremento significativo del flujo de
Rx, obtenidos por los sensores del satélite GOES de
la NOAA/SPWC. Con un incremento de A = 10°
W/m? sobre el nivel base para el 06.09.2017 y un in-
cremento de A = 10> W/m? sobre el nivel base para
el 10.09.2017, respectivamente. Siendo este ultimo el
mas significativo.

En la Tabla 1 se procede a elaborar una lista de
los momentos significativos del comportamiento de
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ANO MES |DIA| INICIO |MAXIMO | FINAL | Flujo, Watts/m2 | Clase Registro magnetico del Flare | Tiempo viaje radiacion | Posiclon Area activa solar Registro magnetico, componente H | Tiempo viaje Nube plasma
20171 9 |3 4:18 4:41 4:54 10*5 €10 Imperceptible Quieio
20171 9|4 8:08 8:14 8:24 10%5 .9 Imperceptible Quieto
2017 9 |4 12:12 12:25 12:33 8.3 Imperceptible Quieto
2017 | 9 | 4 20:45 20:30 20:55 10*5 C1.9 Imperceptible Quieto
20171 9|5 0:30 0:36 0:41 10*5 9.8 Imperceptible Quiein
2017 9 |5 433 4:33 507 M3z Imperceptible Quieto
2017 9 |5 16:14 16:19 16:22 10*5 [«¥) Imperceptible Quiein
2017 9|5 17:20 17:39 17:48 10%5 €60  |Crochd, 17:47:00, apenas reconocible: 0:08 Casifrontal, 12674-E Quieto
2017 | 9|6 7:29 7:34 7:48 2.7 Imperceptible Quietn
2017 | 2 | 6 8:57 9:10 9:17 10*6 X2.2 Crochet, 09:16:00, reconocble 0:08 Casifrontal, 12674-EN Quieto
2017 | 9 | 6 11:53 12:02 12:10 10*-3 X9.3 e, 12:10:00, bien ddinida 0:08 Frontal, 12673-E5 Quieto
2017 | 9 | 6 21:06 2112 21:20 C1.5 Imperceptible Quieto
9 | 6| 2350 Variable, 23:50 $5C, Tormenta, Kp=5, G1 1dia6 h 3 min
2017 | 2 |7 4:59 5:02 5:08 10%-4 M2.4 05:12:00 , apenas reconocible. 0:08 Disturbado
2017 2 |7 6:19 6:28 6:42 8.2 Impercentible Disturbado
2017192 |7 10:11 10:15 10:18 M7.3 10:23:00, apenas reconocible. 0:08 Disturbado
2017 9|7 14:20 14:36 14:55 X1.3 Crochd, 14:44:00, remnocble. 0:08 Casifrontal, 12673-ES Disturbado
9217 20:50 Variable, 20:50, sin SSC Torments, Kp=6, G2 1dia 11h 42min
917 23:05 Variable, 23:05 55C, Tormenta, Kp=6, G2 1dia 10h 50min
2017 9|7 23:33 23:39 23:44 M12 Impemem'b_le
2017 9|8 5:31 5:48 5:53 10%4 8.2 05:56:00 , apenas reconocible 0:08 Disturbado
2007 | 9 [ 8] 740 7:49 7:58 MB.1 07:57:00, apenas reconocible 0:08 Disturbado
2017 | 9 [ 8] 1509 | 1547 | 1604 M2.9 Crochet, 15:55:00, reconocible 0:08 12673, Lejano £ Disturbado ]
9 | 8| 2250 Variable, 22550 S5C, sin orm erta 1dia 8h 4min
9|8 Disturbado, alta frecuencia entre 12:00-18:00
2007 0 9 |9 0:39 10%4 €10 Imperceptible Quico
20709 |9 401 ca2 Impercetible Quieto
2007 | 2 |9 11:04 M3.7 | Croche, 11:12:00, apenas reconocible 0:08 12673 en el limbo £ Quieto
207 | 9 |9 23:45 M2.1 Imperceptible Quieto
2017 | 9 |10 2309 10%5 9.0 |mperceptible Quicta
2017 | 9 |10 9:20 2.9 00, apenas reconocible 0:08 Quidto
2017 | 9 |10 12:54 10%5 €19 13:02:00, apenas reconocible 0:08 Quidto
2017 | 2 |10 16:02 i 103 XB.2 Croch, 16:10:00, bien definido 0:08 Frontal, 12678 Quieto
190 i Variable, 22:45 S5C, Tormenta, Kp=5, G1 1dia 11h 33min
2007 | 9 |11 1012 10xx 10%6 10:19 ) Quico i
017 | 9 |12 727 7:34 10" €3.0 07:35:00, apenas reconocible 0:08 Diagturbado
. Variable, 00:40 SSC sin brmenta 1dia 9h 26min
2017 | 9 [12] 2001 Variable, 20:01 S5C, Tormenta, Kp=6, G2 1dia 9h 32min
TABLA 1

EL COMPORTAMIENTO DE LA ACTIVIDAD SOLAR
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F1G. 3.— Registro de la fulguracion solar del 10.09.2017 por el
Monitor de Neutrones (MN) del Observatorio de Rayos Césmicos
de Chacaltaya (ORCCh) con una resolucion promedio de cuentas
cada 10 minutos. La linea azul es el registro de los eventos de
neutrones, pasando de un nivel de 1185 x 102 a un nivel de 1208 x
102 cuentas por algunas horas, con un aumento de 23 x 102 = 2300
cuentas, la linea roja es el registro de la presion en el observatorio
para corregir los eventos.

la actividad solar: fechas y horas de los eventos de
Fulguraciones solares que se dieron en el transcurso
del tiempo (del 3 al 13 de Septiembre), el Flujo ex-
presado en W/m?2, su clasificacién correspondiente de
acuerdo a escala en uso, la localizaciéon de la zona
activa sobre el disco solar y se incluyen sus efectos
mas notables sobre el campo magnético de la Tierra,
los Crochets y las Tormentas magnéticas, con finali-
dades de correlacion.

4. REGISTROS DEL MONITOR DE NEUTRONES NM-64 DE
CHACALTAYA

La Fig. 3 que se presenta a continuacién ilustra
el incremento temporal de las cuentas de neutrones
solares para promedios de 10 minutos. La linea azul
representa los eventos de neutrones y la linea roja la
presion en el observatorio para fines de correccion.

La fulguraciéon solar del 10.09.2017 de categoria
X8.2 generé una Tormenta de Radiacion (TR, RS Ra-
diation Storm) de categoria S3 en la escala de la
NOAA, que dur6 algunas horas. Ademas de producir
neutrones, aceleré otras particulas como protones
que arriban a la Tierra 30 minutos después, siendo
estas denominadas Particulas Solares Energéticas
(PSE, SEP solar energetic particles). Este Registro
es uno de los mas apropiados que define el denomi-
nado Aumento del Nivel de Base (ANB, GLE por sus
siglas en inglés, Ground Level Enhancement), repre-
sentando la segunda GLE del presente ciclo solar; en
este caso, obtenido por un monitor de neutrones lo-
calizado a bajas latitudes, como lo es el Observatorio
de Rayos Césmicos de Chacaltaya (ORCCh) situado
a una Latitud geografica de 16°25'60” S, a una lon-
gitud de 68°10'0.1” W y a 5249 msnm. caracterizado
por un cutoff, rigidez de corte magnética, alto de 12
GV. En este caso la conexién magnética Sol-Tierra se
realiza por la Lamina de Corriente de la Helioesfera
(LCH, HCS heliospheric Current Sheet) que consiste
de una lamina que se origina en el ecuador solar y
se extiende flameando como una pollera de bailar-

ina por todo el sistema solar. Todos los nueve plan-
etas orbitan dentro de ella, esta es una Lamina de
corrientes donde la polaridad del campo magnético
del Sol cambia de positivo en el norte a negativo en
el sur, dentro de ella fluye una corriente eléctrica
muy pequena de cerca de 1071 [A/m?]. El espesor del
plano de corriente es de cerca de 10000 km cerca de
la 6rbita de la Tierra. La Tierra se zambulle hacia
abajo y hacia arriba de la lamina de corriente on-
dulante. En una parte, el campo magnético del Sol
apunta hacia el norte (hacia el Sol), en la otra parte
este apunta hacia el sur (hacia fuera del Sol). Los
campos magnéticos del Sol que apuntan hacia el sur
tienden a cancelar el campo magnético propio de la
Tierra, entonces la energia del viento solar puede
penetrar el espacio local alrededor de nuestro plan-
eta y alimentar las tormentas magnéticas.

5. REGISTROS DEL OBSERVATORIO GEOMAGNETICO DE
VILLA REMEDIOS

El Observatorio Geomagnético de Villa Remedios
(VRE) localizado en las coordenadas geograficas,
19K588448.568 m W, 8145634 m S y 3949 m de ele-
vacion sobre el nivel del mar, ubicada a 13 Km al sur
de la ciudad de La Paz, en sus registros correspondi-
entes a los primeros dias de Septiembre, 3 al 13 del
2017, en sus tres componentes: H, D y Z, muestra
sefiales muy claras de origen solar.

La parte Variografica del Observatorio consiste
de una cabeza sensora de tres componentes, X,V
y Z, tipo Flux-gate, que junto a un sensor GPS y
un Magnetéometro de Protones esta conectado a un
Registrador de Datos donde se registran los valores
dety F con X, Y, Z como variaciones relativas y
se calculan H y D preliminares. A estos registros
se acompana con mediciones de Valores Absolutos
de las componentes D e I que se realiza con un
Teodolito magnético en la sala de Absolutas, los
datos son procesados para producir los valores de H,
Dy Z en sus correspondientes magnitudes fisicas y
sus respectivas Lineas Base de control.

Las Figs. 4 y 5, que contintan, por separado ilus-
tran claramente por correlacion temporal en sus tres
componentes H, D y Z el momento y desarrollo de
los Crochets magnéticos, variaciones algunas veces
intensas y de corta duracion, sefiales magnéticas im-
presas por los Rx y por los Neutrones emitidos por
las fulguraciones solares del 6 y el 10 de Septiembre
2017, respectivamente.

De todos los registros disponibles y la informacién
contenida en la Tabla 1, a continuacién se resumen
los eventos mas notables:

SENALES RECONOCIBLES Y DESTACADAS EN LOS REGISTROS
MAGNETICOS DE VILLA REMEDIOS

e 05.09.2017 17:47 crochet magnético claramente perceptible.

e 06.09.2017 09:16 Crochet magnético apenas perceptible, Fulgu-
racion clase X8.3

e 06.09.2017 12:10 crochet magnético bien definido, 30 [nT)/10
[min] en la componente H, Recuperando altura apuntando hacia
el W,, Fulguracién X9.3, muy intensa.
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F1G. 4.— Registro de un Crochet, en las tres componentes del
campo magnético, mejor definido en sus componentes Z y H, co-
rrespondiente al 06.09.2017, obtenido por el Observatorio Geo-
magnético de Villa Remedios (VRE) - Bolivia. H y Z se miden en
[nT] (nano tesla) y D en minutos de arco (u.a. unidades arbitrarias
con el propésito de graficarlas todas en una sola figura.
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F1G. 5.— Registro de un Crochet, en las tres componentes del
campo magnético, notable en su componente H, correspondiente
al 10.09.2017, obtenido por el Observatorio Geomagnético de Villa
Remedios (VRE), Bolivia. H y Z se miden en nT y D en minutos
de arco (u.a. unidades arbitrarias con el propésito de graficarlas
todas en una sola Figura.

07.09.2017 14:44 crochet magnético perceptible, circuito horizontal
hacia el E, cambio al W.

08.09.2017 15:55 Crochet magnético perceptible, compresion de H
y Z, cambio hacia el W.

09.09.2017 11:12 crochet magnético apenas perceptible con cambio
hacia el W.

10.09.2017 16:10 crochet magnético bien definido, 120 [nT}/80
[min] en H, cambio de direccion al W., Fulguracion X 8.2

11.09.2017 10:19 crochet magnético apenas perceptible, cambios
muy pequenos.

De la lista (items) mostrada se enlistan algunas de
las seniales magnéticas perceptibles al ojo humano
que estan en correspondencia (correlacion) con los
registros de Flujo de Rx solares del satélite GOES
de las mismas fechas. Ver las Figs. 1, 2y 3 corre-
spondientes para mayor detalle.

6. DISTURBANCIA DEL CAMPO MAGNETICO EN EL
ECUADOR DE LA SUPERFICIE DE LA TIERRA, EL ARO
DE CORRIENTE ECUATORIAL, LOS iNDICES DST

Las Figs. 6, 7y 8 que se muestran a continuacion

ilustran los registros magnéticos de dias continuados
en sus:
Componente H superpuesto con el modelo (p.a.,
primera aproximacién) de su Variaciéon Diaria Solar
(VDS), aclarando los excesos de campo magnético,
correspondientes a circuitos eléctricos ionosféricas
y otros, y los déficits de campo magnético produci-
dos por interacciéon entre la Masa Coronal Eyec-
tada (MCE) con la Magnetosfera terrestre, Tormen-
tas Magnéticas (MT). La Componente D superpuesta
con su modelo VDS p.a. correspondiente, y La Com-
ponente Z, también superpuesta con su VDS p.a., re-
spectivamente.

7. COMPARACION DE LOS REGISTROS DE LOS
DIFERENTES EXPERIMENTOS

A continuacién con fines de comparacién (cor-
relacion) presentamos los registros de dias continu-
ados, del 03 al 13 septiembre 2017, de los diferen-
tes experimentos en consideracién, adicionando la
Curva de indices Dst para el mismo lapso de obser-
vacion.

7.1. Curva de Residuos de la Componente H

La Fig. 9, Curva de residuos de la componente H,
es el resultado de la supresion de la Variaciéon Diaria
Solar (VDS), la misma que fue definida como la me-
dia de las VDS’s de los dias mas quietos del mes.

7.2. Curva de Residuos de la Componente H y la
Curva de indices Dst.

La Fig. 10, muestra la superposicién de la Curva
de residuos de la Componente H con la Curva de
indices Dst producida por el centro mundial de datos
de Kyoto-Japon para las mismas fechas.

Los Excesos significativos por encima de la curva
de indices Dst en la Figs. 10 y 11 corre-
sponderian a los eventos denominados Crochets
magnéticos desarrollados en fechas 06.09.2017 y
10.09.2017, que posiblemente no son considera-
dos por el mecanismo que calculan estos indices,
precisamente porque los crochets magnéticos son
eventos generalmente de corta duracion de menos
de una hora y esporadicos, temporalmente irregu-
lares, generados por fenémenos exclusivos de nat-
uraleza electromagnética, radiaciones y particulas
solares energéticas. Son premonitorios al desarrollo
de las Tormentas Magnéticas, interacciéon del campo
magnético de la Tierra con el plasma eyectado
por la fulguracion solar.de naturaleza mecénica, no
necesariamente registrable en los observatorios geo-
magnéticos debido a la direccionalidad de las erup-
ciones del material solar. La sustraccion de la Curva
de indices Dst de la curva de Residuos de la Com-
ponente H proporciona una curva que denominamos
Residuo final de H, que visualiza con mayor nitidez
los eventos geomagnéticos de alta frecuencia, que se
desarrollan rapidamente. Estos eventos positivos son
de caracter electromagnético y en gran medida estan
vinculados a la Ionosfera en sus diferentes niveles y



FULGURACIONES SOLARES DE SEPTIEMBRE 2017 19

1020 — H-dally solar Varidtion
1040 H-mean =---- |
1060
1080
1100
1120
‘© 1140
21160
© 1180
8 1200
£ 1220
© 1240
1260
1280
1300
1320
1340
1360

oF

20

N
, 3 >, s, 3 3 ), , g g
% ‘% % % "% ‘% "% % "% "% "%

Time UTC [DD/MM-hh:mm]

2
%,
2,

F1G. 6.— Registros de dias continuados de la componente H incluyendo la superposicion del modelo de la Variacion Diaria solar (VDS
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de corrientes eléctricas ionosféricas incrementadas y con azul los déficits de campo magnético producto de la interaccion de la Masa
Coronal Eyectada (MCE) con la Magnetosfera terrestre, Tormentas Magnéticas (TM).
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FiG. 7.— Registro de dias continuados de la componente D con superposicién del modelo de la VDS p.a, correspondiente.
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Fi1G. 8.— Registro de dias continuados de la componente Z con superposicién del modelo de la VDS p.a, correspondiente.
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F1G. 9.— Curva de Residuos de la componente H, filtrada la Variacién Diaria solar (VDS), registrada por el Observatorio Geomagnético
de Villa Remedios (VRM) de Bolivia.
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F1G. 10.— Superposicién de la curva de residuos de la componente H, filtrada la Variacion Diaria Solar (VDS), registrada por el
Observatorio Geomagnético de Villa Remedios (VRM) de Bolivia con la Curva de indices Dst producida por el Centro Mundial de Datos
de Kyoto- Japén para las mismas fechas.
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F1G. 11.— Curva de residuos finales de H. Las senales positivas pintadas de rojo corresponden a circuitos eléctricos que se desarrollan
en la ionosfera, dos de los mas notables son los de los dias 06.09.2017 y 10.09.2017. Los demas no son inmediatamente reconocibles en
el registro inicial. Las variaciones negativas también son de alta frecuencia en consecuencia de caracter electromagnético que se dan en
la magnetosfera.



FULGURACIONES SOLARES DE SEPTIEMBRE 2017 21

a flujos de corriente por la lamina neutral de la mag-
netosfera, mientras que los negativos estarian vincu-
lados a fluctuaciones rapidas de la magnetosfera en
su aro de corriente.

7.3. Registros del Flujo de Rx del Satélite GOES de
la NASA

Los excesos significativos del flujo de Rx de la
Fig. 12 obtenidos por el Satélite GOES de la
NASA/SWPC, corresponden a los eventos denomi-
nados Crochets magnéticos desarrollados en fechas
06.09.2017 y 10.09.2017.

7.4. Registros del monitor de neutrones MN-64 del
observatorio de rayos cosmicos de Chacaltaya -
Bolivia.

Los registros de las Figs. 11 y 13 no alcanzan a ilus-
trar una clara correlacion inversa entre los compor-
tamientos del Campo Magnético de la Tierra (CMT)
y el Flujo de Neutrones Solares (FNS) que llegan a
la Tierra. La Tormenta Magnética (TM) generada el
10.092017, no es clara en su CRT y también es baja
en intensidad. Pero si se observa un GLE muy nitido.

8. CROCHETS MAGNETICOS

Dos de los Crochet magnéticos enlistados estan
claramente muy bien definidos y estan en correspon-
dencia con la emision de Rx, emitidos desde una
posicién frontal de la Region Activa (Mancha Solar)
Nro. 12673 en Septiembre 6 y de la Region Activa
Nro. 12678 no frontal en Septiembre 10, respecti-
vamente, observados con relacién a la posicién ter-
restre de Villa Remedios donde fueron registrados a
las 12:10 y 16:14 UT, 8:10 y 12:14 hora local (LT),
horas de la mafiana, en el lugar de registro, re-
spectivamente. En los registros de Flujo de Rx del
GOES, los momentos de maxima intensidad de las
Fulguraciones son indicadas con las horas 12:02 y
16:06 UT, respectivamente. De los datos indicados
se infiere una diferencia de tiempo igual a 8 min-
utos que corresponderia al tiempo de viaje entre el
Sol y la Tierra de esta radiacién de alta energia.
La intensidad de la Variaciéon del Campo Magnético
Terrestre producidas por ambas Fulguraciones so-
lares son relativamente pequefias, de 30 [nT] con
20 [min] de duracién y de 120 [nT] con 80 [min]
de duracién en la componente H, respectivamente.
Son campos magnéticos adicionales que se engan-
chan al Campo Magnético Propio de la Tierra, de-
nominados Crochets magnéticos (CM). El primer cro-
chet magnético seria el resultado de un chorro de cor-
riente eléctrica que se mueve hacia el Este hacia al-
turas mayores con un gran cambio de direccién hacia
el Oeste en horas de la mafiana (8:10 LT). El segundo
provendria de un chorro de corriente eléctrica que
se mueve horizontalmente hacia el Este sin un cam-
bio de direccion significativo hacia el Oeste, comen-
zando justo al medio dia con un tiempo de duracién
de 80 minutos, que como se dijo anteriormente estan
en correspondencia con las Fulguraciones solares con
emision de Rx de gran intensidad de clase X.

8.1. Tormentas magnéticas

Ambas Fulguraciones solares han logrado la
Eyeccion de Masa Coronal (CME), Nube de Plasma
Solar (NPS), que producen Tormentas Magnéticas
(TM) en el Campo Magnético Propio de la Tierra
(CMTP). La primera de aproximadamente 800 nT,
y la segunda de muy escasa magnitud, al haberse
producido el contacto de la MCE con el Campo
Magnético de la Tierra (CMT, Magnetésfera) con las
siguientes caracteristicas:

e A las 23:05 UT del 7 de Septiembre, signif-
icando un tiempo de viaje de 34 h 45 min,
es decir 1 dia 10 h y 45 min, generando un
Comienzo Repentino de Tormenta (CRT=SSC,
Sudden Storm Commencement) pequerio de 30
[nT]y 15 minutos de duracién, correspondiente
a la etapa de compresion del CMT para contin-
uar con una abrupta caida de su Fase Principal
(FPT), descompresion o expansiéon de la mag-
netosfera terrestre o del CMT, a niveles muy
bajos respecto del Nivel de Referencia Normal
(NRN), 250 [nT] aproximadamente. Continu-
ada por una Fase de Recuperacion (FR) suave
de mas de 1 dia de duracion. El nivel de la com-
ponente H retorna a valores bajos durante todo
el dia, 8 de Septiembre. Debido a la ocurren-
cia de una nueva perturbacion se presentan al-
tas frecuencias a partir de las 12:00 UT hasta
las 16:00 UT para luego alcanzar una fase re-
cuperativa nueva suave hasta el medio dia del
siguiente dia, 9. Tormenta Magnética (TM) que
puede ser calificada de nivel: indice K, =7 a 8,
G3 a GA4.

La segunda que arriba a las 00:40 UT del 12 de
septiembre que no genera un CRT (Storm Sudden
Commencement) claro, de apenas 8 nT y 20 min, de
duracién y que tampoco genera una Tormenta (Mag-
netic Storm) de caracteristicas intensa, pero si logra
generar una fase principal de 100 nT y una fase re-
cuperativa suave caracteristica de 1 dia de duracion.

Los demas registros de las Fulguraciones Solares
(Flares) muestran caracteristicas similares pero son
dificiles de reconocerlas magnéticamente.

En fecha 10.09.2017 el Monitor de Neutrones NM-
64 localizado en el monte Chacaltaya, también en sus
registros muestra una senal notable en su grfica con-
struida con base en promedios de 10 minutos, que co-
inciden con los tiempos de arribo del flujo de Rx del
sensor del satélite GOES. Los Rx junto con otras ra-
diaciones penetrantes no cuentan con masa ni carga
viajan a velocidades iguales a la de la Luz y no son
interferidos por los campos magnéticos interplane-
tarios y tiene capacidad de ionizacién. Los neutrones
que si tienen masa se mueven a velocidades por de-
bajo de la velocidad de la luz, es decir tardan un poco
mas que las radiaciones y tienen capacidad de ion-
izaci6én por interaccién nuclear.

Estos eventos solares, como ya dijimos, impactan
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F1G. 12.— Registro de dias continuados de flujo de Rx solares obtenidos por el Satélite GOES de la NASA/SWPC., mostrando dos picos
notables en fechas: 06.09.2017 y 10.09.2017que estan en correspondencia con las fulguraciones que se desarrollan en la superficie del

Sol.
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F1G. 13.— Registro de dias continuados de las Cuentas de neutrones con promedio de 10 minutos, corregidos ilustrando el paso de
un nivel de 1.18 x 106 a 1.2 x 10 representando un incremento de A = 0.02 x 10% = 2.0 x 10* = 20000 cuentas en la intensidad de
los neutrones solares, definiendo un GLE (Ground Level Enhancement) que seria el segundo del presente ciclo solar, a continuacién del

momento de desatarse la fulguracién solar del 10.09.2017.

de acuerdo a su comportamiento sobre los atomos
de la ionosfera que principalmente son de oxigeno,
generando circuitos eléctricos intensos de corta du-
raciéon que modifican de acuerdo a direccién de arribo
los circuitos eléctricos a nivel ionosfera circunscrip-
tos al lado iluminado de la Tierra que son los respon-
sables para la generacién de los campos magnéticos
secundarios denominados Crochets magnéticos.

9. CONCLUSIONES

La observacion cuidadosa de los registros de la
Tabla 1 de resumen muestra las caracteristicas del
comportamiento del campo magnético terrestre rela-
cionado al comportamiento del Sol, que es motivo de
estudio en el presente trabajo, y que nos conducen a
las siguientes conclusiones:

e Las imagenes del Sol en diferentes frecuen-
cias y para diferentes radiaciones y los reg-
istros del flujo de Rx logrados por el satélite
GOES proporcionan abundante informacién de
lo que sucede en la superficie y la atmésfera so-
lar: Velocidad de movimiento rotacional del Sol
alrededor de su propio eje de rotacion, numero
y posicion de las regiones activas (manchas) del

Sol y proporciona la posibilidad de estudiar los
mecanismos de generacion de las diferentes ra-
diaciones como: los rayos gamma, Rx, protones
e iones en general, las estructuras que las dis-
paran al especio exterior, las direcciones pref-
erenciales de emisién de las radiaciones elec-
tromagnéticas y la eyeccion de masa coronal
(particulas), ademas de otros.

e Al momento de estudiar los registros de los ob-

servatorios geomagnéticos de superficie es muy
importante considerar la posicién relativa de
estos respecto a lo que sucede en la atmoésfera
solar como por ejemplo la posicion de frente del
observatorio geomagnético respecto del disco
solar, la posiciéon de las regiones activas del
Sol respecto de su meridiano central, si estdan
adelantadas retrasadas o estan en el limbo del
disco solar a punto de pasar al otro lado, parte
trasera del disco solar.

No todas las senales de flujo de Rx registradas
por los detectores y las camaras fotograficas
de los satélites estan registradas como senales
magnéticas en los registros de los observatorios
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de superficie.

e Porque, sin importar la posicién de la regién
activar solar que la genera, La direccion de
emisién de los Rx emitidos por el Sol parece ser
radial (hay que estudiar con mas detenimiento
para determinar si tiene alguna direccién pref-
erencial, que parece que la tiene!), produciendo
sefiales de diferente intensidad.

e Las fulguraciones que se produjeron en horas
de la noche correspondiente al observatorio en
consideracion.

e Los efectos magnéticos de los Rx y del proceso
de fulguracién en si, son tan rapidos que no
pueden dejar huellas en otros instantes.

e Fulguraciones poderosas de regiones activas
del Sol que no estuviera en posicion frontal no
estan en posibilidad de generar senales geo-
magnéticas observables en horas del dia del ob-
servatorio.

e No todas las Eyecciones de masa coronal (CME)
que pudieran generar las fulguraciones solares
estan en posibilidades de generar Tormentas
magnéticas, ni siquiera SSC claras debido a
que:

e Las CME son direccionales, con direccion pref-
erencial radial. Para lograr generar tormentas
magnéticas deben tener una posicion muy cer-
cana a la frontal, adelante o atras, observada
desde el observatorio geomagnético. De lo con-
trario, por mas que en la superficie del Sol
se produzcan poderosas fulguraciones con gran
emision de CME estas no impactaran sobre la
magnetosfera terrestre.

e La Fulguracion de categoria X9.3 ocurrida, el
06.09.2017, en la superficie solar produjo:

e Un crochet magnético claramente definido por
la correlacion temporal de sefiales en las tres
componentes del campo magnético terrestre
registradas por el Observatorio Geomagnético
de Villa Remedios, las mismas que también
estan en correlacion temporal con los registros
de Flujo de Rx obtenidos por los sensores insta-
lados sobre el satélite GOES de la NASA.

e Esta misma fulguraciéon solar eyecta masa
coronal que después de un viaje de 34 horas
con 45 minutos impactan sobre la magnetosfera
terrestre generado una Tormenta Magnética
tipica

e la Fulguracion solar del 10.09.2017 de cate-
goria X8.2, también produce:

e Un crochet magnético, como resultado de una
clarisima correlacion temporal de las varia-
ciones en los registros de las tres componentes
del campo magnético, obtenidos por el Ob-
servatorio Geomagnético de Villa Remedios.
También, estas senales estan en perfecta cor-
relacion temporal con los registros de Flujo
de Rx obtenidos por el satélite GOES de la
NASA y con los registros de Flujo de Neutrones
del Monitor de Neutrones del observatorio de
Rayos cosmicos de Chacaltaya, en este caso con-
tinuada por una Tormenta de Radiaciones.

e Esta fulguracién, aun siendo muy potente, ha-
biendo eyectado masa coronal, esta no impacta
frontalmente con la magnetosfera de la Tierra
y en consecuencia no genera una Tormenta
Magnética tipica, resulta con un Comienzo Re-
pentino de Tormenta nada nitida y una Tor-
menta Magnética débil en intensidad.

e La superposicion de la curva de Residuos de
la Componente H del campo magnético de
la Tierra y la curva de indices Dst, ilus-
tran que los residuos positivos respecto de la
curva de indices Dst corresponden a los crochet
magnéticos y los negativos a efectos magne-
tosféricos residuales, posiblemente vinculados
a las corrientes que circulan por el plano neu-
tro de la magnetosfera. La curva resultante de
la sustraccion de la curva de indices Dst de la
curva de Residuos de la componente H podria
convertirse en una muy buena herramienta
para el aislamiento de las curvas producidas
por eventos como los crochets magnéticos, even-
tos de caracter totalmente electromagnéticos y
otros de caracter electromecanicos.
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RESUMEN

Se postulan modelos poblacionales basados en un sistema de Lotka-Volterra que incluye
células cancerosas, normales y las ligadas al sistema inmunolégico. En el primer modelo
no se considera la radiacién; en el segundo modelo se introduce un término de radiacién
ionizante actuando solamente sobre las células cancerosas; en tanto que en el tercero, la
radiacion actia también sobre las células normales. Se realiz6 el analisis de estabilidad lineal
de los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales ligados a cada modelo, asi como una
exploracion de valores de los parametros considerando como indicador al maximo exponente
de Lyapunov. Se encontré que la radiacion tiene un efecto sobre las poblaciones celulares
mostrando cambios de regimenes dinamicos, lo que indica que se puede modular el valor de
los parametros, en particular los ligados a la radiacién con el fin de disminuir la poblacién de
las células cancerosas, aspecto que optimizaria los tratamientos de radioterapia.

Cédigo(s) PACS: 89.75.k — 87.23.Cc — 87.19.xj
Descriptores: Sistemas complejos — Dinamica de poblaciones — Cancer

ABSTRACT

Lotka-Volterra-based population models were proposed for cancerous, normal and effector
cells; the latter related to the immunological system. The first model is the basis of the dy-
namics of cell populations (cancerous, normal and immune effectors) and their interactions.
The second model only considers the radiation action on the malignant cells, while, the third
one also takes into account the effect on the healthy cells. A linear stability analysis of the
systems of nonlinear differential equations related to each model was performed, as well as,
an exploration of the parameter values considering as an indicator the largest Lyapunov ex-
ponent. We found that the radiation affects the cellular populations which exhibit changes in
their dynamical regimes. The latter indicates that the value of the parameters can be modu-
lated, in particular, those linked to the radiation to diminish the population of the cancerous
cells. This is an important result that has the potential to optimize radiotherapy treatments.

Subject headings: Complex system — Population dynamics — Cancer

1. INTRODUCCION

El cancer es una de las patologias mas comunes y
letales que se dan en los seres humanos y constituye
un problema sanitario de importancia. De acuerdo
con la Organizacion Mundial de la Salud (2017), en
2012 se registraron 1.4 x 107 nuevos casos, teniéndose
en 2015, 8.8 x 10° decesos ligados a esta enfer-
medad; lo que significa que alrededor del 17% de las
muertes humanas son debidas al cancer. Entre los
tratamientos que se utilizan para combatir al cancer,
se tienen los basados en aspectos netamente médicos
(cirugia), fisicos (radioterapia), quimicos (quimiote-

“http://www.fiumsa.edu.bo/docentes/mramirez/

rapia), biolégicos (inmunoterapia, terapias génica di-
rigida, oncolitica y hormonal) y combinaciones de los
anteriormente mencionados.

El problema del cancer adquirié singular impor-
tancia en las ultimas décadas debido al impacto que
causa en la sociedad y a los esfuerzos que se dedi-
can para combatirlo. Una de las formas de enten-
der los procesos subyacentes al desarrollo de tumores
es mediante experimentos y modelos que puedan
explicar los resultados experimentales y ademas
puedan hacer predicciones de diversas situaciones
que no son facilmente accesibles a las mediciones.
Es asi que diferentes grupos cientificos comenzaron
a formular modelos tanto del crecimiento de tumores
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tales como los propuestos por Norton (1988), como de
la dinamica poblacional de células cancerosas y de
su interaccién con otros tipos de células y/o diferen-
tes agentes externos que actian sobre los tumores.

Varios modelos han sido postulados para estu-
diar diferentes situaciones ligadas a tumores (en-
foque macroscopico) y células cancerosas (vision
microscopica). Asi, un modelo paradigmatico uti-
lizado en dinamica poblacional de células cancerosas
es el debido a Kuznetsov et al. (1994) que con-
sidera tumores inmunogénicos y el calculo de bi-
furcaciones locales y globales con valores realistas
de los parametros; en la misma linea, otro mo-
delo importante es el propuesto por Kirschner &
Panetta (1998), donde se propone un sistema de tres
ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs) cada una
de las cuales esta relacionada con la poblacién de
células de tipo inmune, tumoral y la concentracién de
interleucina-2 citoquina (IL-2), compuesto que activa
al sistema inmune a combatir los tumores. Con simi-
lares caracteristicas, se puede mencionar los mode-
los basados en inmunoterapia celular adaptiva (ACI
por su sigla en inglés), en especial, el propuesto por
Nani & Freedman (2000), el cual es una extension
de los anteriores, teniendo como principales varia-
bles a las concentraciones de células normales y can-
cerosas en el espacio fisiolégico, asi como las concen-
traciones de linfoquina (por ejemplo, la IL-2) y de
linfocitos anticancerigenos (como las células asesinas
activadas por linfocina) en la vecindad de células nor-
males y cancerosas. El efecto de retardos de tiempo
en la competicion entre el sistema inmunitario y el
tumor es considerado por Galach (2003). Aspectos
geométricos de los tumores son valorados en el mo-
delo propuesto por Frascoli et al. (2014) con el fin de
precisar las interacciones entre los diferentes grupos
de células. Un enfoque de poblacién estructurada es
planteado por Delitala et al. (2015) donde la com-
peticion entre las células inmunes y cancerosas se
manifiesta claramente en la inmunoterapia.

En lo que concierne a los modelos para tratamien-
tos de quimioterapia, se tiene como ejemplo el formu-
lado por Pinho et al. (2002), en el cual, se considera
la interaccion entre células cancerosas y normales
en dos sitios especificos con metdastasis entre los
sitios primarios y secundarios con retardo de tiempo.
Otros modelos que involucran quimioterapia fueron
planteados por Ershov & Kotin (2005) y por Lépez
et al. (2014). En cuanto a modelos que implican el uso
de radioterapia, se puede mencionar el propuesto por
Belostotski & Freedman (2005) en el cual se describe
la competicion de células sanas y cancerosas por
medio de ecuaciones de Lotka-Volterra y la accion de
las radiaciones se considera que esta sujeta a cua-
tro posibles modos de control en su administracion:
constante, lineal, de retroalimentacién y periédico; el
anterior modelo es completado por Freedman & Be-
lostotski (2009) que considera que la radiacion actaa
también sobre las células sanas; de la misma ma-
nera, otros modelos tienen en cuenta este ultimo as-
pecto tales como los propuestos por Jiménez & Her-
nandez (2011), ademas de Liu & Yang (2014), donde

desde el punto de vista matematico, estan basados en
sistemas de dos ODEs no lineales; en tanto que Isea
& Lonngren (2015) plantean un modelo consistente
en un sistema de tres ODEs no lineales. Un otro en-
foque de modelo multiescala para cancer fue formu-
lado por Ribba et al. (2006) con el fin de mejorar las
radioterapias. Radiacién peridédica ha sido consider-
ada por Liu et al. (2011) en un modelo que entre sus
soluciones conduce a la extincién de células. Es me-
nester indicar que para los tratamientos de radiote-
rapia es esencial considerar las leyes de crecimiento
tumoral tales como la de Gompertz y la denominada
“universal” como es explicado por Castorina et al.
(2007).

Modelos que implican combinaciones de
tratamientos también fueron desarrollados; asi,
de Pillis & Radunskaya (2003) consideran la res-
puesta inmunitaria y la quimioterapia para el
control de crecimiento de tumores y de Pillis et al.
(2006) dan una interpretacion bioldgica de este tipo
de modelos. Con base en el modelo planteado por
de Pillis & Radunskaya (2003) diferentes analisis
desde un punto de vista fisico-matematico han sido
desarrollados con el fin de describir la evolucion de
poblaciones de células cancerosas logrando aportes
notables a la ciencia no lineal aplicada a aspectos
médicos. Entre estos analisis conducentes a tipicos
comportamientos no lineales, se pueden mencionar
los trabajos realizados por Itik & Banks (2010),
donde se encuentran comportamientos cadticos; y
por Letellier et al. (2013) quienes por medio de
analisis de bifurcaciéon y topoldgico, encuentran
nuevas tendencias en la comprension del creci-
miento de ciertos tumores e incluso en la forma
del tratamiento aplicado a los mismos. Otros re-
finamientos de analisis de un modelo basado en
el de Itik & Banks (2010) fueron expuestos por
Galindo et al. (2015), una de cuyas conclusiones
mas importantes es la de proponer que la dinamica
cadtica puede estar en relacién con un mecanismo de
tratamiento conducente a una posible cura de cancer
a través de la eliminacién de células tumorales
para ciertos intervalos de valores de los parametros.
Un analisis exhaustivo del espacio de parametros
del modelo de cancer de de Pillis & Radunskaya
(2003) fue realizado por Gallas et al. (2014) donde
se determinan regiones caéticas e isoperiédicas que
podrian ser de suma utilidad en la planificaciéon
de tratamientos. El modelado de interacciones
entre células cancerosas, inmunes y virus bajo una
terapia oncolitica ha sido desarrollado por Eftimie
et al. (2016), en el que encuentran una dinamica
asintética compleja caracterizada por bifurcaciones
y caos. Un modelo anti-tumor que combina in-
munoterapia y quimioterapia fue propuesto por
Zhong et al. (2006) en el que se consideran fluc-
tuaciones en la tasa de crecimiento del tumor, una
forma inmune y una modulabilidad estacional débil
debida a la quimioterapia; cuyo resultado principal
es la induccion de resonancia estocastica por un
ruido multiplicativo puro en el sistema anti-tumor.
Para terminar con ejemplos de modelos combinando
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dos tipos de tratamiento, se puede resaltar aquel
que combina quimio y radioterapia planteado por
Ghaffari et al. (2016) donde después de un exhaus-
tivo analisis de los sistemas de ODEs concluyen en
que un tratamiento adecuado cambia la dinamica
del cancer y no solamente reduce las poblaciones de
células cancerosas.

Una amplia revision de diferentes modelos con-
cernientes a cancer y su tratamiento puede en-
contrarse en el libro editado por Preziosi (2003) y
también en los articulo de revision de Araujo &
McElwain (2004) y Bellomo et al. (2008). El libro
editado por Tan & Hanin (2008) contiene vasta in-
formacion acerca de modelos de cancer y sus aplica-
ciones.

El articulo esta estructurado de la siguiente ma-
nera: En la Sec. 2, se plantea un modelo describiendo
la dindmica poblacional de células malignas, nor-
males y efectoras, del cual se tienen dos variantes,
una de las cuales tiene en cuenta la accion de la ra-
diacion solo en las células cancerosas, en tanto que
la otra considera ademas que las células normales
sufren también esta influencia. El analisis de estabi-
lidad lineal para cada uno de los modelos es expuesto
en la Sec. 3. Las implicaciones de los resultados se
discuten en la Sec. 4 y finalmente en la Sec. 5 se dan
las conclusiones y perspectivas de esta investigacion.

2. MODELOS

Los modelos a ser considerados se basan en la
evolucion de las poblaciones de células cancerosas o
malignas M (t), normales o sanas N(t) y a las deno-
minadas efectoras inmunes F(t). La base del modelo
considera una competicion de tipo Lotka-Volterra en-
tre las células cancerosas y normales, ademas de una
competicion inhibitoria entre las malignas y efec-
toras; ademas, teniendo en cuenta que las efectoras
inmunes no se ven afectadas por las sanas. Con el
fin de facilitar la comprension del modelo, se asume
que para la situacién en la cual no interviene la ra-
diacion se tiene el modelo normalizado propuesto por
Itik & Banks (2010) que para el caso de la notacién
adoptada en este trabajo es:

dM
W:M(l—]\/f)—O'MNZ\/fN—O']\/[EME (1)
dN

dE eMFE

= " spuME —dgE.

dt ~ M+ kg PM = ®

Para obtener el sistema de ODEs anterior, se hizo
un rescalamiento de las variables que representan el
numero de células de cada tipo en términos de sus
capacidades de persistencia k;, en la forma:
M:£, NZl, EZE;
ky kn kg

(4)

similarmente, el tiempo se rescala como t = jif,
siendo /i, la tasa de crecimiento de las células ma-
lignas M, del mismo modo,  y £ son las correspon-

dientes a las células normales N y £ y donde los coe-
ficientes se consideran constantes. El rescalamiento
de las tasas de crecimiento de cada uno de los tipos
de células viene dado por:

(5)

v=—, €=

=
= o

Los coeficientes oxy representan las tasas de inac-
tivacion de las células X debidas a las Y y también
son rescaladas como:

OMNKN oMEKE
UMN:T7UME:T7 (6)
onmky cemkum
ONM = — > 0BEM =~ = - (7)

En tanto que los coeficientes restantes tienen como
rescalamiento:

kEszE,dE:fE. (8)
kar Iz

En las anteriores Ecs. (4)—(8), las variables con
tilde no son rescaladas. El significado del modelo es
el siguiente:

e La Ec. (1) indica que las células cancerosas cre-
cen logisticamente, siendo inhibidas tanto por
las células sanas y efectoras a través de oy y
o\ E Tespectivamente.

e La poblacién de células normales también crece
segun una distribucién logistica con una tasa
de crecimiento v y donde la poblacién es in-
hibida por las células cancerosas mediante el
factor o, como lo muestra la Ec. (2).

e En la Ec. (3), se tiene que el primer término
representa la activacion que producen las
células malignas en el sistema inmune y por
consiguiente en las células efectoras caracte-
rizadas por una tasa de crecimiento ¢, ligada
con el reconocimiento inmune y una capaci-
dad de persistencia k. Aunque las células can-
cerosas estimulan a las efectoras, también las
inhiben mediante el factor og); y finalmente,
las células efectoras tienen una tasa de morta-
lidad dada por dg. Este tipo de modelo fue am-
pliamente estudiado come se indic6 en la Sec. 1.

Si ahora, se tiene en cuenta el efecto de radiaciones
de dos maneras: (i) solo sobre las células cancerosas
y (ii) tanto sobre las células cancerosas como sobre
las sanas, el modelo para cada caso debe completarse
considerando la respectiva situacion.

2.1. Radiacién actuando solamente sobre las células
cancerosas

Primeramente, se considerara un modelo similar
al descrito por medio de las Ecs. (1)-(3) pero in-
cluyendo un término en la dinamica de las células
malignas que esta en relacién con los efectos de la ra-
diacién sobre estas y denotado por r que tiene como
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resultado el de reducir la poblacién de estas células.
Por lo tanto, la Ec. (1) para este caso toma la forma

dM

E :M(].—M) —(J']\/[]\]_]\j]\f—O']\4EJ\4'E’—7’]\47 (9)
completandose el modelo para este caso con las
Ecs. (2) y (3). Aunque en los inicios de la radiotera-
pia, se consideraba que las células cancerosas eran
mas radiosensibles que las normales como lo senalan
Bergonié & Tribondeau (1906), lo que se constituia
en una excelente justificacién para la utilizacién -en
ese entonces- de Rx para tratamientos de radiote-
rapia, tres décadas después, Wintz (1938) cuestion6
dicha aseveracion, quien ademads profundizé en de-
talles para un buen tratamiento y sefialé errores
tipicos en los mismos.

2.2. Radiacién actuando sobre las células
cancerosas y normales

Aunque en el modelo descrito en la Sec. 2.1 se con-
sider6 la hipétesis que las células cancerosas pre-
sentan mayor radiosensibilidad que las normales y
que por ende la radioterapia constituia una excelente
alternativa. Actualmente, se sabe pertinentemente
que la radiacién provoca también dafnos colaterales,
entre ellos el que pueden experimentar las células
normales adyacentes a las cancerosas. Por lo ante-
rior, un modelo mas completo vinculado al efecto de
la radiacion debe incluir también un término que dé
cuenta del mismo en las células normales. Asi, en la
Ec. (2), se introduce el término relacionado con la ra-
diacién r, acomparniado de un factor p que distingue el
efecto sobre las células malignas y normales. Por lo
tanto, para el modelo de accion de la radiacién sobre
células normales, se modifica la Ec. (2) por

% =vN(1—-N)—onyuMN —prN .
Es decir, el modelo completo para este caso estara
constituido por el conjunto de Ecs. (9), (10) y (3).

3. ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL

Considerando los modelos presentados en la Sec. 2
se realiz6 el andlisis de estabilidad lineal para
los mismos siguiendo la teoria expuesta en Nicolis
(1995) y una metodologia similar a la seguida por
Ramirez-Avila & Cabrera Lafuente (2001). Es decir,
se comienza por denotar el sistema de ODEs por

dX

== F(X,N),
siendo X el vector que contiene a las variables
dinamicas, en este caso: M, N y F; en tanto que \
representa a los parametros de control. Para comen-
zar con el analisis de estabilidad lineal, se considera
la existencia de un estado de referencia dado por X,
que sera el punto fijo, de manera que para la deter-
minacion de las caracteristicas de estabilidad del sis-
tema, se procede a aplicar una perturbacion z, por lo
que el estado del sistema en un instante de tiempo ¢
estara dado por:

(10)

(11)

Xt)=X, +z(). (12)

TABLA 1
CARACTERISTICAS DEL ANALISIS NO LINEAL PARA EL MODELO
SIN RADIACION

Punto fijo Autovalores Estabilidad
XM =1(0,0,0) {1,v,—dg} inestable
X® =(0,1,00) {-v,—dp,1—oyn} VerFig 1(a)
x® =1,0,00 {-1, a,v—oyu}  VerFig 1(b)

Derivando con respecto del tiempo la Ec. (12), te-
niendo en cuenta la Ec. (11) y haciendo un desarrollo
en serie de Taylor de ' alrededor de X, se encuentra
una forma homogénea para la evolucion del vector de
perturbacién dada por:
dz

siendo £ la parte lineal o matriz jacobiana de F eva-
luada en X, en tanto que h(z, \) es el vector que in-
cluye a las contribuciones no lineales, tales como al
diadico zz. La nulidad de la Ec. (11) permite hallar
los puntos fijos o singulares que en los casos de las
diferentes variantes del modelo son 6, de los cuales
los mas sencillos se muestran en las Tablas 1 (mo-
delo sin radiacion), 2 (radiaciéon actuando solo sobre
las células cancerosas) y 3 (cuando la radiacién actua
sobre ambos tipos de células: cancerosa y normales)
junto a los valores propios de la correspondiente
ecuacion caracteristica de la matriz linealizada y a
la caracterizacion de la estabilidad del sistema con-
siderando que los parametros varian en el intervalo
[0, 5]. Para simplificar la notacién de las expresiones,
se han definido: a« =¢ — B(opym +dg), B=kg+1Yy
v = 2=~. Con base en las ecuaciones caracteristicas
y sus correspondientes puntos fijos, se determinan
las regiones de estabilidad utilizando el método de
Routh-Hurwitz, correspondientes a las regiones co-
loreadas en las Figs. 1,2y 3.

La informacién obtenida del anélisis de estabilidad
lineal permite saber qué valores de los parametros
son permitidos y adecuados para realizar los experi-
mentos numéricos que permitan obtener las evolu-
ciones de las poblaciones de cada tipo de células.
Como se puede notar, las figuras obtenidas en esta
seccién no representan todas las posibilidades para
el estudio completo del sistema. Como se sefiald, so-
lamente se consideraron los tres primeros puntos fi-
jos (los mas sencillos en cuanto a las expresiones de
los mismos asi como de los autovalores y ecuaciones
caracteristicas). Los comentarios de cada una de las
figuras se dejan para la siguiente seccion, donde
se utilizaran las mismas para la seleccion de valo-
res de parametros a ser utilizados en la integracion
numérica de los sistemas de ecuaciones diferenciales
correspondientes a cada caso: (i) sin accion de la ra-
diacién; radiacion actuando sobre las células (ii) so-
lamente cancerosas, y (iii) cancerosas y normales.

(13)

4. RESULTADOS

Con base en las figuras halladas en la Sec. 3, se
escogen valores de los parametros que garanticen re-
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TABLA 2
CARACTERISTICAS DEL ANALISIS NO LINEAL PARA EL MODELO CON RADIACION SOLO PARA LAS CELULAS CANCEROSAS.
Punto fijo Autovalores Estabilidad
X&l) — (0’ 0, 0) {1 -7, _dE} inestable
XS‘Q) _ (0’170) {71/7 *dEylf"'*o'MN} Ver Figs. 2(a)—(c)

XY =(1-700 {-(1-r), ei=0=rldel

—r)=opm(=r)] onm(1—7)}  Ver Figs. 2(d)—~(f)

-

TABLA 3
CARACTERISTICAS DEL ANALISIS NO LINEAL PARA EL MODELO CON RADIACION TANTO PARA LAS CELULAS CANCEROSAS COMO
NORMALES.
Punto fijo Autovalores Estabilidad
Xﬁl) —(0,0,0) {1—r,—dg, —} Ver Figs. 3(a)—(c)

X = (0,-7,0)
X® = (1-r,0,0)

{1 —r+ouny,—de, vy}
{—(1 =), U=nlemenuBontonul _ gy, — dg, —vy — ona(1— 1)} Ver Figs. 3()-(0)

—T

Ver Figs. 3(d)—~(D)

punto fijo (0,1,0)

5~
4 |
dg 3+
24
14
P
4 —~— e
8 2 1 0 o T 2 3 4 >
(a) Y OMN
punto fijo (1,0,0) : opy = 1.875;v = d = 0.4688; kg = 1.0
5 e
4
oEM3
2
1
4 ~ |
P 1oz 3t
€

ONM

(b)

F1G. 1.— Regiones de estabilidad para el modelo sin radiacion
cuando los puntos fijos (a) X(TQ) =(0,1,0) y (b) X,@) =(1,0,0),
considerandose fijos los parametros o)/n, v, dg ¥ kg que toman
valores correspondientes a situaciones de estabilidad.

giones de estabilidad y con los mismos se obtiene la
evolucion de las poblaciones de cada tipo de células.

4.1. Modelo sin radiacion

Para el caso del modelo donde no actia la ra-
diacién se tiene de la Tabla 1 que el primer punto
fijo: X(Y = (0,0,0) es inestable puesto que se tienen
siempre dos autovalores positivos; en tanto que para
el segundo punto fijo: X = (0,1,0) se tiene una
region de estabilidad que se muestra en la Fig. 1(a).
Como ejemplo de los comportamientos que pueden
tenerse en las regiones de estabilidad, se muestran
las series temporales para dos condiciones iniciales
diferentes, una en la cual, la fraccién de células can-
cerosas es mas importante que la de las normales
(Fig. 4(a)) y la situacion opuesta (Fig. 4(b)). Variando
el parametro o,y se observa que a medida que este

aumenta, existe una tendencia a la sobrevivencia de
las células normales en detrimento de las cancerosas.

Cuando se considera el punto fijo X fjo’) = (1,0,0), se
pueden encontrar comportamientos oscilatorios re-
gulares (Fig. 5(a)) o cadticos (Fig. 5(b)).

4.2. Modelo con radiacién actuando solo sobre
células cancerosas

Como se puede ver de la Fig. 2, se tienen multiples
regiones de estabilidad y podrian analizarse cada
una de ellas. Sin embargo, aqui se limita el estudio a
los efectos del parametro r en los casos observados en
la Fig. 5. Asi, el comportamiento periédico reportado
en la Fig. 5(a), se transforma a uno caético (Fig. 6(a))
y a uno estacionario (Fig. 6(b)) donde la poblacion de
células normales se impone por efecto de la accién
de la radiacion a través del parametro r. La determi-
nacion de si se trata de un comportamiento caédtico
0 no, se la hace a través del calculo del maximo ex-
ponente de Lyapunov (\,,.,) del sistema con base en
el algoritmo desarrollado por Benettin et al. (1976).
Los valores de A\n..x en funcién de r se muestran
en la Fig. 6(c), donde se verifica el caracter caédtico
(Amax > 0) y estacionario (\,.x < 0) de las situa-
ciones mostradas en la Fig. 6(a)-(b).

4.3. Modelo con radiacién actuando sobre células
cancerosas y normales

Para el modelo en el que la radiacion actia tanto
sobre células cancerosas como normales, se tienen
aun mas regiones de estabilidad como se muestra en
la Fig. 3. Solo se analizaran los comportamientos os-
cilatorios obtenidos en las Figs. 5 y 6 para ver las
principales caracteristicas de la accion del parametro
p que se anade al parametro de radiaciéon r en la
acciéon sobre las células normales. En la Fig. 7 se
ve justamente como se modifica la evolucién de las
poblaciones celulares a medida que se cambia p. En
la Fig. 7(a) se calcula )\« en funcién de p, notandose
que existen intervalos con A\, > 0 (comportamiento
cadtico, mostrado en la Fig. 7(b)); con A\, ~ 0 (com-
portamiento con tendencia a ser periédico, mostrado
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punto fijo : (0,1,0) ; oyn =2.0
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43, =
(a) dp
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@ : 00 1 gl (e) )

punto fijo: (0,1,0) ; r =0.5

0 o 1 ” (b) v 0

punto fijo : (0,1,0) ; v = 2.0

2
ovn (c) dp 0o ! oMN

punto fijo : (1 —7,0,0);r =05

dp

Lo @

F1G. 2.— Regiones de estabilidad para el modelo con radiacién actuando solamente sobre las células cancerosas,para los puntos fijos
X 9) = (0,1,0) (fila superior) y X S’) = (1 — r,0,0) (fila inferior); considerandose fijos los parametros (a) o,y = 2.0, (b) » = 0.5, (¢)
v=20.Parar =05ykg =10:(d) v =20ydg =0.4688,(e) v =2.0yogny =20,y @® onn = 2.0y opny = 2.0. Los valores

anteriores corresponden a situaciones de estabilidad.
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F1G. 3.— Regiones de estabilidad para el modelo con radiacién actuando sobre ambos tipos de células (cancerosas y normales), para
los puntos fijos X ,(~1) = (0,0, 0) (fila superior), X 5«2) = (0, —,0) (fila central) y X $3) = (1 —r,0,0) (fila inferior); considerdandose fijos los
parametros (a) p = 0.5, (b) p = 1.0, (¢) p = 1.5. Parav = 2.0: (d) p = 0.5, (e) dg = 0.4688, y (f) oy s = 2.0. Finalmente, para r = 0.5,
dp =04688y kp =1.0:(@p=05yr=2.0,(h)p=05yocgy =2.0,ed) cpy = 2.0y v = 0.25. Los valores anteriores corresponden

a situaciones de estabilidad.

en la Fig. 7(c)); y con A\ < 0 (comportamiento esta-
cionario mostrado en la Fig. 7(d)—(f)). En la dltima
de las situaciones, se ve que a medida que aumenta
p, la poblacién de células normales disminuye. Asi,
en la Fig. 7(d) para un valor de p < 1, se tiene pre-
dominancia de células normales sobre las cancerosas
y efectoras; en tanto que para p = 1.300 (Fig. 7(e)),
la prevalencia de las células normales disminuye y
su fraccién es ligeramente superior a la de las can-
cerosas y efectoras que presentan valores similares;
mientras que para p = 1.900 (Fig. 7(f), las células
cancerosas y efectoras se tornan mdas importantes
que las normales.

5. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Se utilizé un modelo para la descripcion de la
dinamica poblacional de células cancerosas, nor-
males y efectoras cuya base radica en considerar
crecimientos de tipo logistico para las cancerosas
y normales, acompanados de competiciones de tipo
Lotka-Volterra; en tanto que para las efectoras se
tiene una competiciéon de tipo inhibitoria con las
células malignas. Se varié el modelo para incluir
el efecto de radiaciones ionizantes sobre las pobla-
ciones celulares, primero considerando que la ra-
diacion actia solamente sobre las células malignas y
posteriormente bajo la hipétesis de que la radiacion
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F1G. 4.— Evolucién temporal de las poblaciones de los tres tipos
de células para el modelo en el cual no se considera la accién
de la radiacién, se tiene el punto fijo X 5?) =(0,1,0) y cuando
los valores de los parametros son: oy = 1.18, oy = 1.0,
v = 2.0, ONM = 2.0, g = 1.0, kE = 1.0, OEM = 3.0 y ClE = 30,
cuando las condiciones iniciales son: (a) X, = (0.52,0.32,0.16) y
() X, = (0.32,0.52,0.16).
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F1G. 5.— Comportamiento dindamico de las poblaciones de los
tres tipos de células para el modelo en el cual no se consi-
dera la accién de la radiacion, cuando se tiene el punto fijo
X&S) = (1,0,0), con condiciones iniciales X, = (0.52,0.32,0.16) y
teniendo valores para los parametros: oy = 1.0, oy = 2.5,
v=0.6,ony = 1.5, kE =1.0,0gpm =0.2 y dE = 0.5, teniéndose
comportamientos: (a) regular con ¢ = 3.0y (b) cadtico con e = 4.5.

también actua sobre las células normales. Se realiz6
el analisis de estabilidad lineal para las tres varian-

tes del modelo, encontrandose los puntos fijos, las
ecuaciones caracteristicas y los autovalores, infor-
macion con la cual se determinaron las diferentes re-
giones de estabilidad de acuerdo con los valores de
los parametros. Debido a la gran diversidad de estas
regiones, se trabajo con las situaciones mas sencillas,
teniendo como premisa el enfocarse en los efectos de
la radiacién en las diferentes poblaciones celulares,
a través de los parametros ligados a la radiacién.

El analisis anterior nos indica que la radiacién
a través de los parametros » y p juega un rol im-
portante en la dindmica poblacional de los tres
tipos de células y que un estudio detallado del es-
pacio de parametros mediante, por ejemplo, expo-
nentes de Lyapunov, podria dar indicaciones impor-
tantes acerca de qué valores deberian considerarse
para lograr la disminucién de las células cancerosas
sin detrimento de las normales cuando la radiacién
actda sobre las mismas. La conexion del modelo, en
el cual la accién de la radiacién es tanto sobre las
células cancerosas como las normales, con los as-
pectos ligados a los tratamientos de radioterapia se
puede efectuar mediante el conocimiento de las ra-
diosensibilidades de los diferentes organos, y a los
denominados factores de calidad del tipo de radiacién
sobre estos organos; informacién que es accesible.
Las radiosensibilidades y factores de calidad tienen
una relacion estrecha con el parametro p, en tanto
que el parametro r esta mas bien ligados con la dosis
de radiaci6n empleada

Si bien los modelos juegan un rol muy importante
en lo que a mejoramiento de tratamientos radioter-
apeuticos se refiere, se deben también incorporar en
los mismos, situaciones facticas tales como la necesi-
dad del fraccionamiento de las dosis debidas a las
denominadas 4 Rs propuestas por Withers (1975):
Reparacién del dano subletal en células normales y
neoplasicas, Reoxigenacion del tumor, Redistribucion
a través del ciclo de division, y Regeneracion de las
células normales y malignas que sobrevivieron en-
tre las dosis fraccionadas que se suministraron. Una
quinta R es mencionada por Bentzen (2010), la Ra-
diosensibilidad que es un factor importante en los re-
sultados de la radioterapia pero que no juega ningin
rol en el intervalo de interfraccionamiento de dosis,
por lo que tiene un caracter diferente de las otras R.
También se puede considerar el denominado efecto
espectador inducido por la radiacién (RIBE, por su
sigla en inglés) que basicamente consiste, como lo
sefiala Baskar et al. (2014), en el dano de drganos
distantes a los blancos de radioterapia y no sélo a
células adyacentes como se creia. Todos estos aspec-
tos podrian ser considerados en ulteriores usos del
modelo propuesto y asi tener como perspectiva, la ob-
tencion de resultados mas reales que coadyuven en
un mejor y eficaz tratamiento.
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RESUMEN

Se describe el proceso de intercomparacién y calibracion realizado en noviembre de 2014 y
julio de 2015 a dos solmaforos ? (con nimeros de serie 334 y 373). El objeto del procedimiento
fue garantizar que las medidas de indice ultravioleta realizadas por los solméaforos fuesen
exactas bajo condiciones atmosféricas de la ciudad de La Paz. Como resultado de la inter-
comparacién de 2014 se tuvo que realizar ajustes de calibracion a ambos solmaéaforos; dicha
calibracién resulté exitosa en el solmaforo 373, pero no asi en el solmaforo 334, debiendo
éste regresar a fabrica para corregir esa deficiencia y otras encontradas. Al retorno desde
fabrica, la intercomparacion del 334 nuevamente mostré inexactitud por lo que se sometié a
otro a ajuste de calibracion, lograndose medidas suficientemente exactas del indice ultravi-
oleta para el propésito de alertar y prevenir a la poblacién sobre los riesgos de una excesiva
exposicién al Sol.

Cédigo(s) PACS: 85.60.q — 92.70.Cp — 01.40.d

Descriptores: Sensores opto electrénicos — Atmésfera — Educacion

ABSTRACT

The process of calibration and comparison of two “solméaforos”, ultraviolet index (UV In-
dex) warning signals designed to provide a real-time indication of the sun§ UV intensity
in an easy to read traffic light design, (serial numbers 334 and 373) carried out in Novem-
ber 2014 and July 2015 is described. The purpose of the procedure was to ensure that the
UV index measurements made by the “solméaforos” were accurate under the specific atmo-
spheric conditions of the city of La Paz, Bolivia. In 2014 results indicated that calibration
adjustments were necessary for both “solmaforos”. Recalibration was successful for the 373
equipment however the 334 series had to be returned to the factory to be reset. Upon return
from factory, the inter-comparison of the 334 again showed inaccuracy and it was submitted
to another calibration adjustment. Finally, sufficiently accurate measurements of the ultra-
violet index were obtained for the purpose of alerting and preventing the population about
the risks of excessive sun exposure.

Subject headings: Optoelectronic devices — Atmosphere — Education

1. INTRODUCCION Y ANTECEDENTES

Desde 1996 el Laboratorio de Fisica de la
Atmosfera (LFA), en ese entonces llamado Laborato-
rio de Ozono y Radiacién Ultravioleta (LORUYV) real-
iza mediciones tanto la radiacién ultravioleta (RUV)
asi como la capa de ozono desde el campus uni-
versitario de la Universidad Mayor de San Andrés
(UMSA), ubicado en la zona de Cota Cota de la ciu-

TEmail: rene.gutierrez@chacaltaya.edu.bo
a8 Equipo que mide la radiacién ultravioleta y despliega el valor
de indice ultravioleta en una escala de cinco colores que tiene
apariencia de semaforo

dad de La Paz, Bolivia. Debido a los elevados indices
de RUV medidos en La Paz, asi como mediciones de
la RUV en otros lugares de Bolivia, como las real-
izadas por Marcos F. Andrade (2007) en el Salar de
Uyuni, por F. Zaratti (2003) en la montafia de Cha-
caltaya y por L.K Fanola (2012) en Sica Sica, el LFA
viene desarrollando anualmente la Campana de la
RUYV, que es una actividad universitaria de Inter-
accion Social que tiene por objetivo informar, educar
y prevenir a la poblacién sobre los riesgos que con-
lleva una excesiva exposiciéon a la RUV.

En el marco de la mencionada Campana, en julio
de 2014, por iniciativa del LFA del Instituto de In-
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A

F1G. 1.— Sensores y domo del Brewer en Cota Cota (La Paz)
3430 msnm.

vestigaciones Fisicas (ITF) de la UMSA , se firm6
un convenio entre el Gobierno Auténomo Municipal
de La Paz (GAMLP), la UMSA y el Banco Solidario
S.A., para la implementacién del proyecto denomi-
nado “Solmaéaforos”.

Entre las responsabilidades asumidas por las ins-
tituciones participantes del proyecto se hallan esen-
cialmente: por parte de la UMSA, a través del LFA,
garantizar la fiabilidad de la informacién cientifica
que se difundira a la poblacion por medio de los
solmaforos; por parte del GAMLP, proporcionar los
espacios fisicos publicos en la ciudad de La Paz y
los medios para el funcionamiento de los solmaforos;
y por parte del Banco Solidario, la compra de los
solmaforos.

En ese contexto el proyecto logr6 la compra de dos
solmaforos, fabricados en Chile por OptoElectronica
Icalma(OEI), con nimeros de serie 334 y 373.

2. DESCRIPCION EXPERIMENTAL
2.1. Instrumentos

El procedimiento de intercomparacion y cali-
bracién de los solmaforos empleé como patrén el es-
pectrofotémetro Brewer # 56 (Fig. 1), que mide la in-
tensidad espectral y total de la UV cada 30 min, en
la banda que va desde 290 nm hasta 325 nm, con in-
tervalos de 0.5 nm; calculando con esas medidas el
IUV; adicionalmente proporciona datos extrapolados
hasta 400nm, el angulo cenital respectivo para cada
dato de UV. Ademas, examinando la absorcion de la
radiacion solar en ciertas longitudes de onda de UV,
determina la columna total de ozono.

De acuerdo al fabricante OEI (2014) el solmaforo
esta construido en base a un sensor ultravioleta,
de material semiconductor (AlGaInN) de banda an-
cha que incluye un filtro que reproduce el espec-
tro de accion de eritema definido por A. McKinley
(1987), por lo que mide la irradiancia ultravioleta
(UV) eritémicamente efectiva y estaria catalogado
por la WMO (2005) como un instrumento tipo “B-1".
Segtun lo expresa OEI, el sensor GUVB-T11GD incor-
porado estaria certificado por el fabricante (Genicom)
y las medidas del solmaforo estarian certificadas por
el Departamento de Fisica de la Universidad de San-
tiago de Chile. Segun el fabricante OEI (2014) dicho
Departamento de Fisica realiza una medicién com-
parativa de la radiacién UV-B entre el solmaforo y un

TABLA 1
CATEGORIAS DE EXPOSICION A LA RADIACION UV
Categoria de exposicion Valores del IUV Color
Baja <2 Verde
Moderada 3ab Amarillo
Alta 6a7 Naranja
MuyAlta 8al0 Rojo
Extremadamente alta > 11 Violeta

F1G. 2.— Solmaforos 334 y 373 adquiridos para el proyecto

detector “Solar Light” PMA1101 calibrado en fabrica,
empleando una lampara de luz UV. Adicionalmente
el fabricante detalla que el proceso de comparacién
consiste en realizar mediciones de la radiacion UV-B
con uno de los sensores, colocado a cierta distancia
de la fuente y luego al doble de distancia; para final-
mente repetir el procedimiento con el otro sensor y
comparar los resultados de las mediciones para evi-
denciar que no exista una discrepancia mayor al 5%.

Como se aprecia en la Fig. 2 los resultados de la
medicion del sensor son desplegados para el publico
utilizando un panel de LEDs de colores que tiene
apariencia de semaforo. Siguiendo las recomenda-
ciones de la OMS (2003), el despliegue de la in-
formacion del IUV (indice ultravioleta) a través del
solmaéaforo debe utilizar cinco colores, que se detallan
en la Tabla 1.

2.2. Intercomparacion cualitativa

El 12 de noviembre de 2014 se realizé una inter-
comparacién cualitativa, en el sentido que sélo se
emplearia el panel de colores del solmaforo como
medida del IUV, mientras que utilizamos una in-
terpolacion para el IUV de referencia obtenido del
Brewer. Los tres instrumentos se ubicaron en la te-
rraza del LFA en el Campus Universitario de Cota
Cota (Fig. 1).

El procedimiento desarrollado consistiéo en regis-
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TABLA 2 TABLA 3
IUV MEDIDO POR BREWER 12 DE NOVIEMBRE DE 2014 REGISTROS PARA EL SOLMAFORO 373
Hora Local IUv Hora local SOL 373 IUV(ref) Respuesta
7:02 0.40 13:04 Violeta 13.4 Coherente
7:31 0.98 13:38 Violeta 12.2 Coherente
8:01 1.58 14:04 Violeta 10.9 Coherente
8:31 3.29 14:32 Violeta 9.3 Discrepa
9:01 4.99 15:02 Violeta 7.2 Discrepa
9:31 6.83 15:13 Violeta+Rojo 6.5 Discrepa
10:01 8.71 15:18 Rojo 6.1 Discrepa
10:31 10.75 15:37 Rojo+Naranja 4.8 Discrepa
11:01 12.16 15:42 Rojo+Naranja 4.5 Discrepa
11:31 13.22 15:47 Naranja 4.2 Discrepa
12:01 13.80 16:00 Naranja+Amarillo 3.4 Discrepa
12:31 13.84 16:32 Amarillo 1.8 Discrepa
13:01 13.44 17:13 Amarillo 1.0 Discrepa
13:31 12.35 17:30 Amarillo+Verde 1.3 Discrepa
14:01 10.90
14:31 9.17
15:01 7.33
15:31 5.37 TABLA4
16:01 3.97 REGISTROS PARA EL SOLMAFORO 334
13(3)} ?ﬁ) Hora Local SOL 334 IUV(ref) Respuesta
. ’ 13:04 Violeta 13.4 Coherente
13:38 Violeta 12.2 Coherente
14:04 Violeta 10.9 Coherente
14:32 Violeta 9.3 Discrepa
14} 15:02 Violeta 7.2 Discrepa
12L 15:13 Violeta 6.5 Discrepa
15:18 Violeta 6.1 Discrepa
10 15:37 Violeta 4.8 Discrepa
= 8f 15:42 Rojo 4.5 Discrepa
= 15:47 Rojo 4.2 Discrepa
16:00 Naranja 3.4 Discrepa
4r 16:32 Amarillo 1.8 Discrepa
2t 17:13 Sin color 1.0 No responde
" | Y 17:30 Sin color 1.3 No responde
06:00 09:00 12:00 15:00 18:00
Hora local
F1G. 3.— IUV medido por Brewer y polinomio de mejor cor- TABLA 5
relacién de ajuste a los datos: 192.967 — 1594.09z + 3895.38z2 — REGISTROS DEL IUV PARA EL BREWER Y SOLMAFOROS 373,
933.927x3 — 6483.44x* + 5309.672°. 334
trar el color desplegado por los solmaforos aproxi- Hora Local Brewer SOL 373 SOL 334
madamente cada 30 minutos o cuando el solméaforo 8:01 1.77 4.20 4.20
cambia a otro color, esto se muestra en las primeras 8:31 2.75 5.35 5.97
dos columnas de la Tabla 3. Paralelamente se deja 9:01 5.34 7.74 10.53
que el Brewer realice su rutina normal, medicién del 9:31 7.40 10.26 15.78
IUV aproximadamente cada 30 minutos, ver Tabla 2.  10:01 9.64 14.74 23.80
A fin de conocer el IUV de referencia en el instante 10:31 10.87 13.29 20.9
. . 11:01 10.48 18.67 30.2
que se registran los colores o cambios de colores en 1181 13.95 18.97 30.3
los solmaforos, se realiza un ajuste polinomial a los 19:01 1351 23.85 385

datos de la Tabla 2. Como resultado se hallé que el
mejor ajuste es logrado con un polinomio de quinto
grado (Fig. 3).

Con el polinomio hallado se calcula el IUV de
referencia para la hora local de la Tabla 3 y se
analiza la coherencia de la respuesta del solméaforo
considerando los rangos de IUV establecidos en la
Tabla 1; los resultados se muestran en las dltimas
dos columnas de la Tabla 3.

De modo similar se procede con el solmaforo 334,
cuyos resultados se muestran en la Tabla 4.

De las Tablas 3 y 4 se evidencia que la respuesta

de ambos solméaforos no es satisfactoria, debido a que
el umbral para encender el violeta estd muy por de-
bajo de las definiciones de la OMS (2003) UV > 11).
El solmaforo 373 tiene por umbral un IUV 6.5, el
solmaforo 334 tiene un umbral de 4.5. Consecuente-
mente ninguno de los otros colores responde a dichas
definiciones.

2.3. Intercomparacion cuantitativa
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F1G. 5.— Intercomparacién luego de la primera calibracion.

Debido a que la escala de cinco colores de la OMS
(2003) presenta rangos del IUV inadecuados para
una comparacion precisa contra un instrumento que
entrega valores numéricos, se opt6é por medir el IUV
del solmaforo, esto se consiguié conectando un ca-
ble plug stereo al punto de conexiéon que posee el
solmaforo en su base. En uno de los dos canales del
plug stereo se tiene un voltaje diferente de cero y es
en éste que se obtiene el IUV al multiplicar el voltaje
por 10.

Nuevamente se ubican los sensores como en la
Fig. 1 y se registran los valores de IUV de ambos
solmaforos simultaneamente al registro del IUV de
referencia (Brewer) desde las 8 hasta las 12 horas
(Tabla 5).

Como se aprecia en la Fig. 4, el IUV de los
solmaforos no es coherente entre ellos, y menos res-
pecto del Brewer. Los IUV reportados a medio dia
son cercanos a 25 para el solmaforo 373 y 40 para el
solmaforo 334 , mientras el IUV de Brewer es 13.5.

La inexactitud de ambos solmaforos es muy noto-
ria, sobre todo para indices mayores a 10, por lo que
una calibracién es requerida.

Se hizo una primera calibracion a ambos
solmaforos el dia 25 de noviembre de 2014 a
horas 10:00. Dicha calibracion consisti6 en ajustar el
potenciometro al que se tiene acceso desde la parte
inferior del solméaforo, hasta que el IUV del mismo
sea igual al IUV del Brewer.

Durante el proceso de calibrado se advirtié que el
IUV del solmaforo 334 no podia ser disminuido a va-
lores menores de 20, mientras que el solmaforo 373

@ Brewar
o Sol 373
W Sol 334

v

TR U SR T A U
16:00

Hora local

F1G. 6.— Intercomparacion luego de la segunda calibracién.
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F1G. 7.— Intercomparacién del 28 de julio, luego de ajustes en
fabrica al solméaforo 334.

si pudo ser calibrado al IUV de ese instante: 12.42.

Para verificar que la primera calibracion hubiera
sido satisfactoria se hicieron algunas mediciones
con luz solar directa (Fig. 5). Sin embargo con-
tinda existiendo una diferencia importante entre el
solmaforo 373 y Brewer; y peor aun para el solmaforo
334. Por lo que se hizo una segunda calibracién a am-
bos solmaforos, el 334 con la limitante ya senalada.

Después de la segunda calibracién los valores de
IUV del solmaforo 373 discrepan como mucho en
una unidad (Fig. 6), excepto por el dato de las 15:30
en el que las nubes y la medida instantanea del
solmaéaforo ocasionaron un desacuerdo mayor. E1 IUV
del solmaforo 334 sigue siendo muy elevado respecto
del Brewer cuando el IUV es mayor a 5, sin embargo
para IUV menor a 2 existe mayor coherencia entre el
solméaforo 334 y el Brewer.

Como consecuencia de estas dos calibraciones el
solméaforo 373 quedé6 adecuado para su instalacién y
funcionamiento publico, mientras que se devolvié a
fabrica el solmaforo 334, para que se ajustaran las
deficiencias encontradas.

2.4. Intercomparacion luego de arreglos en fabrica

El solmaforo 334 retorné de fabrica en julio de 2015
y se realizaron nuevamente las tareas de intercom-
paracion y calibracién a ambos solméaforos.

El 28 de julio de 2015, luego de apenas dos medi-
ciones de IUV, se evidencié que el solmaforo recién
llegado de fabrica (el 334) estaba midiendo todavia
un elevado IUV (Fig. 7); por lo que se realizé la cali-
bracién correspondiente tomando como referencia el
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F1G. 10.— Intercomparacién del 31 de julio.

dato del Brewer de las 10 de la manana.

Una nueva intercomparacién se realiza el 29 de
julio de 2015; para ella se ajusta un polinomio a los
datos de Brewer a fin de poder interpolar el IUV
para cualquier instante, con la diferencia que en este
caso el polinomio adecuado apenas es de tercer grado
(Fig. 8).

La intercomparacin del 29 de julio (Fig. 9) mues-
tra que aun existe una discrepancia de ambos
solmaéaforos en relacién al IUV de referencia, que se
incrementa para indices altos (medio dia), por tal
razon se realizé una nueva calibracion de los dos
solmaforos el dia 30 de julio a las 12:30. Asi se garan-
tizaria una buena calibracién para valores elevados
de IUV, que son los que interesa medir con mejor
exactitud, debido a que son los valores de mayor im-
portancia para el propédsito de alerta y prevencion
que tiene el solmaforo.

Finalmente luego de la calibraciéon de medio dia del
30 de julio se tiene la ultima y definitiva intercom-
paracion (Fig. 10).
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RESUMEN

El argumento Einstein-Podolsky-Rosen estableci6 las bases para discernir entre Teorias de
Variables Ocultas y mecénica cuantica asi como para desarrollar conceptos, tales como la
teletransportacion de particulas. El planteamiento de la paradoja ha evolucionado, sim-
plificandose en algunos aspectos y llegando a ser formulado matematicamente por John Bell;
lo que permitié la realizacién de experimentos que determinen la validez de la mecénica
cuantica e incursionar en la teletransportaciéon de fotones. Los experimentos de Aspect
mostraron que una de las desigualdades de Bell era quebrantada, con lo que las Teorias
de Variables Ocultas no son correctas. Adicionalmente, la experiencia de Zeilinger tuvo éxito
en la transportacién de informacién mediante el uso de fotones anticorrelacionados.

Descriptores: Entrelazamiento cudntico - paradoja EPR - desigualdades de Bell - teletrans-
portacion

Cédigo(s) PACS: 03.65.-w — 03.65.Ca — 03.67.-a

Descriptores: Mecanica cuantica — Formalismo mecanico cuantico — Informacion cuantica

ABSTRACT

The Einstein-Podolsky-Rosen argument established the basis for distinguishing between
Hidden Variable Theories and Quantum Mechanics, as well as, developing concepts such as
particle teleportation. The approach of the paradox has evolved and has been simplified to the
point that it was formulated mathematically by John Bell. This made possible experiments
that determined the validity of quantum mechanics and made way for the exploration of
photon teleportation. The experiments carried out by Aspect have shown that one of Bell§
inequalities was violated and, therefore, Hidden Variable Theories are incorrect. Moreover,
the experience of Zeilinger has had success in teleporting information through the usage of
anti-correlated photons.

Subject headings: Quantum mechanics — Quantum mechanics formalism — Quantum infor-

mation

1. INTRODUCCION

Durante el establecimiento de la mecénica
cuantica como teoria, se hicieron cuestionamientos
a la validez de sus predicciones. Tal es el caso del
plantemaniento de Einstein junto con sus entonces
estudiantes Podolsky y Rosen, conocido como la
paradoja Einstein- Podolsky- Rosen (EPR). Esta
paradoja inicialmente pensada para refutar la
teoria, sent6 las bases para obtener la evidencia
necesaria para sustentar la mecdnica cudntica
frente al punto de vista local y determinista.

La premisa inicial de la paradoja EPR consistia
en un gedankenexperiment ' que mostraba que la

1 El término aleman gedankenexperiment se refiere al
planteamiento pensado de algtin experimento sin recurrir a la ex-
perimentacién propiamente

mecanica cuantica era una teoria incompleta. Segin
la percepcion de EPR, una teoria es completa si cada
elemento de la realidad fisica tiene su contraparte
en la teoria. Establecieron entonces un criterio para
distinguir los elementos de la realidad: si se puede
predecir con certeza el valor de una magnitud fisica
sin pertubar al sistema, existe entonces algun ele-
mento de la realidad fisica correspondiente a dicha
magnitud.

El sistema del experimento planteado es un par de
particulas entrelazadas alejadas entre si a una dis-
tancia en la que no se puede comunicar informacion
de una a la otra. Finalmente, se realiza una medicién
de un observable (que tenga su contraparte con la
cual no conmuta, como son la posicién y el momento)
en una de las particulas; mientras que la otra adop-
tara un valor opuesto por el entrelazamiento. Segin
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el criterio adoptado, al poder predecir el observable
de la segunda particula, entonces deben existir ele-
mentos de la realidad anteriores a la observacion que
determinen los valores asumidos por las variables;
dichos elementos no son incluidos en la mecanica
cuantica y, por lo tanto, es una teoria incompleta. Los
defensores de la teoria cuestionada argumentaron
que los observables no tienen realidad simultanea
hasta que cada uno es medido independientemente;
por lo tanto, no puede concluirse nada determinante
a partir del anterior criterio. En cambio, el hecho de
que al medir una variable de una de las particulas,
la otra adoptase un valor de manera instantanea era
una accién fantasmal a distancia segun Einstein y
solo podia ser explicada si se introducian variables
desconocidas que preserven los criterios de locali-
dad y causalidad. A estas teorias se las denominé
genéricamente Teorias de Variables Ocultas (TVO).

Afos mas tarde se planteé una versién simplifi-
cada de la paradoja por Bohm & Aharonov (1957).
Bajo el nuevo andlisis se consideré el espin de dos
particulas entrelazadas, de manera que no solo se re-
dujo el problema a una sola variable, sino que cuan-
tiz6 los posibles valores de las variables; puesto que,
en cualquier experimento realizable, el espin de una
particula solo adopta uno de dos valores en una di-
reccién en particular.

1.1. Teorema de Bell

En medio de este panorama, John Bell planteé la
paradoja de manera formal, tomando en cuenta una
teoria genérica de variables ocultas, basada en las
ideas de localidad y determinismo para asi obtener la
correlacion de los espines de particulas entrelazadas
en un experimento de tipo Bohm. El resultado de
su razonamiento concluy6 con una serie de desigual-
dades que dicho sistema debia cumplir bajo la expli-
cacién de cualquier TVO; sin embargo, de violarse
alguna desigualdad, ninguna TVO puede explicar el
comportamiento de dicho sistema.

El teorema de Bell se basa en dos hipétesis:

e Determinismo. Se refiere a la informacién su-
plementaria a la contenida en la funcién de es-
tado para especificar completamente el valor de
todos los observables de un sistema.

e Localidad. El producto de ambos observables
dependera, en general, del estado del par. A su
vez toda informacion debe ser comunicada bajo
los principios de la invarianza de la velocidad
de la luz en el vacio.

Existen dos clases principales de TVO. Una recibe
el nombre de no contextual, en la cual el estado com-
pleto del sistema determina el valor de una cantidad
que se obtendra mediante cualquier procedimiento
de medicion estandar de esa cantidad. La otra, que se
suele llamar contextual, esta definida como el valor
obtenido que depende de qué cantidades se miden si-
multaneamente.

El teorema de Bell es el nombre colectivo de una
familia de resultados, todos mostrando la imposibili-

dad de una interpretacion local y determinista de la
mecanica cuantica.

Estas desigualdades fueron reportadas y de-
mostradas por Bell (1964), una de ellas representaba
el mayor conflicto entre la mecanica cuantica y las
TVO’s: . .

1+ P(b,¢) > |P(d,b) — P(a,c))| (D

Sin embargo, por la dificultad de implementar las
implicancias experimentales de la misma, se utiliza
otra formulacién de la desigualdad, reportada por
Clauser, et. al. (1969).

S| <2 (2)
donde:
S = E(a@,b) — E(@,b') + E(@',b)+ E(@’,b")

es la suma de las correlaciones de los 4 diferentes es-
tados posibles de dos particulas A y B de un mismo
par, denominados estados de Bell 2. Cada correlacién
se debe a las propiedades de ambas particulas de un
mismo par. En tanto que la preservacién de la igual-
dad requiere de la mediciéon en 4 distintas orienta-
ciones.

La importancia del resultado de Bell radica en
colocar, por primera vez, la disyuntiva filoséfica
planteada por la paradoja EPR en términos cuanti-
tativos susceptibles de verificacion experimental. La
conclusion inmediata fue que ninguna teoria realista
y local puede estar de acuerdo con todas las implica-
ciones estadisticas de la mecanica cuantica.

Las cuestiones logicas y metodoldgicas lidian con
el problema de si se puede deducir legitimamente de
estas investigaciones que la mecanica cuantica no es
local, y si los datos experimentales prueban defini-
tivamente que se han violado las desigualdades de
Bell.

1.2. Teletransportacion

El concepto de teletransportaciéon subyace en la
idea de que en experimentos como el planteado por
Bohm-Aharonov, los espines de los electrones estan
anticorrelacionados, de manera que al medir uno de
ellos el otro estara en direccién opuesta. Por lo tanto,
si en el proceso de medicion de la primera particula
se la entrelazara con otra cuyas propiedades quieren
ser transportadas, entonces estas propiedades se
transferirian a la segunda particula debido al entre-
lazamiento inicial.

Estas ideas fueron fortalecidas con el desarrollo
del formalismo cuantico 3 y experimentalmente de-
mostradas con un analogo luminoso. Para tratar con
este problema es necesario definir el estado de un
sistema (denotado por |¢) >), si este consiste de los
espines de 2 particulas, que pueden ser arriba (1) o
abajo ({), el estado genérico del sistema sera:

W >= Z1| T7T> +Z2| T7\lf> +Z3| \1'7 T> +Z4‘ ‘l’? \l/> (3)

2 Los estados de Bell son detallados en Bell (1964)

3 La formulacién matematica del procedimiento ideal para la
teletransportacién de particulas entrelazadas se encuentra de
forma detallada en Bouwmeester et. al. (1997)
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TABLA 1
INSTRUCCIONES PARA B TRAS RECIBIR LOS RESULTADOS DE A

Espin A | Espin X Instrucciones para B
1 — Ninguna
1 — Rotacion alrededor del eje Z
1 — Rotacién alrededor del eje X
+ “— Rotacion alrededor del eje Y

donde los coeficientes z; elevados al cuadrado son las
probabilidades de que el estado sea el término al cual
modulan; por lo tanto, debe cumplirse que > 22 = 1.

En el caso particular de un estado entrelazado de
dos particulas A y B (denominado estado singulete)
se tiene que el sistema esta definido por:

1
ﬁ

que indica que las orientaciones de los espines estan
anticorrelacionadas y que cada uno de los posibles
estados tiene 50% de probabilidad de ser medido. La
particula A actda como un intermediario para trans-
portar la informacién; mientras que la particula B es
modificada segin la informacién que recibe de A.

Por otro lado, se cuenta con una particula X, que
es la que se quiere transportar y cuyo estado general
es:

| >=a| > +b| |> (5)

Entonces el estado inicial de los tres espines es *:

1
ﬁ[cd T? T7 \l/> +b‘ ‘l’? Ta \L> —CL| Ta \LaT> _b| \La \L(a6/];>]

donde cada subestado describe el espin de las
particulas X, Ay B en ese orden.

A partir de este estado, se deben realizar una serie
de operaciones para alterarlo de tal manera que se
transfieran las propiedades de X hacia B, es decir,
atribuir los coeficientes del estado X a la particula B.
La serie de operaciones a realizar son:

[ >=

e Una operacién C-X entre A y X, que es equiva-
lente a cambiar la orientacién del espin de A si
y solo si el espin de X es abajo ()

e Medir el espin de A en una direccién (z).

e Rotar el eje del espin 90° ® y medir el espin de
X en esa direccion (x).

Una vez realizadas las mediciones, se deben enviar
los resultados hechos por el manipulante de A y X
al manipulante de B por cualquier otro medio, para
que se realicen las operaciones finales descritas en la
Tabla 1.

El resultado final es que, al haber medido el espin
de las particulas A y X, ninguna conserva su estado
inicial. Sin embargo, el estado final de la particula B
es una superposicién de espin arriba (+) y abajo (-),

4 La demostracién rigurosa se muestra en Premelc (2007)
5 La medicién del espin tras una rotacién de 90° es equivalente
a la medicion en la direccién izquierda (+) y derecha (—)
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S: Fuente de luz
FM: Fotomultiplicador

CS: Conteos simples
CC: Conteos de coincidencia

Fi1G. 1.— Esquema del segundo experimento de Aspect en el
cual, los fotones con orientaciones a y b, en respuesta a los po-
larizadores, son detectados por fotomultiplicadores para realizar
conteos simples y por coincidencia

con coeficientes a y b respectivamente, es decir, la in-
formacién cuantica se ha transferido de la particula
X a la particula B.

2. METODOLOGIA
2.1. Experimentos de Aspect

El cientifico suizo Alain Aspect verifico que la se-
gunda desigualdad de Bell no se cumple luego de
haber realizado tres experimentos entre 1981 y 1982,
dos de ellos (el primero y el tercero) utilizaron me-
didas de un canal; mientras que el segundo utilizé
medidas de dos canales y es el que proporcioné evi-
dencias contundentes en contra de las TVO.

El primer experimento se detalla en Aspect, Dabi-
lard & Roger (1981) y consistié en la medicién de
la correlacion de fotones polarizados en la regién del
visible. Los fotones de polarizacion correlacionada
fueron obtenidos a través de decaimientos en cas-
cada de atomos de calcio. El arreglo permitié obtener
datos para diferentes distancias entre la fuente y
los polarizadores, asi como todo el rango de orienta-
ciones relativas de los polarizadores (360°).

El segundo experimento fue, segin Aspect, una
transposicién directa del esquema ideal de Einstein-
Podolsky-Rosen-Bohm, asi lo dio a conocer en As-
pect, Grangier & Roger (1982). El arreglo se mues-
tra esquematicamente en la Fig. 1 y fue optimizado
de tal manera que se midieron todas las orienta-
ciones posibles de los fotones y no solo aquellas que
coincidian con la orientacion de los polarizadores.
En este sentido, se reemplazaron los polarizadores
lineales por otros de canales y seguidos de dos fo-
tomultiplicadores; estas modificaciones asemejaron
la medicién de la polarizacién de los fotones a una
medicién de Stern-Gerlach de espines 1/2.

El tercer experimento hizo uso dos pares de po-
larizadores variables que poseian la propiedad de
cambiar entre dos orientaciones en un tiempo corto
(10 ns) comparado con el transito del fotén entre los
polarizadores (40 ns). Las sefales fueron captadas
por un analizador de tiempo variable siguiendo el
esquema de los anteriores experimentos. Este ex-
perimento se detalla en Aspect, Dalibard & Roger
(1982).
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F1G. 2.— Arreglo experimental del experimento en Innsbruck

En su ultimo experimento, Aspect utilizé polar-
izadores variables; sin embargo, la mayor dificultad,
no resuelta en su experiencia, fue la aleatoriedad
de la razén de cambio de orientaciéon. Aspect trabajé
con sefiales cuasiperiédicas que aun conservaban un
caracter determinista. El problema surge a raiz de
las condiciones de localidad al plantear el teorema
de Bell, el cual impone que la eleccion de la direccion
de medida debe ser aleatoria para asegurar que no
haya comunicacion fisica entre los polarizadores, a
esta salvedad se la conoce como loophole de comuni-
caciéon, que es un contrargumento de los defensores
de las TVO.

2.2. Experimento de Zeilinger

En este contexto apareci6 Zeilinger (2000) que
explica el experimento de Innsbruck sobre la tele-
transportaciéon de fotones. A diferencia del experi-
mento de Aspect, la distancia de separacion entre
las estaciones de medicién fue de 400 m, lo cual
permitié que las orientaciones de los analizadores
fueran aleatorias; dado que el tiempo de viaje de
los fotones era mayor. En cuanto a los fotones, éstos
fueron obtenidos por pulsos de luz ultravioleta (UV)
que atravesaban un cristal. Los fotones se dirigian
hacia sus respectivos destinos A y B mientras que un
espejo reflejaba el pulso UV y atravesaba el cristal
nuevamente para formar los fotones entrelazados C
y D (ver Fig. 2). El fotéon C ingresaba a un detec-
tor; por otro lado, D atravesaba un polarizador en
cualquier orientacién y se convertia en el fotén X. De
esta manera, A y X incidian en un semireflector que
ofrecia a los fotones la posibilidad de ingresar en 1
de 2 detectores. Sin embargo, si A y X se hacian in-
distinguibles, entonces existia interferencia cuantica
y los fotones tenian una probabilidad de 25% de in-
gresar en detectores separados. Esa probabilidad se
correspondia con uno de los cuatro posibles estados
de Bell.

Si se detectaban los fotones A y X si-
multaneamente en detectores distintos, entonces el
foton B era una réplica de X debido al entrelaza-
miento inicial de A y B.

3. RESULTADOS

El primer experimento de Aspect fue importante
para determinar que la correlacién de la polarizacion
de los fotones entrelazados se asemeja mas a aquella
predicha por la mecanica cuantica que por las TVO.
Sin embargo, las técnicas utilizadas para realizar las
mediciones perdian informacion; puesto que los de-
tectores tenian baja eficiencia; por lo tanto, era im-
posible saber si los fotones no detectados eran blo-
queados por el polarizador o solo no eran registrados
por el detector.

El segundo experimento mostré resultados contun-
dentes puesto que se trataba de una reproduccion se-
mejante a la del planteamiento inicial de la paradoja
EPR. Con los polarizadores de canales acoplados fue
posible determinar la orientacién de los fotones; ya
sea que tuvieran la orientacion fijada por el detector
o no. En consecuencia, se obtuvieron los coeficientes
correspondientes a los 4 estados posibles del sistema.

El tercer experimento consider6 la variacién en el
tiempo de la orientacién de los polarizadores. Segin
Aspect y Bell, si existiera alguna interaccién con una
velocidad igual o cercana a la de la luz los resulta-
dos obtenidos podrian explicarse también a través
de teorias de variables ocultas (o de parametros
suplementarios); por lo tanto, las desigualdades de
Bell no se aplicarian en dicha situacién y no habria
disyuncién entre la mecanica cuantica y las TVO’s.
Sin embargo, el arreglo experimental aseguré que
dicha interaccién no existe; puesto que la razén de
cambio de los polarizadores es mayor a L/c.

En el experimento de Zeilinger se verific6 que la
polarizacion del foton B coincidia con la del foton X
en un 80% de las veces y para diferentes orienta-
ciones de polarizacion X. El factor mas limitante
para realizar el experimento fue la medicion del es-
tado de Bell entre los fotones A y X; puesto que para
realizar el transporte de informacién es necesario
que A y X sean indistinguibles. El equipo de Zeilinger
siguié la propuesta de Zukowski segun la cual los
fotones debian incidir sobre filtros de banda espec-
tral extremadamente corta, de ese modo, los fotones
tenian una energia bien definida; y, por el principio
de Heisenberg, con gran incertidumbre en el tiempo.

Mas alla de haber medido la polarizacién correcta
la mayor parte de las veces, solo se logré el trans-
porte para uno de los 4 estados de Bell posibles (es-
tado en el cual los fotones A y X son detectados si-
multaneamente en detectores distintos). Por lo tanto,
con este método es posible conseguir el transporte en
un 25% de las veces como maximo.

4. CONCLUSIONES Y DISCUSION

A pesar de que la paradoja EPR fue planteada ini-
cialmente con el propésito de cuestionar los resul-
tados de la mecanica cuantica, establecié los funda-
mentos necesarios para determinar la validez de esta
teoria frente a otras en las que subyace la idea de que
se requieren de variables no definidas para comple-
tar la descripcion de la misma.

La evidencia experimental basada en los
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fenomenos de fotones anticorrelacionados fa-
vorece a las predicciones de la mecanica cuantica,
en este sentido, los experimentos del equipo de
Aspect fueron determinantes para eliminar la
incertidumbre acerca de la vigencia de alguna
TVO. Y bajo los mismos principios se erigen las
experiencias de teletransportacion cuantica. Las
experiencias de Zeilinger utilizando fotones, mues-
tran un avance revolucionario en la concepciéon de la
teletransportacion.

La teletransportacion de particulas es, en realidad,
la réplica de informacién cuantica de una particula
utilizando el fenémeno de entrelazamiento. Sin em-
bargo, no es posible utilizar aquel principio para la

transportacién a velocidades superluminicas; puesto
que, para reproducir la informaciéon cuantica de al-
guna particula es necesaria la comunicacién de medi-
ciones y resultados intermedios por medios conven-
cionales.
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