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SINCRONIZACION Y TRANSIENTES EN CONFIGURACIONES
UNIDIMENSIONALES DE OSCILADORES FOTOCONTROLADOS
LOCALMENTE ACOPLADOS

G. M. Ramirez Avila!, J.-L. Guisset?, J.-L. Deneubourg?

UInstituto de Investigaciones Fisicas, Universidad Mayor de San Andrés, Casilla 8635. La Paz, Bolivia
2 Centre for Nonlinear Phenomena and Complex Systems, Universidad Libre de Bruzelles, CP231 Campus Plaine,
Bld. du Triomphe 1050. Bruselas, Bélgica

RESUMEN

En el presente trabajo, se analizan diversas configuraciones unidimensionales de
osciladores fotocontrolados localmente acoplados: con condiciones de borde libre (lineal)
y condiciones de borde peridédicas (anular). Para el andlisis, se utilizé el modelo fisico-
matemadtico que se introdujo en [1], del cual se resolvieron numéricamente las ecuaciones
diferenciales para diferentes situaciones: osciladores idénticos, no idénticos, e idénticos
despreciando los efectos sobre la etapa de descarga de los osciladores (lo que los aproxi-
ma a los osciladores de integracién y disparo). En cada uno de los casos se consideraron
poblaciones de osciladores que van entre 2 y 25 y tomando en consideracién una amplia
variacion en lo que respecta a los valores de acoplamiento. Para el andlisis se han uti-
lizado como criterios de sincronizacion el cumplimiento de enganche de periodos y de
enganche de periodos y fases simultineamente. Para cada uno de los casos, se identifi-
can regiones de sincronizacion en el plano acoplamiento versus nimero de osciladores.
Finalmente, se analizan los transientes para todos los casos estudiados.

1. INTRODUCCION

Muchos trabajos han sido dedicados al estudio de
diferentes tipos de osciladores localmente acoplados en
configuraciones unidimensionales. Fenémenos tales como
el enganche de fases [2][3], secuencias de osciladores con
las mismas frecuencias [4], transiciones de fase [5], forma-
cién de patrones [6], ondas viajeras [7], y formacién de
cimulos [8] (para una explicacién detallada de formacién
de cimulos en diferentes sistemas, véase [9]) son comunes
en cadenas de osciladores; todos estos fenémenos estan
ligados a la sincronizacién, es decir, al ajuste de ritmos
de objetos oscilantes debido a sus interacciones, que en
general son débiles [10]. Los osciladores de integracién y
disparo han sido ampliamente utilizados para describir y
modelar una gran variedad de fenémenos. tales como la
sincronizacién en luciérnagas [11], la dindmica de neuro-
nas [12] y las oscilaciones de las mismas [13]. Un oscilador
de integracion y disparo es un oscilador de relajacién tipi-
co y esta caracterizado por una variable de estado similar
al voltaje V, la cual crece hasta alcanzar un umbral para
luego “disparar”haciendo que V' vuelva instantaneamen-
te a su nivel de base. Recientemente, un nuevo tipo de
oscilador que describe fenémenos de sincronizacién de
una forma muy sencilla ha sido introducido [14][15][1] ¥
se los ha denominado osciladores fotocontrolados, para
los cuales se utiliza la abreviacion LCO proveniente del
inglés Light-Controlled Oscillator. La motivacién origi-
nal de este oscilador fue la de modelar la comunicacién en
algunos sistemas bioldgicos, tales como el de luciérnagas,
pero se pudo verificar que este oscilador puede tener otro
tipo de aplicaciones. Este trabajo es una extensién de re-

sultados previamente obtenidos para cadenas pequenas
de 2 y 3 LCOs. En el presente trabajo, se extiende el
andlisis a poblaciones més grandes de LCOs que van de
2 a 25 osciladores y en dos configuraciones parecidas. En
este articulo, se estudia y caracteriza el comportamiento
sincrono en configuraciones con condiciones de borde li-
bres (lineal) y periédicas (anular) de LCOs (Fig. 1). En
§ 2 se describe el modelo y los criterios de sincroniza-
cién. En § 3 se presentan los resultados. Finalmente, en
§ 4 se discuten los resultados, comparandolos con otros
previamente publicados en los cuales se trabajaba con
osciladores distintos a los LCOs.

0a0202020 nn ORNe

(a)
(3)
) (5

(b)

Figura 1. Configuraciones de osciladores localmente acopla-
dos. (a) Lineal (condiciones de borde libres). (b) Anular (con-
diciones de borde periddicas).

2. EL MODELO

Como fue descrito en [14][15][1], un LCO es un osci-
lador electrénico de relajacion en el sentido de que este
posee dos escalas de tiempo, las cuales estan asociadas

1
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a ciclos en los que se tienen variaciones de voltaje lentas
(etapa de carga) y variaciones de voltaje rdpidas (etapa
de descarga y en la cual el LCO emite un pulso lumi-
noso). Cada LCO consiste de un chip LM555 conectado
para funcionar en su modo oscilatorio astable. El inicio
de las etapas de carga y descarga estdn determinados por
dos umbrales bien definidos y situados a Vs /3 y 2V /3
respectivamente; siendo Vs el voltaje de la fuente. El
periodo de un LCO esta relacionado con los valores de las
resistencias (Ry, R,) y del condensador (C) y esta dado
por T =T\ + T, donde Ty = (Rx» + R,)C'In2 =1n2/A
es el intervalo de tiempo en el cual toma lugar la carga
y Ty = R,CIn2 =1n2/v el correspondiente a la etapa
de descarga. Un LCO estd caracterizado por el volta-
je de salida V(t) tomado en la pata 3 del chip LM555.
Los LCOs pueden interactuar entre ellos por medio de
pulsos luminosos, por lo que estan equipados con foto-
sensores y LEDs que posibilitan el acoplamiento 6ptico.
Los fotosensores actian como fuentes de corriente cuan-
do estan recibiendo luz, haciendo que el tiempo de carga
del condensador se acorte y/o haciendo que el tiempo de
descarga del mismo se alargue (una descripcién detallada
del circuito y su funcionamiento se da en [14][15]).

Las ecuaciones que describen el modelo para N LCOs
son:

dVi(t)
dt

= Xi[(Vars — Vi(®)]ei(t) — v Vi(t)[1 — ()]
N
+Zﬁijéij[1 —e(®)], i, j=1,...,N, (1)

donde f;; es la intensidad de acoplamiento, d§;; = 1 si
los LCOs pueden interactuar y 6;; =0 en otro caso, y
€i(t) es el estado del oscilador que toma el valor 1 (etapa
de carga) 6 0 (etapa de descarga); €;(t) cambia su valor
cuando se alcanza el umbral superior (2Va7/3) o el um-
bral inferior (Vas/3). Se debe mencionar que el modelo
ha sido validado experimentalmente [1].

Utilizando (1), se pueden escribir las ecuaciones co-
rrespondientes a cada uno de los casos estudiados. En el
caso de LCOs idénticos en una configuracion lineal:

dlet( ) AV = Vi(t)er (t) = YVi(t)[1 — e ()]
+O[1 — e (B)] (2)
d‘gt(t) = A(Var = Vi(#)es(t) = Vilt)[L — ei(2)]
+AR2—€i1(t) —eia(t)] , 1<i< N, 3)
dVél\;(t) = A(Var — Vr(8))en () = YVar(8)[1 — en(2)]

+A —ena(t)] - (4)

Para LCOs idénticos en una configuracién lineal y
despreciando la influencia sobre la etapa de descarga, se
tendra que el acoplamiento (3 sélo puede actuar en el

término de carga. Como consecuencia de ello, 8 siempre
estard ligado al término de carga y el tiempo del proceso
de descarga (duracion del pulso luminoso) serd constan-
te. Las ecuaciones en este caso estan dadas por:

T — e =V 0) + 80— )0
— Vi)l —ea )], (5)
D~ i = i0) + 8@ — i1 (1) — ccra()]ea(0)
VO —a], 1<i<N, (0
dVn(t)

N = Vi = Viv(#)) + B0 = en—1 ()ew (¥

=YV ([ —en(?)] - (7)

Para LCOs que no son idénticos y acoplados en una
configuracién lineal, la descripcién se hace con(2)—(4),
excepto por el hecho de que cada LCO tendrd un parame-
tro \ diferente. Para la configuracién anular, las ecuacio-
nes permanecen practicamente inalteradas con la condi-
cién ey 41 = €; debida a las condiciones de borde periodi-
cas, lo que da:

dVi(t)
dt

= AV = Vi())ei(t) —Vi()[L — ei(D)]

+B[2 = €i-1(t) — €1 ()]

para osciladores idénticos,

i=1,...,N, (8

d‘gt(t) =[AVa = Vi() + B(2 — €;_1(t) — €i11(1))]ei ()

=WVl — ()],

para osciladores idénticos en los que se desprecia las va-
riaciones en la descarga. Finalmente, como en el caso de
la configuracién lineal, en el caso de osciladores no idénti-
cos, el parametro A serd diferente para cada oscilador.

i=1,...,N, (9)

2.1. Criterios de sincronizacion

Se utilizaron dos criterios para estudiar la sincroni-
zacién, el primero considera eventos de encendido casi
simultdneos con diferencias de fase constantes, en tanto
que el segundo, considera la igualdad de periodos como
criterio para la sincronizacién. El criterio de la diferencia
de fases (CDF) es bastante fuerte, en el sentido que s6lo
se consideran como sincronizados a aquellos LCOs que
estdn emitiendo sus pulsos luminosos casi simultanea-
mente y que mantienen sus diferencias de fase constan-
tes, mientras que en el criterio del perfodo (CP), la simul-
taneidad de los eventos de encendido no es estrictamente
necesaria.
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Figura 2. Criterio de la diferencia de fase para la sincronizacién en una configuracién lineal (primera fila) y en una configuracién
anular (segunda fila) para LCOs idénticos (a) y (d), LCOs idénticos LCOs despreciando los cambios en la etapa de descarga
(b) y (e), y para LCOs no idénticos (c) y (f). La escala de colores representa el porcentaje de eventos sincronizados.

3. RESULTADOS

Utilizando observaciones experimentales y numéri-
cas, se mostr6 en [1] una fuerte dependencia a las con-
diciones iniciales incluso para sistemas compuestos sélo
por 2 LCOs. Se resolvieron numéricamente las ecua-
ciones para cadenas de 2 a 25 LCOs, variando el aco-
plamiento desde S =10 hasta 8 = 1000 en pasos de
ApB =10 y realizando 100 simulaciones para cada caso
con el fin de obtener una buena estadistica. Se utiliza-
ron los siguientes valores de parametros: Ry = 100 k{2,
R,=1,6kQ, C =047 puF. Cuando los LCOs no son
idénticos, A\; = 1/(Rx + & + R,)C, donde &; es un nime-
ro aleatorio que sigue una distribucién Gaussiana con

media igual a cero y varianza igual a 10* Q. Para el caso
en el que la sincronizacién no es alcanzada, se observa
un minimo de 7500 eventos de encendido.

Para visualizar el comportamiento sincrono de los
LCOs utilizando ambos criterios, se construyeron las fi-
guras 2 y 3 las cuales muestran la proyeccién sobre el
plano ndmero de osciladores (IV)-acoplamiento (3), con
el porcentaje de eventos sincronizados (PES) represen-
tado por la escala de colores.

Se encuentra que las superficies generadas por los
criterios anteriores y configuraciones, no estdn correla-
cionadas de manera simple. Para determinar cudl de las
configuraciones maximiza el PES; se obtiene el valor me-
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Figura 3. Idem que en la figura 2 pero utilizando el criterio del periodo para la sincronizacién.

dio segtn:

1 AB
Nmax - Nmin +1 Bmax - Bmin +1
Nmax  Bmax/AB

JDIEDY

i=Nmin j=Bmin/AB

(PES) =

PES;,  (10)

donde, en nuestro caso, Nmax = 25, Nmin = 2, Bmax =
1000, Bmin = 10, y como se especificé anteriormen-
te, A = 10. Considerando que la desviacién estandar
0i, © = Nmin - - - Nmax, constituye la incertidumbre cuan-
do se calcula el valor medio del PES para cada configura-
cién con un nimero de LCOs dado, en consecuencia, se
puede estimar la incertidumbre total para el PES (para
todo N y para todo /), utilizando:

(11)

Los valores y sus respectivas incertidumbres,se muestran
en la Tab. 3).

Utilizando el CP, los valores del PES son mayores
que utilizando el CDF, puesto que como se sefialé ante-
riormente, este Ultimo es un criterio mas fuerte. A partir
de los resultados que se muestran en la Tab. 3 se cons-
tata que considerando LCOs idénticos en configuracién
anular para los cuales se desprecia la accién sobre la des-
carga, el PES es mayor que en los otros casos, tanto para
el CDF como para el CP. Esto no es sorprendente ya que
el hecho de despreciar los efectos sobre la descarga, hace
que los LCOs se aproximen a los osciladores de integra-
cién y disparo para los cuales la sincronizacién total es
practicamente siempre alcanzada [11], es decir, 100 % en
términos del PES. Por otro lado, si se comparan las si-
tuaciones para LCOs idénticos y no idénticos, se observa
que utilizando el CDF, el valor del PES es ligeramen-
te mayor para LCOs idénticos que utilizando el CP; al
contrario, utilizando el CP el resultado se invierte y los
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TABLA 1

Valores promedio e incertidumbres de los PES, utilizando todos los valores de N y § para los LCOs acoplados en
configuraciones lineal y anular y usando como criterio de sincronizacién la constancia y limitacién de las diferencias
de fase y la igualdad de periodos respectivamente.

Configuracién Criterio de sincronizacion
Diferencia de fase Periodo

Lineal

LCOs idénticos 66,28 &+ 3,51 73,55 + 2,68
LCOs idénticos despreciando la accién sobre la descarga 70,33 £ 3,15 71,14 £ 3,08
LCOs no idénticos 61,50 £ 4,25 77,81 + 2,93
Anular

LCOs idénticos 58,21 £ 5,28 69,32 + 6,08
LCOs idénticos despreciando la accién sobre la descarga 85,38 £ 2,19 99,88 + 0,10
LCOs no idénticos 52,70 £ 4,41 77,75 £ 5,56

valores del PES es ligeramente mayor en el caso de LCOs
no idénticos. Esto podria significar que para LCOs no
idénticos acoplados, estos sincronizan formando cimu-
los con periodos iguales pero con tiempos de encendido
diferentes.

El tiempo de sincronizacién en sistemas de mapas
acoplados [16][17] y de osciladores [18][19][20] fue estu-
diado aunque sin llegar a resultados analiticos contun-
dentes [21]. En los trabajos anteriormente citados, parece
haber una ley de escala en el tiempo en el cual el sistema
llega a sincronizar. En cuanto a los tiempos de sincro-
nizacién o transientes en nuestros LCOs, se estudiaron
los mismos para ambas configuraciones considerando un
valor de § = 166 para la intensidad de acoplamiento y
ademads la situacién de osciladores idénticos. Los resul-
tados se pueden expresar por medio de la Fig. 4, en la
cual se observa que una fuerte dependencia del tiempo de
sincronizacién con el nimero de LCOs. Para la configu-
racion lineal y con 3 LCOs (la situacién més asimétrica),
se ve que el tiempo de sincronizacién aumenta abrupta-
mente asi como el error correspondiente. Se puede ver
también que para 13 LCOs, el transiente toma menos
tiempo que en los casos con nimero de LCOs menor;
ademads, parece haber una escala diferente Fig. 4(c) para
configuraciones en las que el nimero de LCOs es primo
(13,17,19 y 23 en este caso)

donde se puede destacar que también parece haber
una influencia dada por la paridad o no en el nimero de
LCOs.

4. DISCUSION

Nuestros resultados muestran que no hay un com-
portamiento exactamente predecible. Esto podria estar
relacionado con el hecho de que los LCOs son sensibles
a las condiciones iniciales, como se ha demostrado para
2 y 3 LCOs [1]. Por lo que, cuanto mayor sea la pobla-
cién, mas dificil es predecir el comportamiento del siste-
ma. Sin embargo, las simulaciones permiten identificar
regiones en las cuales es mas probable de observar sin-

cronizacién total. Los resultados muestran ademads que
en una cadena lineal, la sincronizacién es comun para
cantidades pequefas de LCOs, pero para 3 y 5 LCOs el
PES cae drasticamente; Para mas de 6 LCOs, el PES
es de alrededor de 70 % en una amplia regién de valores
de acoplamiento. Despreciando la accién sobre la descar-
ga, para LCOs idénticos acoplados en una configuracién
lineal, ambos criterios de sincronizacién dan resultados
casi idénticos. La diferencia con respecto al caso del mo-
delo completo es que para acoplamientos fuertes, el PES
alcanza valores cercanos al 100 % usando el modelo sim-
plificado, una situacién que no se presenta en el mode-
lo completo donde utilizando el criterio de la diferencia
de fase como criterio de sincronizacién, el PES disminu-
ye notoriamente para acoplamientos fuertes. En el caso
de cadenas lineales de LCOs no idénticos, dependiendo
del criterio de sincronizacién utilizado, el plano S vs.
N muestra regiones que difieren considerablemente del
caso de LCOs idénticos. Por ejemplo, en el caso de aco-
plamientos débiles, un dominio con PESs bajos aparece
utilizando el CDF; sin embargo, en el resto de este plano,
el PES es un poco mayor. Para cadenas anulares y para
acoplamientos débiles, ambos criterios muestran PESs
cercanos al 100 % lo que no parece depender del nimero
de LCOs; aunque, para 5 LCOs este no es el caso y esto
puede estar relacionado con los resultados hallados para
5 osciladores en cadenas de osciladores multi-acoplados
[3], donde los osciladores de los extremos se “deslizan” y
no son capaces de enganchar sus fases con los osciladores
del interior de la cadena. Para la llamada configuracién
de “doble anillo”descrita en [22] (una cadena anular en
nuestro caso) con osciladores no idénticos, estos auto-
res encontraron que un estado sincrono colapsa para una
geometria de 13 osciladores, teniendo como consecuencia
que la sincronizacién para N grande no puede subsistir
pero produce una forma de sincronizacién débil en la ca-
dena, es decir, grupos de osciladores vecinos que oscilan
con la misma frecuencia en promedio pero no necesa-
riamente con una relacién de fases bien establecida. Se
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Figura 4. Porcentaje de eventos sincronizados para las configuraciones linear (a) y anular (b). Transientes en unidades de
eventos de encendido para las configuraciones linear (c) y anular (d). Estas magnitudes se expresan en funcién del nimero de
osciladores, siendo que ellos estdn acoplados con una intensidad 8 = 166.

obtuvo un resultado similar al de [22] pero para ambos
casos, a saber, LCOs idénticos y no idénticos en una con-
figuraciéon anular para una amplia regiéon de valores de
acoplamiento. Ademds, estos resultados confirman lo co-
rrecto de ambos criterios de sincronizacién. Para LCOs
idénticos acoplados en una cadena anular y despreciando
la influencia sobre la etapa de descarga, se tiene que el
PES es practicamente de 100 % en todos los casos tal co-
mo en los resultados hallados por diferentes autores (ver
por ejemplo [23][24]). Ellos aseguran que para redes uni
y bidimensionales de osciladores de integracién y dispa-
ro, siempre habrd sincronizaciéon ain cuando esta pueda
tomar un tiempo muy largo en producirse. De acuerdo
con [24], el tiempo de sincronizacion es de alrededor 100
periodos para una red de 40 x 40 o que el tiempo pro-
medio de sincronizacién aumenta logaritmicamente con
el tamarfio del sistema [23]. Est4 claro que despreciar los
efectos sobre la descarga constituye una aproximacion a
los osciladores de integracién y disparo. En este trabajo,
se encontrd que en promedio, la situacién de LCOs no
idénticos muestra valores mayores del PES que para el
caso de LCOs idénticos cuando se utiliza el criterio del
periodo, por esto, un estudio més profundo de situacio-

nes con osciladores no idénticos podria ser importante
para confirmar esta diferencia. Nuestra hipétesis es que
esto deberia ser confirmado, puesto que los sistemas rea-
les que alcanzan sincronizacién robusta, estan compues-
tos de osciladores no idénticos y las pequenas diferencias
deberian facilitar la sincronizacién como se observa en
la naturaleza [25]. Finalmente, en lo concerniente a los
tiempos de sincronizacién, los resultados muestran que
estos tiempos aumentan con el nimero de osciladores y
dependen también de la configuracién que tiene el siste-
ma.
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RESUMEN

Durante el verano de 2003 (febrero-marzo) en el Laboratorio de Fisica Césmica
del monte Chacaltaya (5200 m.s.n.m), La Paz — Bolivia, se realiz6 el monitoreo de la
radiactividad ambiental atmosférica y su relacién con las variables meteorolégicas: pre-
cipitacién pluvial y viento. Se logré establecer una relacién funcional de la radiactividad
atmosférica respecto a la precipitacién pluvial de la forma:

y=A—Be "

Se observa también la variacién diurna de la radiactividad atmosférica coincidente
con la variacién diurna de la velocidad del viento.

1. INTRODUCCION

Los elementos radiactivos naturales se encuentran
distribuidos en forma bastante uniforme en las rocas
y suelos de la corteza terrestre, la que esta constitui-
da principalmente por basalto y granito. La mayor parte
de esta radiactividad proviene de las series radiactivas
naturales, siendo la mdas importante la serie de Uranio
4n+2; en la que los isétopos del Radén, que son gaseosos,
se difunden en la atmédsfera en forma de aerosoles.

El Uranio es mucho mas abundante en la naturaleza
que otros elementos comunes; se encuentra en una pro-
porcién 40 veces mayor que la Plata y 800 veces mayor
que el Oro. En la corteza terrestre, los granitos contienen
una concentracién de Uranio que varia de 2 a 6 partes por
millén aproximadamente y una concentracién de Torio
de tres a cinco veces mayor. Existen regiones que, por
distintas causas geoldgicas y geoquimicas, constituyen
yacimientos de minerales radiactivos en los que las con-
centraciones de los elementos radiactivos Uranio y Torio,
son extraordinariamente altas.

Los elementos radiactivos que se encuentran en la
atmosfera se originan en la corteza terrestre y en el es-
pacio exterior. Aquellos que provienen de la corteza te-
rrestre son basicamente los isétopos del Radon.

Ademsds del Radén que emana continuamente de la
superficie terrestre, existen fendémenos como las erup-
ciones volcanicas que pueden inyectar en la atmésfera
grandes cantidades de gases radiactivos, provenientes del
magma. Los gases se incorporan a la atmésfera y se dis-
persan en mayor o menor grado dependiendo de las con-
diciones meteorolégicas imperantes. Al difundirse en el

8

aire el material radiactivo se fisiona y origina una serie de
descendientes, en muchas ocasiones también radiactivos,
que se fijan en particulas suspendidas en la atmodsfera.

El gas Radon es producto del decaimiento del Radio;
se mantiene en suspensiéon en la atmoésfera, decae natu-
ralmente dando origen a una serie de otros elementos ra-
diactivos. Los rayos gamma provenientes del decaimiento
B~ del 21*Bi—2i*Po, son los més importantes para ser
detectados con técnicas de spectrometria gamma usan-
do, por ejemplo, un monocristal de Nal.

El gas Radén decae en la cadena de isétopos: 2'*Pb,
214Bj, 208T1. [Refs. (3), (4)]

El presente estudio centra su atencién en la variacion
de la emision radiactiva de los hijos del Radoén en eventos
de precipitaciones pluviales: lluvias y nevadas.

Diversos estudios realizados con anterioridad en otros
lugares nos proporcionan datos sobre la correlacién ra-
diactividad - precipitacién pluvial. [Ref.(5) a (11)].

Lo particular del presente estudio es la altura a la
que se realiza: 5200m.s.n.m., convirtiéndolo en el sondeo
ejecutado a mayor altura en el planeta. En el Laborato-
rio de Fisica Césmica de Chacaltaya se hicieron también
medidas de radioactividad ambiental en los anos 1957-
1962 pero la técnica era pasiva y no por medios espec-
trométricos (Ref. Resumen de Labores 1957-1961, Lab.
de Chacaltaya)

Para esta investigacion se ha usado un monocristal
de Nal y, al mismo tiempo, se instalé una estacién me-
teorolégica portatil cerca del detector, para poder esta-
blecer la correlacién entre los datos de la estacién y del
detector de Nal.
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Figura 1. Serie radiactiva de Uranio 4n+2.

2. SERIE RADIACTIVA NATURAL

Existen tres largas cadenas o series radiactivas que se
extienden a lo largo de la dltima parte del Sistema Pe-
riédico y que se denominan, respectivamente, del Uranio,
del Actinio y del Torio, segin el elemento que se encuen-
tre a su cabeza. En la serie del uranio el nimero de masa
de cada componente puede expresarse en la forma 4n +
2, donde n es un entero. En las del Actinio y el Torio el
nimero de masa viene dado por las expresiones 4n +3 y
4n, respectivamente. [Ref. (1)]

En la Fig 1, se muestra la serie radiactiva del Uranio.

3. DECAIMIENTO DEL 2BI-21*PO

Por sucesivas emisiones alfa, el Radio decae hasta el
214PY, Este, por emisién de 3, decae en 2:4Bi que, a su
vez, decae, también por emisién 37, en 21*Po.

Los niveles de energia de este decaimiento son: 609,
768, 934, 1051, 1120, 1764, 2118, 2204, KeV. [Ref. (1)]

4. DESCRIPCION DEL EQUIPO UTILIZADO

Se utiliza un detector con un monocristal de NalI(T1)
de 20 cm de didmetro y 10 cm de espesor. El detector
(monocristal més fotomultiplicador) se colocé dentro de
un contenedor de aislamiento térmico de forma pirami-
dal (Fig. 2), debido a que el NaI(Tl) es sensible a las
variaciones de temperatura.

El detector estuvo a la intemperie, sobre el techo.
Las temperaturas tipicas diarias en Chacaltaya para es-
ta época del ano (feb.-mar.) que corresponde al verano,
varian entre —1°C y 3°C, es decir, son bastante estables.
Sin embargo, pese al aislamiento térmico del detector se

Figura 2. Blindaje térmico utilizado para el NaI(Tl).

Figura 3. Estacién Meteoroldgica.

observaron variaciones en la posicién de los picos del es-
pectro de radiactividad ambiental debidos a variaciones
de la temperatura. Se utilizaron los picos del 4° K (1461
KeV) y 298 T1 (2614 KeV) para recalibrar los espectros.
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La sefial del PM es enviada a un Analizador Multica-
nal (AMC) mediante un amplificador inversor lineal. El
AMC recibe senales unipolares positivas, tiene una am-
plitud variable de 20mV a 8V distribuidos linealmente
en 4.096 canales. Todos los espectros se normalizaron al
segundo dividiendo por el tiempo vivo de recoleccién en
el AMC.

También se utilizé una estacién meteorolégica que
incluye recolector de lluvia, sensores de temperatura y
humedad, anemémetro, sensor de radiacién solar y UV.
(Ref. Davis Instruments, www.davisnet.com) con conso-
la “Vantage Pro” capaz de almacenar toda la informa-
cién meteoroldgica de los sensores (series temporales) y
recuperarlos en la computadora mediante el programa
“WEATHERLINK”.

La distancia entre el detector y la estacién meteo-
rolégica fue de 20m.

Se registraron datos de las variables climaticas cada
minuto.

5. ESPECTRO PATRON

La campafia de monitoreo se realizé durante los me-
ses de febrero y marzo de 2003 en el laboratorio de Fisica
Césmica de Chacaltaya (5200 m.s.n.m.)

En la Fig.4 se muestra el espectro patrén determina-
do para Chacaltaya, normalizado al segundo.

En la Fig. 4(a) se puede apreciar de manera muy clara
la presencia de los is6topos *°K (1461 KeV) y 28 T1.(2615
KeV)

En la Fig.4(b) se muestran los picos correspondientes
al el decaimiento del 222Rn, se identifica un decaimiento
del Plomo 214(?'*Pb) con una energia de 480 KeV y
varios del Bismuto 214 (2'*Bi) con energias de 609,768,
934, 1120, 1764 y 2118 KeV.

6. EFECTOS DE LA PRECIPITACION PLUVIAL
SOBRE LA RADIACTIVIDAD AMBIENTAL

A continuacién mostramos los eventos de lluvia o ne-
vada registrados durante los meses de febrero y marzo
de 2003.

Las Figs. 5(a) y (b) muestran el incremento de la
radiactividad atmosférica en correlacién a la lluvia y ta-
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Figura 8. Variaciones de la radiactividad a lo largo de la precipitacién pluvial.

sa de lluvia respectivamente. Es evidente que durante
la lluvia la radiactividad atmosférica se incrementa. Lo
mismo se observa durante los episodios de lluvia del mes
de marzo (Figs. 6(a) y (b)).

En la Fig.7, se verifica que durante la lluvia o ne-

vada, se incrementa la radiactividad correspondiente al
decaimiento del 2'*Bi en tanto que, para los picos corres-
pondientes al “°K y 2°8TI, no se observa incremento.

La duracién de la precipitacién pluvial que se mues-

tra (1 de marzo 2003) fue de 2 horas 10 minutos.
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Figura 9. Radiactividad ambiental correlacionada con la tasa de lluvia y lluvia.

6.1. ACTIVIDAD DEL ISOTOPO *"*Bi Y DEL
222 p

Se encontré que la actividad del 2'*Bi en Chacaltaya
es (ver apéndice II):

Api_oa = (0,75 £ 0,03)kC,

que representa el 99% de la actividad del 222Rn (ver
Fig.1).
Entonces, la actividad del 222Rn resulta a ser:

ARa—222 = (0,76 £0,03)1C)

En la Fig. 8 se muestra la evolucién del incremento
la radiactividad ambiental, respecto del espectro patrén,
para el evento de lluvia del primero de marzo.

6.2. CORRELACION DE LA RADIACTIVIDAD
AMBIENTAL CON LA PRECIPITACION
PLUVIAL

En la Fig 9 se muestran los niveles de radiactividad
ambiental correlacionada con la Precipitacién Pluvial y
con la Tasa de lluvia.

La curva de mejor ajuste para los datos correspon-
dientes a las variables climéaticas de tasa de lluvia y lluvia
es una exponencial de la forma:

y=A—Be ©®

con A = (347+6)cts/s, B =(93%+6)cts/sy C = (0,27+
0,03)hr/mm, para la tasa de lluviay A = (353+6)cts/s,

B = (103 £ 6)cts/s y C = (15,2 £ 1,6)mm ™!, para la
precipitacién pluvial (lluvia).

De donde, el nivel de saturacion para la tasa de llu-
via resulta ser 347 £6 cts/s. y para la tasa de lluvia
corresponde a 353 £6 cts/s.

Que nos da un incremento méaximo estimado de la
radiactividad natural total del (39+9) % para una tasa
de lluvia mayor a 16 mm/hr o una precipitacién pluvial
mayor a 0,2 mm.

7. VARIACION DIURNA

Este efecto fue publicado por primera vez por S. Cec-
chini [Ref. (8)]. En nuestra observacién se corrobora la
existencia de este efecto.

Para tener una aproximacién mas detallada de como
se comporta la radiactividad en Chacaltaya en un dia
normal (sin eventos de precipitaciones pluviales), toma-
mos los dias 12 y 13 de febrero. El fenémeno de la onda
diurna se observa claramente en la Fig. 10.

En esta figura también se muestra un ajuste de los
datos diarios a una funcién gaussiana. La variacién diur-
na muestra un maximo a las 15:40 de la tarde.

8. CORRELACION CON EL VIENTO

Comparando los niveles de radiacién con la velocidad
de viento se obtiene la Fig. 11. Se puede observar que la
variacion diaria de la velocidad de viento coincide con la
onda diurna de la radiactividad ambiental.
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Figura 10. Onda diurna.

9. CONCLUSIONES

Se demostrd que durante episodios de precipitacion
pluvial también existe un incremento en los niveles de
radiactividad ambiental, esto es solo una corroboracion
otros experimentos realizados por el Instituto de Fisica
Nuclear y la Universidad de Bolonia de Italia. Conclu-
yendo que:

= Se observan los niveles de energia decaimiento para
el 21*Bi—21*Po de 609,768, 934, 1120, 1764 y 2118
KeV.

= Se observa el fenémeno de onda diurna.

= Se establece una correlacién entre los niveles de pre-
cipitacion pluvial y los incrementos en la radiactivi-
dad ambiental.

= Se observa una coincidencia entre las variaciones
diurna de la radiactividad ambiental y de la velo-
cidad del viento.
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APENDICE I
CALIBRACION DEL Nal(TI)

Se utilizaron tres pastillas radiactivas que se mues-
tran en la Tabla 1.

En la Fig. 12 se muestra el espectro obtenido en el
multicanal y en la Fig.AI 2 el ajuste lineal de calibra-
cién de la energia en funcién del nimero de canal en el
multicanal.

Los resultados de la calibracién se muestran en la
Tabla 2.

TABLA 1
Elemento | Energia (KeV)
22 Na 511,600
60Co 1173,238
137Cs 661,640
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TABLA 3
Elemento | Canal | Energia (keV) | Integral | Area Neta (Cnts) | Incert.( %) Cps
137Cs 45,18 661,15 29502 21583,22 1,33 1.438,867
50Co 116,96 1174,92 5296 2416,43 472 24,1643
60Co 139,54 1334,51 4317 1930,47 5,03 19,3047
TABLA 4
Is6topo | Ty, (afios) | Energia en keV | Probabilidad de
emision (%)
0Co | 527240,001 | 1173,238+0,004 99.857+0,006
1332,50240,005 99,98040,009
137Cs 30,144+0,03 661,660+0,009 85,1+0,5
Calibracion TABLA 5
. f'll o v Is6topo | Actividad | Fecha de
Na Il /\ fabricacién
vl ; 50 Co 2101 1980
g |1 AT 137 :
g . t\ i i Cs 8uCi 1988
3 ,.‘I \ !J 1. ( \ / \\
!(U -/ ll\//mw/ Y \\_/'\\
o/ R Los niveles de energia de los gammas de las pastillas
utilizadas en la calibracién estan dados en la Tabla 4.

o 50 100 150 200
Canales
Figura 12. Isétopos de 2?Na, 137Cs, y ®°Co, respectivamente,

con sus dos picos y la suma de éstos mostrada al final como
un pico mas pequeno.

TABLA 2
Elemento | Nimero de canal | Energia [MeV]
22Na 23,52 511,6
187Cs 44,42 661,64
60Co 116,96 1178,238
80 Co 139,54 1332,501

Se encuentra la siguiente relacién:
E(KeV) =346,4+7,1N
Coeficiente de correlaciéon: R = 0,999997
APENDICE II

DETERMINACION DE LA EFICIENCIA DEL
NaI(Tl) Y ACTIVIDAD DEL Rn-222.

1. EFICIENCIA DEL NalI(T1)
En la Tabla 3, se muestran los resultados de la ca-

libracién, obtenidos en el multicanal para los espectros
del 137Cs y del ®°Co.

2. ACTIVIDAD DE LAS
GOCO Y 137Cs

La Tabla 5 muestra los datos de las pastillas radiac-
tivas utilizadas.

De la ecuacién:

PASTILLAS DE

=t—1In2

A= Age T2 (1)
se obtiene la actividad de las pastillas al ano 2003:
Aco—60 = (0,0972240,00004) pCi
Acs_137 = (5,666+0,002) puCi

Calculamos la eficiencia de detector

S
o (2)

£ =

S = Ctas/s

A = Actividad

P, = Probabilidad de emisién.

De donde, la eficiencia para cada una de las pastillas
resulta:

ECs—137(661,66keV) = (8,140,2)x10~*
Eco—60(117akev) = (6,74£0,3)x107*

Eco—60(133akev) = (5,37£0,03)x10~*
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TABLA 6
Energia | Probabilidad de Eficiencia | Actividades Error
[KeV] | decaimiento [%] | Cuentas/s [Ec. 3] promedio | estadistico
[Ref.(1)] [pCi][Ec. 4]
609 46,10 4,36 0,00084318 30 2
768 2,30 0,55 0,00078396 84 4
934 1,49 2,54 0,00072214 649 26
1120 7,05 1,62 0,00065286 95 5
1764 7,42 1,00 0,00041301 87 4
2118 0,56 0,80 0,00028116 1412 7
— — — Actividad
— — — promedio
— — — total 2360 90

1,20E-03 y =-4E-07x + 0,0011
1,10E-03
1,00E-03

9.00E-04

8,00E-04 o
7,00E-04 s N
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500 700 900

3
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Figura 13. Eficiencia del detector en funcién de la energfa.

En la Figura 13, se muestra el ajuste lineal de la
eficiencia () en funcién de la energia (E[KeV]).
El resultado es:

e(E) = (1,07 +0,08) 103—

(3)
(3,724446 £ 0,000007) 10~7/KeV - E

Coeficiente de correlacién: R = —0, 95.

2. CALCULO DE LA ACTIVIDAD DEL
Bi—214
La actividad puede obtenerse de:

S

A=2 (E) Py - 370 pCil )

La actividad promedio obtenida de varios registros
del multicanal para los picos observados del Bi-214 se
muestran en la Tabla 6.

De modo que la actividad total promedio del Bi-214,
registrada por el detector de Nal, resulta:

ABi—214 = (2,36 £0,09) = puCi

que, dividida entre el volumen del cristal (didmetro:
20cm, espesor 10cm), nos da:

Api 214 = (0,75 £ 0,03)1C

Como se puede ver del diagrama de decaimiento en
la Fig. 1, la actividad del Bi-214 representa el 99 % de la
del Rn-222.

Luego, la actividad medida del Rn-222, suspendido
en la atmoésfera en Chacaltaya (5200m.s.n.m.) resulta
ser:

ARn_222 = (0,76 £ 0,03) Cjy
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UNA ADAPTACION DEL METODO DE RELAJACION PARA LA ECUACION
DE LAPLACE CON CONDICIONES DE CONTORNO ABIERTAS
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RESUMEN

Se utiliza el algoritmo numérico de relajacién para la ecuacién de Laplace en dos
dimensiones, correspondiente a una distribucién arbitraria de carga eléctrica contenida
en una region finita del espacio. Las condiciones de contorno de este problema son
abiertas, pues se conoce el potencial en cada carga y no asi en el contorno de la regién.
El problema de conocer el potencial dentro de dicha regién se resuelve hallando las
contribuciones de monopolo y dipolo en la expansiéon multipolar del potencial bajo la
aproximacion de campo lejano, y asi se establece el potencial en un contorno circular
que contiene a la regién de interés. Luego se aplica el algoritmo de relajacion usual
tomando al potencial de dicho contorno como condicién de contorno cerrada, lo que
permite finalmente calcular de manera recursiva el potencial en toda la regién interior.
Esta técnica se ilustra para un dipolo, un “tripolo”, un cuadrupolo y una pieza continua

de forma arbitraria.

1. INTRODUCCION

La ecuacién de Laplace, V2V = 0, reviste una im-
portancia fundamental en varias areas de la fisica, y por
ello se han elaborado varios métodos matemaéaticos pa-
ra hallar sus soluciones V(r). Dichas soluciones depen-
den fuertemente de las condiciones de contorno para esta
ecuacion. La mayoria de los métodos analiticos para re-
solver la ecuacién suponen simetrias especiales que en la
mayoria de los casos no corresponden a los problemas
que se desea resolver. Una de las alternativas mas via-
bles de solucién de la ecuacién de Laplace resulta ser la
aproximacién numérica por iteraciones sucesivas una vez
que V2V =0 se ha convertido en una ecuacién de dife-
rencias finitas. Asi, al comparar los valores de V(r) en
dos iteraciones consecutivas (para un cierto r) y esta-
blecer que su diferencia es menor que un valor pequeno
fijado de antemano, entonces se da por terminado el pro-
ceso de iteracion y se supone que se tiene ya una buena
aproximacién numérica a la solucién buscada para V (r).
Este método de aproximaciones numéricas sucesivas que
converge a una solucién se denomina “método de relaja-
cién”.

Si reR? la ecuacién de Laplace toma la forma

v

o*V
027 " By

=0, (1)

que se puede convertir en una ecuacion de diferencias
finitas al aproximar las derivadas parciales por :

i—z = ﬁ [V(z+Az,y) = V(z,y)], (2a)

'Email: sanjines@fiumsa.edu.bo

v 1 ‘
922~ A2 [V(z + Az,y) — 2V (z,y) + V(z — Az,y)];
(2b)
y de manera similar,
ov 1
SASYNL Ay) — 2
9 - Ay [V(z,y + Ay) = V(z,y)], (2¢)

9 o ﬁ [V(z,y + Ay) — 2V (z,y) + V(z,y - Ay)].
(2d)

Al sustituir estas aproximaciones en (1) con Az=Ay
queda la férmula

Viz,y) & i[V(m + Az, y) +V(r — Az, y)
(3)
+V(z,y + Ay) + V(z,y — Ay)]

que es bien conocida (ver, por ejemplo, Numerical Re-
cipes [1]) como un algoritmo numérico practico que se
aplica de manera iterativa a los puntos (z,y) de un cier-
to dominio cuadriculado SCR? con contorno 9S donde se
conoce de antemano los valores de V(z, y). Esta ultima
es la condicién de contorno de Dirichlet. Existen otras
condiciones de contorno como la de Neumann y la de
Cauchy [2], pero en este trabajo se supondra solamen-
te la condicién de Dirichlet pues ésta es la que resulta
relevante para el problema comprendido aqui.

Cuando se aplica el método de relajacion para el al-
goritmo (3) se obtiene como resultado los valores V(z, y)
en el dominio cuadriculado S sujetos a la condicién de
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contorno de Dirchlet fijada de antemano. Dichos valo-
res se pueden graficar en un diagrama de “niveles”, lo
que conduce a un “mapa” de curvas cuya ecuacion es
V(z, y) = Vo, donde Vy es un valor que caracteriza a
cada curva. En electrostatica, V(z, y) es la funcién po-
tencial eléctrico y dichas curvas son las curvas equipoten-
ciales. La determinacién del mapa de curvas equipoten-
ciales para una distribucién arbitraria de carga eléctrica
y una condicién de contorno de Dirichlet, proporciona
informacién valiosa sobre las caracteristicas fisicas de di-
cho sistema, como ser la distribucién del campo eléctrico
debido a la distribucién de carga dada [2] [3].

2. CONDICIONES DE CONTORNO ABIERTAS

La aplicacién del método de relajacién (3) a proble-
mas de electrostatica generalmente supone la condicién
de contorno de Dirichlet “cerrada”, es decir, que el domi-
nio S se encuentra en el interior del contorno 0S. Dicho
de otro modo: ya que SCR?2, entonces 0S es una curva
plana continua que al ser recorrida en el sentido antiho-
rario tiene al dominio S siempre a su izquierda. Pero,
jes posible tener otras condiciones de contorno consis-
tentes con el algoritmo dado por la férmula (3)? Esta
férmula es muy adecuada y facil de aplicar a una gran
variedad de problemas pues representa a un algoritmo
“aritmético” o “escalar”, i.e., no toma en cuenta la po-
sicién de los puntos r, que constituyen la condiciéon de
Dirichlet V(r,) = V. Si tuviera que tomarse en cuenta
la posicién de estos puntos, entonces el correspondiente
algoritmo de relajacién ya no tendria la simplicidad de
(3) donde V(=,y) es una funcién lineal de los potenciales
de los cuatro primeros vecinos de (z,y), sino algo mas
general y complicado como ser V(z,y) = f (z, y, Tn, Yn)
donde la distancia entre r,, = (2, y») ¥ (z,y) es variable
y f puede no ser una funcién lineal de sus argumentos.
Asi, la alternativa a una condicién de contorno “cerrada”
serd la condicién de contorno “abierta” definida como el
valor o valores que toma V (r) alo largo de la curva plana
continua dS que al ser recorrida en el sentido antihorario
tiene al dominio S siempre a su derecha. Asi, el dominio
S queda ilimitado.

El problema de resolver la ecuacién de Laplace con
condicién de contorno “abierto” de Dirichlet se conoce
también como el primer problema externo de contorno
[4] y se establece en tres dimensiones (reR?) requiriendo
que la funcién V(z, y, z) satisfaga:

i) V2V =0 en el dominio desacotado S;

ii) V debe ser continua en todas partes, incluyendo
el contorno 0S;

iii) V(0S)=f(z, y, z) donde f es una funcién dada
en 0S;

i) V(M)—0 cuando M— oo (M€R).

De manera similar, en dos dimensiones (reR?) se re-
quire que la funcién V (z, y) satisfaga (i), (i), (#i) (con
f = f(z, y)) y ademas, la condicién —menos restrictiva
que (iv)-:

v) V(M)—N cuando M— oo (N€R).

En este trabajo nos interesara el caso particular de la

condicién de contorno “abierta” (primer problema exter-
no de contorno) aplicada a varios contornos diferentes,
cada uno de los cuales cumple con las condiciones (i),
(i), (#4) y (v). Asi, en términos fisicos, el problema
abordado aqui consiste de adaptar el método de relaja-
cién representado por el algoritmo (3) a una distribu-
cién de carga, ya sea continua o discreta, localizada en
un cierto dominio de R? que podremos suponer como un
circulo de radio R (Fig.1), de tal forma que (3) nos per-
mita calcular el “mapa” de curvas equipotenciales en el
dominio desacotado S, correspondiente a la distribucién
de carga en cuestion.

3. EL PROBLEMA BIDIMENSIONAL COMO UN
CASO DE PROBLEMA TRIDIMENSIONAL

Al aplicar el algoritmo (3) a una cierta distribucién
de carga en dos dimensiones (2D), ésta debe correspon-
der a una distribucién de carga en tres dimensiones (3D).
.,Cudl es esta distribucién y qué caracteristicas geométri-
cas tiene? Para contestar la cuestién veamos la forma de
convertir a una ecuacién de diferencias la ecuacién de
Laplace en tres dimensiones:

b0k VAR, LA VAN 24 V4
Oz + Oy? + 022 =0 )

Las férmulas correspondientes a (2b) y (2d) son:

o’V 1
el = E[V(x + Az,y,2) — 2V(z,y,2)

+V(£L’ - AZ’,y,Z)], (53‘)
o’V

1
a5 = —[V(:r,y + Ay: Z) - 2V(:r,y,z)
+V(z,y — Ay, 2)], (5b)

y, mutatis mutands,

2
1
OV o L vy, 2+ Az)— 2V (2,0, 2)

822~ Az?
+V('T7y7 g - AZ)] (50)

Sustituyendo (5a) — (5¢) en (4) con Az=Ay=Az se
obtiene

1
Vig,y,2) = V(e + Az,y,2) + V(z — Az,y,2)

+V(.’E,y + Ayv Z) + V(CE,y - Ay,Z)

Al hacer que V(z, y, z+Az) = V(z, y, 2-Az) =
V(z, y, z) se obtiene la ecuacién (3). Esto quiere decir
que el algoritmo de relajaciéon bidimensional represen-
tado por (3) corresponde a una distribucién de carga
tridimensional con simetria de traslacién a lo largo del
eje Z. Dicho de otra manera: el algoritmo (3) permite
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encontrar la proyeccidn bidimensional (en el plano XY)
del “mapa” de curvas equipotenciales correspondientes a
una distribucién de lineas infinitas de carga orientadas a
lo largo del eje Z. Esta distribucién (discreta o continua)
estd localizada dentro de un dominio finito circular de
radio R en el plano XY (Fig.2). Asi, de manera intere-
sante, vemos que —por ejemplo— para una distribucién
discreta de lineas de carga, se tiene distribuciones con-
tinuas de carga a lo largo del eje Z mientras en el plano
XY se tiene una distribucién discreta de “cargas”. Estas
“cargas” en dos dimensiones en realidad tienen unida-
des bien definidas en SI que hallaremos en la siguiente
seccién.

Otra forma pedagégica de entender el problema en
2D como un problema fisico bona fide, es suponer una
carga eléctrica puntual de valor @ ubicada en r = (0,0,0)
en una lamina dieléctrica bidimensional delgada e infi-
nita (plano XY de la Fig.2). El valor de la permitividad
eléctrica e(r)=k(r)ep seria variable y corresponderia a
un medio anisotrépico en 3D: e(r)=¢g si 2#0 y €(r)=keo
(k>1) si z=0. Nos preguntamos entonces cudl es la for-
ma que adquiere la ecuaciéon de Laplace en dicho medio
anisotrépico. El campo eléctrico correspondiente serd

_Q
B= 4me(r)

)

% =

y ya que este campo es conservativo, entonces se cumple
E = -VV, asi que V2V = -V-E. Realizando las deriva-
das correspondientes, se obtiene

V3V = Q l % i_
47 €2 0z r3

Si z# 0 (encima o debajo del plano dieléctrico segun la
Fig.2), entonces € es constante, asi que 9,e=0, por lo que
V2V =0 en 3D (ecuacién (4)). Si z=0, entonces el valor
de € varia abruptamente, por lo que 0, ¢ se puede modelar
por una delta de Dirac, 0,e=4(z). En este caso (2=0),
el producto zd(z) es cero para todo z (ver, por ejemplo,
Butkov [5]). Asi, se obtiene V?V=0 en 2D (ecuacién
(1)), cuya solucién corresponde al potencial eléctrico so-
bre una lamina dieléctrica plana e infinita cuya constante
dieléctrica k es diferente del medio que estd encima y de-
bajo de la lamina. En la practica, tal situacién se puede
encontrar aproximadamente en una pelicula delgada de
agua (k=80) donde haya alguna distribucién de carga
eléctrica; esta pelicula reposaria sobre una placa de vi-
drio (k=5) y encima de la pelicula habria aire (k=1).

4. EXPANSION MULTIPOLAR DEL POTENCIAL
ELECTRICO EN DOS DIMENSIONES

Para una linea continua de carga orientada a lo largo
del eje Z, la simetria de traslacion es la simetria cilindri-
ca. En este caso se puede utilizar la ley de Gauss para
calcular el campo eléctrico radial debido a una densi-
dad lineal y homogénea de carga A. El resultado bien
conocido es E=(2K \/r)e,, donde K=1/(4meg) y e, es
el vector unitario radial. El potencial correspondiente
se encuentra a través de la relacion E = -V V, donde

V= e, (0/0r) es el operador nabla efectivo en coordena-
das cilindricas para un potencial con simetria cilindrica
V = V(r). Asi, el potencial buscado para una linea con-
tinua de carga resulta ser V(r) = 2K\ In(r/rg), donde
ro es la distancia a partir de la linea de carga donde el
valor del potencial se define como cero para esta linea.
Si r < g, entonces V(r) > 0. A partir de esta expresién
se construye la solucién general del potencial para una
distribucién de “carga” bidimensional en el plano XY:

V) = —/dr'a(r') In ('r - Tl') . M)

!
To

Los limites de integracién en (7) corresponden al
circulo de radio R donde se encuentra localizada la “car-
ga” total @ de valor

Q=Y a= / dr'a(r'), (8)

siendo o(r’) la densidad superficial de la distribucién de
“carga” en el plano XY. Vemos pues que la cantidad fisi-
ca a la que nos referimos como la “carga” bidimensional
corresponde a 2K A y tiene unidades de voltios.

El valor de 7o’ en (7) es inmaterial para la determi-
nacién del campo eléctrico correspondiente, por ejemplo,
a una sola linea de carga (r¢’=rp) y a una distancia r
de lalinea: E(r) = -0V /Or = 2K \/r. Por otra parte, si
se conoce el campo eléctrico E, =E(a) a una distancia
a de la linea de carga, entonces E(r) = E, a/r para
cualquier r > 0. Vemos pues que ni la “carga” bidimen-
sional 2K X\ ni ry aparecen como parametros relevantes
en la determinacién fisica del campo eléctrico. De la mis-
ma forma, el potencial eléctrico V(r) se puede escribir
como

Viz) =V, (ha—:n + 1) , (9)

Ina/ro

donde r = za y a > ro. El potencial re-escalado definido
por V. = V,/In(a/ro) corresponderia a un valor inter-
medio entre V(a) = V, y V(rg) = 0. Eliminando la
constante aditiva V, en (9) por ser inmaterial, el po-
tencial debido a una linea de carga se escribe finalmente
en términos de la “distancia” adimensional z = r/a > 1
como

V(z) =Vinz. (10)

Asi, a partir de (10) se construye la solucién general del
potencial eléctrico en un punto del plano XY correspon-
diente a una distribucién de potenciales V; cuyas fuentes
son las “cargas” ¢; en (8):

V(x) = /dx'f(x') In|x — x|, (11)

donde £(x') es una “densidad de potencial” definida por

foi = / dx'¢(x"). (12)
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Las ecs. (11) y (12) son pues equivalentes a (7) y (8)
respectivamente, con la novedad de que en (11) y (12) ya
no aparecen “cargas” bidimensionales ¢; ni r¢’, y en su
lugar queda la distribucién de potenciales re-escalados V;
que son proporcionales a los potenciales “fuente” V', ;;
éstos seran usados como datos en las condiciones de con-
torno abiertas del algoritmo de relajacién dado por (3).

El desarrollo de (7) en serie de Taylor en torno a r’=0
es

V(r) =Qln (%) + rr'—Zp + (), (13)

donde @ es la “carga” total en (8) y p es el momento
dipolar dado por:

P= /dr'a(r') r = Zqi ri. (14)

Resulta interesante comparar (13) con la expansién
multipolar de V(r) en tres dimensiones:

r-
V(r) = g + T—B,p + ('), (15)
donde @ y p coinciden con las sumas discretas de (8) y
(14) siempre que ¢; sea la carga eléctrica. Vemos pues
que —en general- la solucién de la ecuacién de Laplace
en dos dimensiones es dif erente del caso en tres dimen-
siones, y que éste no se reduce a la solucién en dos di-
mensiones al tomar, por ejemplo, 2=0 (que podria ser un
primer intento intuitivo de obtener la solucién bidimen-
sional a partir de la conocida solucién tridimensional).
De manera andloga a (13), el desarrollo de (11) en
serie de Taylor alrededor de z’=0 es

V(x) = (Z IN/Z) Inx + X$—2P + (xIQ) , (16)

donde el potencial total ), V; est4 dado por (12) y P es
el momento “dipolar” del potencial definido por

P= /dx'f(x')x' = Z‘Zx; (17)

A partir de (16) se puede proponer un esquema de so-
lucién numérica al problema en cuestion: ;cémo adaptar
el algoritmo de relajacion para resolver la ecuacién de
Laplace con condiciones de contorno abiertas? Ya que
en (16) los dos primeros términos son dominantes pa-
ra £— 00, entonces elegiremos condiciones para que el
primer término Vjs (monopolar) sea cero y el segun-
do término Vp (dipolar) sea suficientemente pequeno,
de tal forma que V(x)=0 sobre una circunferencia de
radio Rp > R (Fig.1). Asi, dicha circunferencia con
V (x)=0 constituiria una condicién de contorno (de Di-
richlet) cerrada y el algoritmo de relajacién dado por (3)
se aplicaria de la manera usual en la regién 0 < r < Ry.
En efecto, si elegimos una distribucién de potenciales
“fuente”tal que ), V; = 0 en (16), entonces el término

monopolar se anula (a pesar del comportamiento diver-
gente de In z) y el término dipolar se evalia en Ry > R
(i.e, Xo >X con X= R/a):

x-P 1

~ X ~
. _ : o il .
VD_W__O E Vi cos ¢; x; < X, E [Vil, (18)
(3

(3

de tal forma que |Vp| = 0.

5. EL CASO DEL DIPOLO

Esta configuracién de cargas constituye el caso mas
sencillo con el que se puede verificar la aproximacién da-
da por (18), pues para el dipolo se puede calcular facil-
mente la solucién analitica exacta que da la forma de las
curvas equipotenciales en 2D.

Para los potenciales “fuente” ‘71 = —‘72 =V o bien
Va1 = Va2 = V In(a/ro) (correspondientes a las
“cargas” bidimensionales ¢ = —¢g2 = ¢) localizados en

los puntos (A, 0) del plano XY?, el potencial exacto en
x=(z1, 2) se calcula a partir de (10) como la contribu-
cién de dos términos monopolares:

V(z) = Viny/(z1 —h)?2+zi—Viny/(z1 +h)? + 23
22

- Y|k A h)2 o (19)
2 (1 + h)” + 23

SiV(x)=Cy C =exp(2C/V), las curvas equipo-
tenciales corresponden a

C'+1,\°
(CEl—Cl—i_lh> +$%:h2

(g:fi)Q - 1] . (20)

Claramente (20) representa a una familia de circun-
ferencias excéntricas cuyos centros se desplazan hacia los
extremos del eje X a medida que sus radios respectivos
crecen.

Para la simulacién numérica en Fzcel se
tomé Az=Ay=a (Fig.2) como la separacién entre
celdas adyacentes. Para la magnitud y ubicacién de
los potenciales “fuente” se tomé los valores V, 1=
~Va,2=1 V junto con V=0,26 V (lo que supone una
relacién a/ro=46,8 en (9)) y h=4, asi que la regién de
radio R en la Fig.1 corresponde a X = 4 en (18). La
circunferencia que sirve como condicién de contorno
cerrada tiene un radio adimensional Xy = 50, asi que la
contribucién méaxima del término dipolar V p sobre esta
circunferencia corresponde al eje del dipolo (¢ 1=¢2=0)
y coincide con la méxima cota superior en (18):

2La notacién que se utiliza es r = ax = (=, y) para el vector
posicién medido en unidades de longitud, donde x = (z1, z2) es
el vector posicién adimensional y Az = Ay = a es el tamaifio
de la celda en las simulaciones numéricas. Ya que el simbolo “z”
puede representar la componente z del vector r o bien la magnitud
del vector x, entonces el contexto correspondiente debe aclarar a

©p0

qué “z” se estd refiriendo el uso de este simbolo.
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~ - X ~
< (VlhcosqSl + Va(—h) cos¢2) =X, ; \4
= 75(0,26+0,26) = 0,04V. (21)
Esto significa que la contribucién dipolar V p sobre
dicha circunferencia toma los valores —0,04 < Vp(Xy) <

0,04, asi que la condiciéon de contorno efectiva que se

tomard es V(Xg)=0.

En la Fig.3a se muestra el resultado de esta simu-
lacién para una ventana correspondiente a los interva-
los z1€[-20, 20] y z2€[-20, 20]. Nétese que en la regién
z1€[-13, 13] y z2€[-13, 13] aun las curvas equipoten-
ciales se aproximan a circunferencias. A medida que la
ventana va creciendo hasta abarcar la regién total de ra-
dio Xo = 50, la forma de las curvas equipotenciales se
va “achatando” horizontalmente debido a la condicién de



METODO DE RELAJACION 23

contorno V(X)=0. En la Fig.3b se muestra una compa-
racién entre los valores numéricos del potencial calcula-
dos segin el método de relajacién (puntos negros) y los
valores ezactos del potencial segin la férmula analitica
(19) (curva continua). En ambos casos se eligié graficar
el potencial a lo largo del eje del dipolo (eje X) corres-
pondiente a z1€[0,50] y 22=0. Como se observa en la
Fig.3a, es a lo largo de este eje en donde se debe regis-
trar la mayor discrepancia entre la teoria y la simulacién
numérica, ya que es aqui en donde se acentia el “achata-
miento” de las circunferencias equipotenciales predichas
por (19). Nétese que el potencial exacto es singular en
z1=4 pues corresponde a una “carga” puntual; sin em-
bargo, el valor elegido del potencial “fuente” debido a
esta “carga” es V,,1=1V, esto es, el potencial a una
distancia ¢=46,81r( de la “carga” puntual, donde rq es
la distancia convenida para que el potencial sea cero.
Tomando pues V,,1=1 V como referencia, el error por-
centual entre los valores tedrico y numérico del potencial
en £1=>50 es aproximadamente 4 %, lo que coincide ra-

zonablemente bien con la contribucién dipolar calculada
en (21).

6. OTRAS DISTRIBUCIONES DE CARGA

Para las distribuciones de carga que se muestran a
continuacién, el célculo analitico exacto de V' (x), si bien
no es complicado, ya no conduce a férmulas sencillas
para las curvas equipotenciales al establecer V(x)=C.
Es asi que la simulacién numérica y la apreciacién cua-
litativa de los graficos de curvas equipotenciales puede
ofrecer una guia valiosa que permita dilucidar carac-
teristicas fisicas de estos sistemas. Veamos algunos casos.

a) “Tripolo” .- Para una distribucién de tres cargas
ubicadas en x;=(—4, —4), x2=(4, —4), x3=(0, 3) y que
producen los potenciales “fuente” con valores V,; =
Va2 = -Va3/2 =1V respectivamente, la contribu-
cién monopolar de V(x) en (16) es cero. La contribu-
cién maxima de V p sobre la circunferencia de radio X
= 50 ocurre a lo largo del eje dipolar del tripolo y co-
rresponde a |V p|=0,018 V. Fijando pues la condicién
de contorno V(Xp) = 0 se obtiene la familia de curvas
equipotenciales que se muestra en la Fig.4. Nétese que
en los contornos de la ventana de esta figura, las curvas
tienden a formar “circunferencias” achatadas similares a
las de la Fig.3a, lo que refleja el comportamiento dipolar
de esta distribucién en el campo lejano.

b) Cuadrupolo.- Para una distribucién de cuatro
cargas ubicadas en x; = (-4, 4), xo = (-4, -4), x3 =
—X1, X4 = —X3, y que producen los potenciales con valores
Vai=-"Va2=V,3=-V,42 =1V respectivamente,
tanto la contribucién monopolar como dipolar de V(x)
en (16) es cero, asi que la condicién de contorno V(Xo)
= 0 es muy adecuada. En la Fig.5 se puede apreciar las
correspondientes curvas equipotenciales.

¢) Pieza metdlica continua.- En este caso se
simula una pieza metdlica continua por la yuxtaposi-
cién de 26 celdas con potenciales “fuente” de igual valor
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Va,i =1V (1<i<26).Las contribuciones monopolar
(V) y dipolar (Vp) de V(x) en (16) son diferentes de
cero. La primera contribucién tiene una magnitud sobre
la circunferencia de radio X¢ = 50 igual a |V 3/ (Xo)| =2
26,44 V, mientras que la magnitud de la segunda con-
tribucién tiene una méaxima cota superior de magnitud
|Vp(Xo)| = 0,68 V. Por lo tanto, ya que Vs es domi-
nante sobre V p, se puede tomar el valor de Vj; como
la condicién de contorno. Sin embargo, recordemos que
el potencial eléctrico estd determinado a menos de una
constante aditiva, e.g. (9) y (10), asi que bien se pue-
de obtener la misma distribucién geométrica de curvas
equipotenciales para esta pieza tomando como condicién
de contorno V(Xy) = 0. Esto es lo que se muestra en la
Fig.6.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se adapto el algoritmo de relajacién
usual en 2D dado por (3) utilizando V(Xg) = 0 como
una condicién de contorno efectiva (de Dirichlet) cerra-
da, donde Ry = aXg es el radio de una circunferencia
suficientemente grande con relacién al circulo de radio
R = aX que contiene a una distribucién arbitraria
(continua o discreta) de cargas eléctricas. La relacién
que se usé a lo largo de este trabajo fue X/X, =
0.1 con X = 5. Las simulaciones numéricas muestran
la distribucién de curvas equipotenciales en la regién
0 <z < Xg (z=+/22+23) . Observando la simulacién
para el caso del dipolo, esta regién se puede dividir en
tres regiones: el “campo cercano”: 0 < z < 5, el “campo
intermedio”: 5 < z < 20 y el “campo lejano”: 20 < z
< 50. En el campo lejano las curvas equipotenciales
ya pierden su forma circular debido a que la condicién
de contorno aproximada V(Xp) = 0 no es muy buena
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para las distribuciones de carga que tienen momento
dipolar diferente de cero. Sin embargo, en el campo
intermedio —y por lo tanto en el campo cercano— la
aproximacién V(Xp) = 0 es suficientemente buena.
Para el caso del cuadrupolo se puede suponer que en
el campo lejano el célculo de las curvas equipotenciales
sea bueno, ya que esta distribucién no tiene momento
dipolar. Una forma de subsanar la limitaciéon impuesta
por V(Xp) = 0 es calcular ezactamente la contribucion
del momento dipolar de la distribucién arbitraria de
carga sobre la circunferencia de radio Xy, y asi tener
el valor de V(Xj) exacto como condicién de contorno
efectiva cerrada en el campo lejano. Este trabajo
adicional seguramente mejoraria el calculo de las curvas
equipotenciales, pero se incluiria en una préxima pu-
blicacién a propésito de un método numérico practico
para la “triangulacién del dipolo”, i.e., hallar, mediante
mediciones del potencial en el campo lejano, el momento
dipolar equivalente de una distribuciéon arbitraria de

“cargas” en 2D. La aplicacién del algoritmo de relaja-
ci6n (3) puede constituir una poderosa herramienta de
simulacién numérica para problemas que ya no se pue-
den tratar analiticamente de una manera practica, como
pueden ser los casos del “tripolo” (Fig.4) o de la pie-
za metalica continua (Fig.6), donde la pérdida de una o
varias simetrias complica notablemente el problema.
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RESUMEN

Se construye un modelo para describir el comportamiento de la velocidad circu-
lar de rotacién de galaxias. Para ello se utilizan los resultados del modelo cosmolégico
estandar para normalizar las ecuaciones de un fluido ideal que se aleja de la expansién
homogénea de Hubble y colapsa de manera autosimilar hacia un exceso de densidad
inicial. Se adopta el sistema de coordenadas esféricas con el eje polar coincidente con el
eje de rotacién galactico. La tnica interaccién considerada es la gravitacional y, como
buena aproximacién, se trabaja con un potencial gravitacional originado solamente por
la componente dominante en la masa, la cual es asumida con simetria esférica, con-
formada por materia oscura y estrellas de tipo halo. Se asume establecido el equilibrio
hidrostatico en las direcciones distintas de la radial y se obtiene una solucién para la
velocidad circular. Se promedia esta solucién en las variables angulares proponiendo la
presencia de un fendmeno de pulsaciones en las oscilaciones de las ondas de densidad
y se obtiene una férmula de ajuste para curvas de rotacién. Se ajusta el modelo a los
datos de curvas de rotacién de diez galaxias obteniendo un buen acuerdo, y con estos

ajustes se obtienen distintos pardmetros de la estructura y dindmica de galaxias.

1. INTRODUCCION

Las curvas de rotacién de galaxias espirales constitu-
yen una fuente de informacién muy valiosa en el estudio
de la estructura y dindmica de estos objetos. En estas
galaxias, el movimiento de rotacién es muy superior en
magnitud respecto de otros movimientos y por ello, los
rasgos de la velocidad circular como funcién de la dis-
tancia radial sobre el plano de rotacién son muy bien
definidos y comunes a todas ellas. El rasgo mas impor-
tante del comportamiento de la velocidad circular es que
a medida que aumenta la distancia radial es creciente y
muy empinado cerca del eje de rotacién, similar al com-
portamiento de un cuerpo rigido en rotacion, tornandose
luego y bruscamente en un comportamiento casi plano,
donde la velocidad de rotacién no cambia mucho con la
distancia. En la descripciéon més simple de una rotacién
kepleriana, sin tomar en cuenta los efectos de los gradien-
tes de presion, la velocidad circular se escalaria con la
distancia radial r y con la masa contenida dentro de ese
radio, M, segiin (M /r)'/2. Si se considera sélo la masa
visible de una galaxia, esta descripcién falla para distan-
cias suficientemente grandes, pues en esas regiones don-
de la masa visible ha caido notablemente, la forma de la
curva de rotacion contintia siendo plana. Este hecho dio
lugar al planteamiento de la existencia de la materia os-
cura (de composicién no del todo conocida hasta ahora)
que constituiria aproximadamente el noventa por ciento
de la masa de una galaxia tipica, y cuya distribucién se
extenderia a mayores distancias que la de la materia vi-
sible. De todas maneras, incluyendo la materia oscura,

el modelo kepleriano no describe de buena manera a las
curvas de rotacién, haciéndose necesario el considerar a
un sistema galactico como un fluido. Los primeros estu-
dios del problema mostraron que cuando la materia visi-
ble es modelada como un gas Maxwelliano no colisional
embebido en un halo de materia oscura conformada por
particulas no colisionales con una muy alta dispersién de
velocidades, aparecia de forma natural el potencial gra-
vitacional que da lugar a curvas de rotacién planas [7].
Por otro lado, se han construido potenciales con compo-
nentes de disco, halo y bulbo esferoidal que proveen de
buenos ajustes a las curvas de rotacién de galaxias espi-
rales [8]. Otros modelos ajustan el campo gravitacional
usando un modelo adecuado para la densidad superficial
de discos galacticos, obteniendo de igual manera bue-
nos resultados [9]. El fenémeno estd presente también en
galaxias elipticas y primeros modelos que las consideran
como sistemas esferoidales oblados con pequefia rotacion
dan como resultados curvas de rotacién razonablemente
planas [10]. Trabajos recientes en teoria de campos han
alcanzado modelar las curvas de rotacién, por ejemplo,
al considerar que el acople fuerte entre la materia os-
cura y la visible puede ser descrito como una relacién
de desviacion topolégica, la cual es interpretada como
una modificacién de la ley de Newton [11]. Peebles [1]
y Bertschinger [2] hicieron notar que el comportamiento
de las curvas de rotacién en la parte plana puede ser des-
crito con el escalamiento ~/8 que se obtiene de solucio-
nes con simetria esférica para distancias suficientemente
grandes. Siguiendo esta idea, se plantea aqui una solu-
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cién con simetria de disco que busque explicar no sélo
el comportamiento general mencionado sino también las
fluctuaciones respecto del mismo. Estas fluctuaciones, en
las curvas de rotaciéon provenientes de observaciones de
galaxias espirales, tienen la forma de oscilaciones de am-
plitud variable, oscilaciones cuya frecuencia y amplitud
disminuyen con la distancia radial.

A continuacién se describe la construccién del mode-
lo, luego los resultados y finalmente se realiza una dis-
cusién y se dan las conclusiones de este trabajo.

2. ECUACIONES DEL MODELO

Las ecuaciones de trabajo adoptadas para describir
la dindmica de un fluido colisional no viscoso con inte-
raccién gravitacional son:

La ecuacion de continuidad:

0
= 1
o+ ¥ (00) =0, 1)
las ecuaciones de Euler:
d
2
dtv+- Vp 78 (2)

y la ecuacién del flujo de energia:

d

ﬁ@p) 0, (3)

donde p es la densidad, 7 es el vector velocidad, p es la
presion, v es el indice politrépico y ¢ es la aceleracién
gravitatoria, la cual, como gradiente de la solucién de la
ecuacién de Poisson, tiene la siguiente expresién:

(™)
—‘: d3—4
g v/| =
pT = p+ pNC; (4)

donde py¢ es la densidad de la materia no colisional.

Se busca construir un modelo autosimilar, es decir
que sea invariante en forma y apariencia en todas las es-
calas, tanto espaciales como temporales. Esto se logra al
adoptar los resultados del modelo cosmolégico estandar
para tiempos suficientemente grandes posteriores al co-
mienzo de la expansién. Bajo el régimen de esta expan-
sion homogénea de Hubble, la densidad media del uni-
verso, llamada densidad de Einstein-De Sitter, evolucio-
na con el tiempo segun la forma:

L 5
6mGt2’ (5)

Por otro lado, las fluctuaciones de la densidad, que
crecen como %/3 | originan centros de condensacién loca-
les que hacen que sucesivas capas concéntricas alrededor
de ellos se alejen de la expansién general. De modo que
una de estas capas, que inicialmente se estd expandiendo
siguiendo el flujo de Hubble, llega a frenarse y comien-
za un movimiento contrario de colapso hacia el centro de

pu(t) =

condensacién. Segun la teoria del modelo estandar, el ra-
dio de retorno de las capas de masa colapsantes obedece
el siguiente comportamiento con el tiempo:

Tea(t) = 7(£)%° o t3/°. (6)

Lo que se propone en la construccién del presente
modelo es que estas capas colapsantes dan lugar a la for-
macién de galaxias y entonces, al margen de considerar
otros efectos estructurales y dindmicos producidos por
procesos tales como los de formacién estelar, disipativos
y otros debidos a la presencia de campos magnéticos, el
modelo deberia representar de buena manera los rasgos
generales de las galaxias normales.

Se ve, por lo tanto, que la normalizacién de las varia-
bles en términos del radio de retorno y de la densidad de
Einstein-De Sitter es muy adecuada. Tal normalizacién
en coordenadas esféricas es la siguiente:

a. Posicion:

Rt = (\0,0), A= Tm’“(t), (7)
b. Velocidad:
3, 1) = t( J7(0,0,9), (8)
c. Densidad:
p(7,t) = pa(t)D(X,0,0), (9)
d. Presion:
Tta(t)

)2pe,0),  (10)

Al ser el radio de retorno la tnica escala espacial fun-
cién del tiempo, el sistema resulta autosimilar, es decir,
dada la escala fija A, es invariable en forma y apariencia
para todas las escalas r = A\73/9.

Con las variables asi normalizadas, las ecuaciones (1),
(2) v (3) toman las siguientes formas adimensionales:

Vi (DV) —2D — SAD’ =0,

. L 1. 8., B
V-VR‘V—§V—§)\V +5VR‘P—
2 Dr(R") 43
_v_’/ - . d II,
9" "J |R-Rr|
5 - P 2P 8 P P>
4 Vﬁ(ﬁ) 9D §>\(5) (v— 1)DV V=0, (11)

donde las primas indican derivadas parciales respecto de
A

Se introducen las siguientes definiciones:
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X = cosf, V:(V)\,VQ,V¢),
ur =Wy, up=(1-x2"?Vp,
12
L, (12
® T X272 n=on>

Dy (R'") 13 3.
Z = flR R”dR

y con éstas, las ecuaciones (11) en coordenadas esféricas
son:

(ux — 3A)D’ + $Duy + Duj, — 2D

—%(D%’lm + UQ%D) + %(D%Uq} + U¢E%D) =0,

(13)
(ur — EN)ul — Fur — %Uﬁ%UA + %u%%u)\
(14)
+n +n% =37,
(uxr — 3N)up — tug — %ue%w + %(U¢%Ua - #ug)
_1*X2( +10 D)= _21x% 0 5
1T Doy 9 A %
(15)
(ux = SNl — gug + Jusagus — sus(fus — T2z up)
1 o 5 py_2_1 8
3 (367 + BosD) = 33 962
(16)
(ux = g = 51 — xuo g5 + xUs 25
(17)

+(y = Dn(Fux + vl — %%ue + %B%ut;,) =0.

3. SOLUCIONES
3.1. Aprozimacion radial

En esta aproximacion se hallan las soluciones de las
ecuaciones (13—17) para valores de A suficientemente
grandes. Para estos valores, dichas ecuaciones se reducen
a las formas:

AD'+ 2D =0,
—5xu = gur +0 + 0y =37,
Auj + gug =0, (18)

Ay + gug =0,

An’+%n:0,

Las soluciones de este conjunto son:

D" = DoA=%4,  Z7 = 18(B,v0)2 A" /4,

— -1 2.2y —5/4
uh = vgoa AT — w2\ 3N/,

ro_ Ug/\il/s,

ul, uly = voop A /8,

nr — ,'70)\71/4_

Estas soluciones estan expresadas en términos de
parametros dindmicos para valores de \ suficientemente
grandes, los cuales se describen a continuacién:

i. By es el parametro de soporte rotacional, definido
como el cociente entre la aceleracién gravitatoria
y la aceleracién centrifuga. Si v.(r) es la velocidad
circular del fluido a la distancia radial r y m(r) la
masa total dentro de ese radio. La expresién para el
cuadrado de 3, es la siguiente:

g Gm(r) 321 Do(1+¢)

2
Bg= = =

2
go  ve(r)?r 27 V3 (20)

donde ¢ es el cociente entre la masa de la materia
no colisional y la masa del gas colisional (¢ ~ 9).

ii. By es el cociente entre la aceleracién del gradien-
te de presion radial y la aceleracién centrifuga. La
expresion para su cuadrado es:

2__ r&p(r) _9%m
b = r)2p(r) 203 1)

=
/\

iii. El pardmetro x2 da una medida de la combinacién
de los efectos gravitacionales y de los gradientes de
presién:

Xo =B, — 5, (22)

iv. o) y o9 comparan las amplitudes de los movimientos
radiales y polares con la amplitud del movimiento
circular, respectivamente.

v. Adicionalmente se define un parametro, g, que mi-
de el grado en el que el efecto del segundo término
en u} se aparta del efecto del primero:

9
= (05 + 03).

3 (23)

Xo =

3.2.  Equilibrio Hidrostdatico

Como una simplificacién del modelo se adoptan con-
diciones de equilibrio hidrostético en las direcciones 6 y
¢, ésto permite anular la suma de las componentes de
las fuerzas gravitacionales y de gradientes de presién en
esas direcciones:
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n+ B%D— Z =0,

e
Ol
©ol
e

(24)
6] 6] 20 _

Por otro lado, no se consideran condiciones de equi-
librio hidrostatico en la direccién radial; éste se daria si
X5 =0

Con esta propuesta, las ecuaciones (15) y (16) se re-
ducen a las formas:

OpVy =0, OpVy=0,

(25)
Op = (ux — §A) 25 — 5 + 3 (us g — uozy)-

Quiere decir que, bajo las condiciones de equilibrio
hidrostédtico asumidas, las soluciones para Vy y para Vg
son idénticas a menos de un factor constante. Es inme-
diato que este factor es oyp:

Vo =09 V. (26)

3.3.  Aprozimacién Lineal

En este punto, la tnica ecuacién necesaria para la
obtencién de la velocidad circular es (25). Como siguien-
te aproximacién se propone expresar el operador Op en
términos de los resultados de la aproximacién radial:

P 8o 1.1 .90 .0
Op — Op" = (uy 9/\)8)\ 9+>\(u¢8¢ u(,ax). (27)

Definiendo la variable u como

uw= "8 (28)

se encuentra que las soluciones de la ecuacion diferencial

Op"Vy =0 (29)

tienen la forma general

m 1/9/,. .2 1/18 2
V" = Apu'/? (cos® g(u)) /"% exp {9—909(“)]

—Kn, <19%9£J(U) + x>2 —im (gl—gi)g(w - ¢>] ;
(30)

X exp

donde

QUUX(Z)U—U)\} 31)

g(u) =tan~! { o

y m es entero.

La constante K,,, cuando positiva, sirve para regular
el grado de achatamiento del sistema hacia el plano de
rotacion, mientras que m da el nimero de brazos espira-
les.

4. FORMULA PARA EL AJUSTE

Se adopta una forma de la solucién correspondiente
a una estructura de m brazos espirales:

o 160 2
Ve = A(ul cosg|)1/9eﬁge_K(9T:g+X) x

842 gx)” 16
1+ Be 0 cos ym (—gq-9+ ¢+ ¢o
(32)
Se propone la presencia de un fenémeno de pulsa-

ciones, de manera que se hace el siguiente cambio en la
frecuencia de las variaciones armdnicas:

m-—->m+d, §LI1. (33)

Por otro lado, se plantea que la solucién de orden
cero, con B = 0, representa el comportamiento medio
de la velocidad circular correspondiente a x = 0 (plano
de simetria) e independiente de ¢, y que las fluctuacio-
nes respecto de este valor medio estan representadas por
la solucién de orden m, las cuales dependen de x y ¢,
ademds de A. A fin de simplificar el ajuste, se toma en
estas fluctuaciones un valor medio (x) = 1/2; y con esta
eleccidn, los valores de vgoy corresponden al hemisferio
superior 0 <y < 1.

Con estas consideraciones y realizando el promedio
en la variable angular ¢, la expresion resultante para la
velocidad circular de rotacién es la siguiente:

1604

- 2
Ve=(Vp) = A(U|cosg|)1/geﬁge*K(mg) %
(34)

1604

2
[1 + Aoefﬁ(mg+%) cos (m%g + (,00):| .

Dada una tabla de datos para los valores de la ve-
locidad circular de rotacién, y, versus los valores de la
distancia radial, z, la forma a usar para los ajustes es la
siguiente:

flu) = CL1(azu|cosg|)1/9easg/9eﬂz592 %

g = g(u) = tan ! (asu — as),

u=u(z) = (x4 ay) /5.

El parametro a;o es introducido para considerar la
posibilidad de que los datos  no tengan como origen al
centro de la distribucién.

Finalmente, los pardametros fisicos se obtienen a par-
tir de los parametros del ajuste con las relaciones:
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TABLA 1

29

Parametros obtenidos con los ajustes a las curvas de rotacién. Los valores estan dados para m = 2 y 7 = 1. Excepto
los indicados con ’*’, que pertenecen a la base de datos co-hi,
todos los deméds corresponden a la base de datos optical [5].

Galaxia o o9 Vo Qo X3 A Ay K B ©o
NGC 2590 | —0,007 -0,1 15,7 0,2 0,01  362,7 -0,3 1,1 7,9 —-294
NGC 2841 0,001 —0,06 12,3 0,2 0,01  430,6 —6,1 10,1 35,5 —=30,7
NGC 3521 —0,01 0,02 -492 -0,06 0,001 2915 -2x10* 75 243,3 —58,0
NGC 4448 —0,01 0,5 14,6 0,2 0,006 314,7 0,002 0,1 —-0,7 —28,2
NGC 4527 | —0,001 —1,2 15,7 0,1 0,006  230,5 0,06 0,005 —-0,06 —29,4
NGC 4565 0,01 —0,03 15,0 0,1 0,004 320,8 4x10* 180,2 208,7 19,1
NGC 4569 | —0,003 —0,04 13,0 0,2 0,007 3760 2x10™ 47,1 3249 178
NGC 5033 —-0,07  —0,06 3,0 0,2 0,01 4960 -3x10* 94 286,3 —249
NGC 891 | —0,003 —0,07 15,4 0,2 0,007 2959 —0,2 3,0 10,5 —=30,1
NGC 1068" | 0,001  —0,007 60,8 0,03 0,0003 279,9 1x10% 56,7 179,7 12,1
NGC 2841° | 0,0006 —0,06 12,2 0,2 0,01  436,5 —6,1 10,0 37,1 —-30,6
NGC 4527" | —0,001 0,2 23,2 0,1 0,004 2357 0,05 -0,1 -1,2 -283
TABLA 2
Valores del pardmetro a1p (en unidades de kpc) para los ajustes a las
curvas de rotacion de las galaxias de la Tabla 1.
NGC 2590 NGC 2841 NGC 3521 NGC 4448 NGC 4527 NGC 4565
2.9 1.9 1.8 2.4 2.2 2.6
NGC 4569 NGC 5033 NGC 891" NGC 1068" NGC 2841° NGC 4527
2.6 1.0 3.1 4.6 2.0 4.0

a2a4
2(1+a2)”’

09 = __(%?) a:ﬁs’ ox = (%;) iiﬁf’
(36)
A= alaé/g, Ag =ag, o = ay,

5. RESULTADOS

Se aplica la férmula de ajuste (35) a datos de curvas
de rotacién obtenidas de las observaciones por Sofue Y.
[5]. Los ajustes son realizados utilizando el método de
Levenberg-Marquardt [4] con una precisién de 1073 %
en el pardmetro y2. Estos datos junto con las correspon-
dientes curvas de ajuste son mostrados en las figuras 1y
2 para doce galaxias. Los pardmetros obtenidos para es-
tas galaxias estan contenidos en la Tabla 1 y en la Tabla
2 se presentan los valores obtenidos para el pardmetro
aio.

6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

El modelo desarrollado se ajusta de modo razona-
ble con los datos de curvas de rotacién galacticas. Segin
éste, el comportamiento medio de la velocidad circular
de rotacion, con una forma empinada cerca del centro de
la distribucién y con una forma plana al alejarse luego de
aquél, seria debido principalmente a la preponderancia
de los movimientos polares de los elementos del fluido
hacia y desde el plano de simetria galactico en el primer
caso, y al efecto contrario en el segundo, cuando, para
valores suficientemente grandes de la variable radial A, la
forma plana es explicada por la lenta variacién de la ve-
locidad con tal variable, segiin A~*/%. Las fluctuaciones
respecto de este comportamiento medio serian explicadas
por dos efectos: el efecto de un fenémeno oscilatorio de
pulsaciones provocado por las oscilaciones armoénicas de
las ondas de densidad que originan también los brazos es-
pirales. La frecuencia de estas oscilaciones decrece con la
variable radial segin le forma de la funcién g(u) (ec. 31).
Esta funcién se presenta como una variable natural del
problema; la velocidad circular como funcién de g tiene
oscilaciones arménicas de frecuencia constante, frecuen-
cia cuyo valor estd definido por el valor del pardmetro
Qp. Segiin la Tabla 1, los valores de €y son del orden
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Figura 1. Datos de curvas de rotacién y curvas de ajuste para distintas galaxias. Las unidades de la velocidad circular de
rotacién son km/s. ’s’ representa la variable radial y sus unidades son kpc. Se indica el tipo de datos utilizados, optical

en estos casos [5].
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de 0,1 en casi todos los casos, lo cual tal vez permitiria
sugerir que éste es un pardmetro mas o menos estable de
una galaxia a otra. El otro efecto que explicaria las fluc-
tuaciones estaria gobernado por los movimientos polares
a través de una amplitud variable de las fluctuaciones
oscilatorias. Esta amplitud, como funcién de g tiene una
forma exponencial, de tipo creciente o decreciente en al-
gunos casos, y de tipo gaussiano en otros. Se encuentra
que a mayores valores del pardmetro oy, que cuantifica
el orden de magnitud de los movimientos polares respec-
to del movimiento circular, mayor es la amplitud de las
oscilaciones. Los valores de oy no se muestran estables
de una galaxia a otra; segun la Tabla 1, en algunos casos
el orden de la velocidad polar es cien veces menor que
la velocidad circular y en otros llega a ser comparable a
ésta.

Los valores de o) mostrados en la Tabla 1 son, en
general, menores que los de oy, y aun en el caso en que
éstos son comparables, el efecto de los movimientos ra-
diales es mucho menor al efecto de los movimientos pola-
res en la estructura de las curvas de rotacién estudiadas.
Los bajos valores de oy y ¢ determinan pequenos va-
lores del pardmetro X3, lo que indicarfa que el equilibrio
hidrostatico en la direccion radial en los objetos bajo es-
tudio estaria establecido como muy buena aproximacion.

En lo que se refiere al proceso de la obtencién de
los ajustes, éste es muy sensible a las variaciones de
los valores de los parametros y se dificulta por el alto
nimero de pardmetros a modificar. Como ejemplo se
tienen los casos de dos galaxias, NGC 4527 y NGC 2841
para los cuales se disponian de ambos tipos de datos,
optical y co-hi. En el primer caso se encuentran grandes
diferencias en los valores de los parametros para los
ajustes a uno y otro tipo de datos (véase Tabla 1) a pesar
de que los mismos se muestran razonables en las figuras

correspondientes (véanse figuras 1 y 2). En el segundo
caso, por el contrario, se encuentra un excelente acuerdo
entre los resultados de los ajustes de ambos tipos de da-
tos. Finalmente, se encuentra un resultado no esperado
en los ajustes realizados, pues el parametro aig que defi-
ne el cero de la variable radial y por tanto deberia tomar
valores suficientemente pequenos, toma valores muy sig-
nificativos en todos los casos (véanse la Tabla 2 y figuras
1y 2). En este punto no se puede dar una explicacién a
este problema y queda como objeto de estudio posterior.
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CARACTERIZACION DE MATERIAL MAGNETICO EN LAS PARTES DE LA
ABEJA SIN AGUIJON S. QUADRIPUNCTATA: UN ESTUDIO POR
RESONANCIA FERROMAGNETICA Y MAGNETOMETRIA SQUID

Marcelo J. Lucano
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RESUMEN

Material magnético en las partes de la abeja sin aguijon Schwarziana quadripunc-
tata, cabeza, par de antenas, térax y abdomen fueron investigados a través de magneto-
metria SQUID y Resonancia Ferromagnética (RFM). Las magnetizaciones de saturacién
Jg, remanencia Jg y campo coercivo son determinadas de las curvas de histéresis. A
partir de los valores de H¢ y Jr/Js es estimado el tamaiio de las particulas. El valor
de Js y el drea de los espectros de absorcién de RFM dan como resultado 23 + 3%,
45 + 5%, 15 £ 2% y 19 + 4% de contribucién de material magnético de la cabeza,
par de antenas, térax y abdomen, respectivamente; similar a aquellos observados en la
hormiga migratoria Pachycondyla marginata. Este resultado es discutido a la luz de la
hipétesis de la antena como estructura magnetoreceptora.

1. INTRODUCCION

En los ultimos 30 anos, desde la observacién de mag-
netosomas conteniendo nanoparticulas de magnetita bio-
mineralizadas en la bacteria magnetotéctica (Blakemore
1975) varios estudios en diferentes campos han sido de-
sarrollados con el propdsito de entender la orientacién
geomagnética en los organismos. Experimentos compor-
tamentales fueron realizados en diferentes especies de
animales (Wiltschko & Wiltschko 1995; Vacha & Souko-
pova 2004; Wiltschko et al. 2004) intentando comprender
el mecanismo que envuelve este fenémeno. En particu-
lar, estudios extensivos en insectos se han enfocado en
la abeja de miel Apis mellifera. La correlacién entre el
comportamiento de esta abeja y el campo geomagnéti-
co fue probado por primera vez en 1968 (Lindauer &
Martin 1968). Posteriormente, material magnético fue
observado en el cuerpo de esta abeja usando magnetéme-
tros superconductores apuntando a un posible mecanis-
mo conformado por minusculas particulas actuando co-
mo un sensor magnético (Gould et al. 1978). Trofocitos
conteniendo hierro fueron encontrados en el cuerpo de
abejas adultas (Kuterbach & Walcott 1986), identifica-
dos como particulas de magnetita superparamagnética
(SPM) (Hsu & Li 1994); sin embargo, este resultado no
fue reproducido. Material electréonicamente denso encon-
trado en los pelos del abdomen de la abeja de miel fueron
propuestos como particulas de magnetita monodominio
(SD) o superparamagnetica (SPM) (Schiff 1991) y una
hipétesis de aprendizaje asociativo visual y magnético
fue desarrollado (Schiff & Canal 1993). La presencia de
particulas de hierro fue reportada por microscopia Opti-
ca y electrénica en los trofocitos de la abeja adulta sin
aguijén Scaptotrigona postica (Cunha et al. 1987). Mas
recientemente, fue propuesto que granulos ricos en hie-
rro encontrados en el cuerpo grasoso de las abejas reina
A. mellifera e S. postica estan formadas de moléculas de

holoferritina con fosfato inorganico y calcio (y magnesio
en la S. postica) con didmetros menores que aquellos des-
critos anteriormente en la literatura (Keim et al. 2002).

La motivacién para la bisqueda de tal sensor
magnético deberia ser la confirmacién de que el compor-
tamiento de la especie es sensible al campo geomagnéti-
co. El primer paso es detectar y localizar las nanoparticu-
las magnéticas como posibles magnetoreceptores, deter-
minando sus propiedades magnéticas. El siguiente paso,
méas complejo, es entender el proceso fisiolégico que esta
envuelto en el mecanismo de magnetorecepcién. Este pa-
rece ser el caso de la abeja Schwarziana quadripunctata
para la cual los efectos del campo magnético fueron ob-
servados en la frecuencia de salida del nido (Nascimento
et al. 2001). En este trabajo se presentan las medidas
hechas a temperatura ambiente (TA) con las técnicas
de magnetometria SQUID y Resonancia Ferromagnética
en las partes del cuerpo de la abeja S. quadripunctata,
apuntando a la existencia de un posible magnetorecep-
tor.

2. METODOS Y MATERIALES

La abeja meliponini S. quadripunctate nativa de la
Mata Atlantica fue colectada de su nido localizado bajo
tierra en Teresépolis, Rio de Janeiro-Brasil, a una altu-
ra de 1000 m encima del nivel del mar e intensidad de
campo geomagnético 0,238 Oe, inclinacién -32° y decli-
nacién -20°30’. Forrajeadoras adultas fueron colectadas
en el verano de 2004 entre las 8 — 13 h, periodo de maxi-
ma actividad e optimo rango de temperatura de vuelo
(21-26 °C) (Imperatriz-Fonseca & Darakjian 1994). Las
abejas fueron colectadas vivas, colocadas en un refrige-
rador y después de una semana transferidas a un con-
servante de tejidos de cacodilato 0,1 M pH 7,4. Diez in-
dividuos fueron usados sin los miembros tordxicos. Dos
grupos de cuatro abejas cada uno fueron separados en
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TABLA 1

Pardametros magnéticos de una abeja S. quadripunctata* y partes de su cuerpo?.

Entera (control) | Cabeza Antenas Térax Abdémen
Js (1076 emu) 3.3+£04 1.1+£0.3 2.1+ 0.3 0.7+ 0.3 0.9+ 0.5
Hc (Oe) 43+ 15 32+ 8 130+ 5 44+ 18 90+ 20
Jr (1077 emu) 2.0£0.8 14+04 o£ 0.5 0.8 +£0.1 0.8+ 0.4
x (1072 emu/Oe) -4.2 + 0.5 -2+0.2 +0.4£ 0.1 -3.6£ 0.2 -1.6+ 0.2
Jr/Js 0.06 £ 0.03 0.12+ 0.06 | 0.24 £ 0.03 | 0.12+ 0.03 | 0.09 £ 0.03
Magnético % — 44+ 4% 23+ 3% 15+ 2% 194+ 4 %°
S (108 a u.) — 2.1+ 0.1 5+ 0.2 1.8 £ 0.1 1.7+ 0.1
FMR % — 47+ 3% 20+ 1% 16 £ 1% 16+ 1%

* valor medio de dos abejas

# valor medio de cuatro partes

© tomando el valor de Js de las abejas de control, este valor se incrementa a 30 %

X

Figura 1. Orientacién del insecto relativa al campo magnéti-
co.

cuatro partes: cabeza, par de antenas, térax y abdomen
para las medidas de SQUID y RFM. Para minimizar la
contaminacién, fueron utilizados instrumentos inoxida-
bles. Fueron conservadas dos abejas enteras para medi-
das de control. Solo dos individuos enteros caben en el
porta muestras para el magnetémetro SQUID. Antes de
todas las medidas, las muestras fueron secadas a 50 °C
por una hora. Cuatro unidades de cada parte del cuer-
po fueron orientadas una cerca de la otra y fijadas con
cinta kapton y sobre un porta muestra de teflén para las
medidas de SQUID y RFM respectivamente. Espectros
de RFM en la banda-X (Bruker ESP 300E) con poten-
cia de microonda de 4 mW y modulacién de amplitud de
campo de 2,018 Oe y curvas de histéresis (magnetémetro
SQUID MPMS-XL Quantum Design) fueron obtenidos a
temperatura ambiente con el campo magnético aplicado
paralelo al eje largo del cuerpo del insecto, como mostra-
do en la Figura 1. Las areas de los espectros de absorcién
de RFM (segunda integral de la derivada del espectro)

fueron calculadas con un prO%ama desarrollado usando
el lenguaje grafico LabVIEWY | comenzando en campos
altos, donde la linea de base esta mejor definida.

3. RESULTADOS

Las curvas de histéresis presentan una linea recta con
pendiente positiva o negativa en campos altos debida a
la contribucién paramagnética o diamagnética, respecti-
vamente. La abeja entera, cabeza, térax y abdomen pre-
sentan una contribucién diamagnética (figura no mostra-
da) mientras que las antenas presenta una contribucién

——o— Abelha Inteira _
—vw— Parde Antenas| ;. #%%

3,01 —o— Abdomen

J (10° emu)
o
o

H{Oe}

40 0 10
H (kOe)

Figura 2. Curvas de histéresis a temperatura ambiente de la
abeja entera S. quadripunctata, par de antenas y abdomen,
orientadas paralelas al campo magnético, normalizadas a un
individuo y a una parte. Detalle: regién de campo bajo de
la cabeza (linea punteada) y de las antenas (linea sélida)
normalizadas a las curvas de histéresis.
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paramagnética. Las susceptibilidades dia/paramagnéti-
cas (Tabla 1) son obtenidas a través de un ajuste lineal
de la curva en valores de campo magnético mayores que
aquellos en que se alcanza la saturacién ferromagnética y
esta contribucién es substraida. La Figura 2 presenta las
curvas de histéresis a TA normalizadas a una parte y a
un individuo, con la mayor contribucién proveniente del
par de antenas. Por claridad, las curvas del térax y de la
cabeza no se muestran y solo una parte de la curva de las
antenas y del abdomen fueron medidas. Los valores de
los pardmetros magnéticos: magnetizacién de saturacién
J s, magnetizacién remanente J g y campo coercivo H ¢
obtenidos para cada parte del cuerpo y para una abeja
estan dados en la Tabla 1, incluyendo la razén Jr/Js.

La media de la suma de los valores de Jg de cada
parte, 4,8 + 1,4 10~% emu, fue tomada para calcular la
contribucién porcentual de Jg como 44 + 4 %, 23 + 3%,
15 + 2%, 19 + 4%, para las antenas, cabeza, térax y
abdomen, respectivamente. Considerando las diferencias
de contenido de material magnético entre los individuos
y los errores experimentales, el total Jg estd en buen
acuerdo con la media Jg de las dos abejas usadas como
control.

La regién de campo bajo de las histéresis de la ca-
beza y de las antenas en la Figura 2, normalizadas a
sus valores de Jg, estan dados en el detalle. Las antenas
presentan los valores mas altos de H ¢ (130 Oe) y razén
Jr/Js (0,09-0,12) en relacién a las otras partes. Consi-
derando la magnetita como el material de las particulas,
el tamano de las particulas en la antena estan entre 0,037
y 0,10 pum, mientras que las otras partes del cuerpo son
aproximadamente 0,22 pm (Ozdemir et al 2002).

La Figura 3 muestra los espectros de RFM de las
partes del cuerpo de la abeja con el campo magnético
orientado paralelo al eje largo del cuerpo. El diamagne-
tismo no contribuye en los espectros de RFM mientras
que el paramagnetismo si y no puede ser substraido, co-
mo en el caso de las curvas de histéresis. El espectro de
las cuatro partes presentan una componente ancha en
campo alto CA (ancho de linea 550 — 900 Oe), centrado
alrededor de 3000 Oe. La intensidad de la componente
en CA de la antena es mayor que en las otras partes del
cuerpo. Solo el espectro de la antena claramente presenta
otra componente en campo bajo, CB, centrada alrededor
de 1300 Oe. Los valores de las dreas de absorcién S, (la
segunda integral de la derivada de los espectros de RFM)
de las partes de la abeja S. quadripunctata estin dados
en la Tabla 1.

Los valores de S calculados con el programa de apli-
cacién WINEPR (Bruker) no son preciso cuando una
componente se extiende a valores menores de campo ce-
ro, como en el caso del espectro de la antena. El pro-
grama especialmente desarrollado usado en este trabajo,
corrige la suposicién de campo de intensidad cero para
el primer valor del campo, integrando de valores de cam-
po alto a valores de campo bajo. Aun asi, el valor de S
de las antenas es un limite inferior debido a que la linea
en CB esta incompleta y la contribucién respectiva no

puede ser completamente calculada.

Los valores de S de las componentes CA a TA estdn
relacionadas a la cantidad de material magnético, co-
mo mostrado por su relacién lineal con la magnetizacién
de saturacion en el caso de las termitas (Oliveira et al.
2005). La correlacién entre la intensidad integrada y la
magnetizacién también fue observada en nanoparticulas
de Si dopadas con ferrihidrita (Seehra et al. 2001). To-
mando S como proporcional al numero de spins resonan-
tes en la muestra, los porcentajes de material magnético
en cada parte son 47 + 3%, 20 £ 1%, 16 £ 1% y 16 +
1% en las antenas, cabeza, térax y abdomen respectiva-
mente. Estos valores estdn en buen acuerdo con aquellos
dados arriba, obtenidos por magnetometria SQUID.

4. DISCUSION

La magnetorecepcién es un mecanismo de percep-
ciéon y transducciéon de campo usado para la orienta-
cién de un organismo. Dos hipdtesis se han formulado
para explicar este mecanismo: una considerando reaccio-
nes bioquimicas moduladas por el magnético y otra a
través de la presencia de particulas magnéticas biogéni-
cas que actuan como magnetosensores. Hasta el momen-
to, mucho de lo que es conocido acerca de este mecanismo
ha sido acumulado con experimentos comportamentales,
propuestas tedricas y unos pocos estudios anatémicos y
electrofisiolégicos (Lohmann & Johnsen 2000). Los estu-
dios recientes sugieren por lo menos el envolvimiento de
por lo menos dos tipos de receptores para obtener la in-

Par de Antenas

Cabeza

Torax

Abdomen

H (kOe)

Figura 3. Espectros de resonancia ferromagnética a tempe-
ratura ambiente en la banda X de las partes de la abeja S.
quadripunctata. Las lineas son guias para los ojos.
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formacién magnética, interactuando estos receptores de
una forma compleja (Wiltschko et al. 2004). Particulas
biogénicas de magnetita han ganado relevancia ya que su
presencia ha sido reportada en varias especies de anima-
les (Wiltschko & Wiltschko 1995; Safarik & Safarikova
2002), pero su conexién a estructuras nerviosas aun debe
ser comprobada. A pesar de la dificultad de localizar es-
tos diminutos magnetoreceptores, que pueden estar dis-
persos en cualquier lugar del cuerpo del animal, la mag-
netometria SQUID y RFM pueden ser utilizadas para
caracterizar sus propiedades en algunos insectos sociales
(Wajnberg et al. 2000; El-Jaick et al. 2001; Esquivel et
al. 2002; Alves et al. 2004; Esquivel et al. 2004; Wajnberg
et al. 2004; Oliveira et al. 2005a).

En este articulo, ambas técnicas fueron utilizadas pa-
ra estudiar las partes del cuerpo de la abeja S. quadri-
punctata. Las componentes CA e CB de los espectros de
RFM presentes en las partes de esta abeja ya han sido
observadas en el abdomen de la abeja A. mellifera y hor-
miga P. marginate y han sido asociadas a nanoparticu-
las de magnetita aisladas y agregadas respectivamente.
(Wajnberg et al. 2000; El-Jaick et al. 2001). Mds aun,
las cantidades relativas de material magnético obtenidas
a través de Jg y S estdn en buen acuerdo, confirman-
do la utilidad de las técnicas al comparar cantidades de
material magnético a temperatura ambiente. El andli-
sis conjunto del material magnético con ambas técnicas
en todas las partes del cuerpo da como resultado 23 +
3%,45 £ 5%, 15 £ 2% y 19 £ 4% de contribucién de
material magnético de la cabeza, antenas, térax y abdo-
men, respectivamente. Ambos resultados apuntan a una
mayor cantidad de material magnético en las antenas.

Hasta donde se conoce este es el primer estudio
de material magnético en todas las partes del cuer-
po ademds de la abeja Apis mellifera, la mas estudia-
da, ademds de observaciones de microscopia éptica y
electrénica en abdémenes de la abeja S. postica (Cunha
et al. 1987; Keim et al. 2002). Pocos resultados previos
de RFM (Tagaki 1995), El-Jaick et al. 2001) confirmaron
la presencia de material ferromagnético y paramagnético
en abdémenes de la abeja A. mellifera, sin medir otras
partes del cuerpo. Por otro lado, medidas magnéticas de
abejas A. mellifera enteras (Oliveira et al. 2005a), par-
tes del cuerpo (Tagaki 1995) y particularmente abdéme-
nes (Esquivel et al. 2002) han mostrado la presencia de
particulas magnéticas superparamagneticas y mas gran-
des o agregados en esta parte del cuerpo.

Los tamanos estimados de las particulas en el abdo-
men de la abeja S. quadripunctata (~ 220 nm) estdn en
buen acuerdo con el rango de tamafnio de 40 — 160 nm
de los granulos de hierro encontrados en otra abeja sin
aguijén S. postica (Cunha et al. 1987), a pesar de haber
sido observados granulos de tipo ferritina como particu-
las electrodensas midiendo 2,1 + 0,5 nm en su abdomen
(Keim et al. 2002). Debe darse especial atencién a la
contribucién del material ingerido en el térax y el abdo-
men, el cual no es biomineralizado, y puede ser la causa
de la diferencia de tamano y concentracién de las na-

noparticulas en el abdomen. Por otro lado, el material
de la cabeza y de las antenas solo puede ser el resul-
tado de un proceso de biomineralizacion, que desde un
punto de vista evolucionario puede producir particulas
de tamafio y geometria mas eficiente. También es inte-
resante notar que la hormiga Pachycondyla marginata,
cuyo comportamiento migratorio fue relacionado al cam-
po geomagnético (Acosta-Avalos et al. 2001) muestra un
resultado similar, con 42 + 3% de material magnético
en las antenas (Wajnberg et al. 2004).

Hasta donde se conoce, no se han realizado experi-
mentos que conciernan a las antenas como magnetore-
ceptores para la orientacién, sin embargo, fue investi-
gada la sensibilidad de cucarachas y pulgas con y sin
antenas a campos electromagnéticos de microondas no
uniformes, indicando que estos pueden detectar y res-
ponder a la radiacién (Ondracek et al. 1976). A pesar
de que no necesariamente existe un érgano o estructura
especifica para la magnetorecepcion, las abejas poseen
organos sensoriales complejos, tales como antenas y ojos
los cuales deben ser considerados. Las antenas por su
vez estdn compuestas de millones de sensillas, las cua-
les estdn conectadas al sistema nervioso central (Dade
1994).

Hace mas de una década, particulas de magnetita
fueron encontradas en el abdomen de la abeja A. me-
llifera y se sugirié su uso para la orientacién magnéti-
ca (Kirschvink & Walker 1985); sin embargo, la elevada
fraccién y tamafio de material magnético biomineraliza-
do encontrado en las antenas de la abeja sin aguijon S.
quadripunctata lleva a especular este érgano como un
6rgano magnetoreceptor. Estos resultados preliminares
deben ser corroborados con mas estudios comportamen-
tales y técnicas fisicas de caracterizacién complementa-
res para ser comparados con otras especies de insectos,
cuyo comportamiento de orientacién se sabe es influen-
ciado por el campo geomagnético.
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RESUMEN

En el marco del proyecto: “Circulacién atmosférica en el Altiplano Andino”, rea-
lizado en cooperacién con el Instituto Meteorolégico de Munich, de la Universidad de
Munich (Alemania), se vienen registrando con una estacién automética, una serie de
pardmetros meteoroldgicos en la regién de Milluk’atu, en el valle del Rio de La Paz, a
una tasa de adquisicién de 12 datos por hora. Con datos desde julio del afio 2003 hasta
junio de 2004 se han elaborado una serie de graficos, que describen el comportamien-
to de los flujos de aire entre las regiones tropicales y el valle, y de este con la regién
altipldnica. El andlisis muestra un influjo neto de masas de aire caliente y humedo en
ascenso por el valle durante el dia, y un reducido reflujo de masas de aire seco y frio

durante la noche.

1. INTRODUCCION.

El valle de La Paz es el curso natural del Rio Cho-
queyapu, que se origina en el monte Chacaltaya al norte
de la ciudad, y que atraviesa ésta por la regién de Aran-
juez en la zona sud. Desde alli toma el nombre de Rio
de La Paz, y se interna por un estrecho valle de solo
algunos kilémetros de ancho por los poblados de Valen-
cia, Avirk’atu, Milluk’atu, etc. hasta confluir con otros
rios de origen andino similar, denominandose rio Beni,
y posteriormente rio Madera, constituyéndose finalmen-
te en un importante afluente del rio Amazonas. El valle
de La Paz, se torna entonces en un canal de interaccién
entre la region tropical y las tierras altas.

El proyecto “Circulacién Atmosférica en el Altipla-
no Andino — Juipit’aya”, iniciado el afio 2003, con una
campana de mediciones y sondeo atmosférico en varios
pasos de montana al oriente y occidente del altiplano,
ha permitido detectar un importante influjo diurno de
masas de aire tropicales hacia la region altiplanica, y un
pequeno flujo de retorno en direccién opuesta durante la
noche. Las mediciones que se efectuaron con globos son-
da y aviones de aeromodelismo han permitido establecer
un flujo de origen convectivo, localizandose la capa limi-
te superficial aproximadamente a la altitud de los cerros
que determinan el valle.

2. LAS SERIES TEMPORALES DE DATOS

El registro de datos se inicia con la campana de me-
diciones en la regién de Rio Abajo, durante el inicio de la
fase principal del proyecto; julio de 2003. En esta regién,
préxima al pueblo de Milluk’atu se instala una estacién
meteoroldgica con una tasa de adquisicién de un registro
por cada 5 minutos. Con pequenas correcciones al tiem-
po del “datalogger” y algunos interrupciones por efecto
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de mantenimiento, las series temporales son continuas
hasta el presente, sin embargo, para este anélisis sélo se
ha considerado una serie anual, es decir hasta junio de
2004.

Las estaciones meteorolégicas provienen de Fisher
Instruments Co. de la Repiblica Federal de Alemania,
son totalmente automadticas, constan de sensores de tem-
peratura y humedad Vaisala, un radiémetro Kipp and
Zonen, anemoémetro y veleta Fisher, asi como los sis-
temas de control de carga, adquisicién de energia foto-
voltaica, datalogger, caja recinto, soporte y sujecion del
sistema de la misma compania. El sistema tiene una au-
tonomia de operacién de 120 dias para la tasa de adqui-
sicién mencionada, de manera que las descargas de datos
se efectian cada tres meses.

Las datos obtenidos han sido depurados, ordenados y
compactados, habiéndose desarrollado un software espe-
cifico para la observacién y presentacion de los registros.
Una muestra de este trabajo permite observar las series
temporales anuales de la temperatura y la velocidad del
viento.

Asi, por ejemplo, la figura 1 permite observar la va-
riacién de la temperatura diaria durante el periodo de
observacién. Puesto que el proyecto se inicia en el perio-
do invernal. La gréafica permite observar un ascenso regu-
lar de la temperatura hasta octubre, donde se presentan
los méaximos valores de la temperatura en todo el perio-
do. A partir de este mes y durante el verano, que en esta
regién es lluviosa, la temperatura oscila apreciablemen-
te, y desciende ligeramente hasta el mes de marzo, que
marca el fin de la época himeda. Finalmente desciende
hasta alcanzar sus valores minimos durante el préximo
invierno, en este caso, junio de 2004.

Se puede observar también las fluctuaciones de la
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Figura 1. Registro de la temperatura en Milluk’atu durante el periodo julio 2003-junio 2004. El trazo remarcado corresponde
a los valores medios diarios.
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Figura 2. Registro de la humedad relativa. Se puede observar mayor variabilidad y el comportamiento inverso a la temperatura.
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Figura 3. Variacién de la velocidad del viento a lo largo del aflo, se puede observar una ligera reduccién hacia el final del
invierno.
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Figura 4. Velocidad del viento segun su direccién. Se puede observar la predominancia del influjo diurno de viento hacia arriba

del valle.
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Figura 5. Variacién de la Intensidad de viento diaria. Se puede observar que predomina el flujo diurno. El trazo continuo

muestra la media instantanea de todo el periodo.

temperatura diaria en todo el periodo. Estas se presentan
més o menos constantes en alrededor de 8 °C, con ex-
cepcién del verano donde la fluctuacién disminuye hasta
aproximadamente 6 °C.

Por el contrario la humedad relativa presenta un com-
portamiento inverso, disminuye en el periodo primaveral
hasta alcanzar sus valores minimos estacionales, y su-
be rapidamente al iniciarse el verano alcanzando pronto
sus valores maximos. A partir de este punto nuevamente
desciende paulatinamente hasta valores similares a los
iniciales. Sin embargo, la variabilidad de su comporta-
miento es mas o menos constante y se sitia alrededor
del 10 %.

En cuanto al comportamiento de los vientos; tal como
se presenté en una primera evaluacién (1), se observan
dos flujos nitidamente diferenciados. Uno saliente del va-

lle hacia el altiplano, y otro de retorno muy débil.

Situaciones similares ya han sido caracterizados en
varios lugares, por ejemplo: en el Gran Canén en USA,
en el altiplano Tibetano, y en algunas mesetas de me-
nores dimensiones geograficas como la cuenca del lago
Tekapo en Nueva Zelandia, y la meseta Zugspitzplatt en
los Alpes. (2) También se han presentado explicaciones
al respecto, por ejemplo; J. Hann (3) lo explica como re-
sultado del calentamiento de la superficie adyacente a las
elevaciones, las que aumentarian la presién en la colum-
na de aire, dando lugar a un gradiente de presion hacia la
meseta. H. Flohn empleando radiosondas determina un
flujo hacia la meseta tibetana a una velocidad 3.6 m/s,
con una altura de capa de mezcla entre 600 y 500 hPa.

La figura 3 muestra la variacién de la intensidad de
viento durante el periodo de andlisis, se puede obser-
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Figura 6. Direcciones predominantes del viento diario en la regién de rio Abajo. Se puede observar la predominancia del influjo

saliente.
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Figura 7. Variacién de la velocidad del viento en funcién de la intensidad de la radiacién solar incidente. El trazo continuo

corresponde al comportamiento de sus valores medios.

var un régimen de viento casi constante durante todo
el afio con una media anual aproximada de 3 m/s, con
una ligera disminucién durante el verano, naturalmente
este régimen de viento comprende las peculiares varia-
ciones diarias en intensidad y direccién, de acuerdo a lo
explicado anteriormente, de ahi que la variabilidad de
la intensidad se extiende hasta aproximadamente los 8
m/s.

El régimen diario de la intensidad de viento es tal que
se inicia con la salida del sol, por efecto del calentamiento
de las capas inferiores, lo que ocasiona una inestabilidad
de la capa superficial. Por los resultados de los experi-
mentos de sondeo vertical de temperatura y humedad
en esta region en los inicios del proyecto, Egger et.al (4).
determinaron que la capa de mezcla se sitia aproxima-

damente a 600 m de altitud sobre el fondo del valle, de
tal manera que el régimen de viento sigue aproximada-
mente el curso del valle de este a oeste a nivel de valle,
cambiando de orientacién a la altitud aproximada de 600
m, para dirigirse hacia el sudoeste.

La variacion diaria de intensidad del viento muestra
claramente que la direccién predominante del viento co-
rresponde al ciclo diurno. Mientras que el flujo inverso,
se manifiesta por la noche, se puede observar que este
reflujo no es exactamente contrario al influjo de subida,
al parecer por efectos de subsidencia de nevado Illimani.

Se puede observar que las direcciones predominantes
estan centradas alrededor de 70 °N para el flujo salien-
te, mientras que el reflujo se sitia alrededor de 120 °N.
Por otra parte, como muestran las figuras 5 y 6, el flu-
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jo saliente se manifiesta durante las 24 horas, aunque
con menor intensidad durante la noche, mientras que el
reflujo tiene cardcter inicamente nocturno, y con una in-
tensidad atin mucho menor. Un andlisis simple permite
determinar que no siendo la direccién del flujo inverso
contrario al flujo diurno, se establece que puede estar
siendo afectado por el descenso de las masas de aire pro-
veniente de la cordillera del Illimani. Este pequeno flujo
local deberia estar orientado aproximadamente a 250 °N,
y tener una intensidad aproximada de 2.5 m/s.

Observando las gréaficas de correlacion entre la radia-
cién solar y las otras variables meteorolégicas, se puede
establecer una dependencia directa de estas ultimas, res-
pecto de la primera.

Asi por ejemplo la grafica cruzada de la velocidad del
viento contra la intensidad de la radiacién solar muestra
nitidamente una forma geométrica perfectamente defini-
da, al igual que la humedad y la presién contra la radia-
cion solar, en especial para los dias claros.

Por la ley de nimeros grandes, el comportamiento
estadistico de una muestra sometida a perturbaciones
aleatorias, dard como resultado en el limite de grandes
datos, un comportamiento cada vez mas préximo al com-
portamiento libre de perturbaciones.

Este el caso de los dias de cielo completamente lim-
pio. El flujo de viento es completamente regular, la tem-
peratura sigue una variacién uniforme, lo mismo que la
humedad relativa.

3. CONCLUSIONES

Por todo lo analizado, se establece que el influjo de
viento de las tierras bajas hacia el valle y posteriormente
hacia la meseta altiplanica, tiene como causa principal,
a la radiacién solar.

Se establece asimismo la existencia de un débil flujo
de retorno, como un efecto posterior ain no bien deter-
minado.
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RESUMEN

Se presenta un andlisis del algoritmo de factorizacién cudntica de Shor en base
a pseudo-simulaciones y se explica la comparacién con el correspondiente algoritmo

clasico.

1. INTRODUCCION

Independientemente del tipo de datos que utilice la
computadora y de lo complejos que puedan parecer, es-
tos datos solo existen como unos o ceros a los cuales se
denominan bits (digito binario). El bit es la unidad mini-
ma de informacién que puede ser representado por uno
de dos diferentes estados, los cuales pueden ser no o si,
falso o verdadero, o simplemente 0 6 1.

El transistor ha podido representar de manera efi-
ciente(ahorro de energia y fiabilidad) los valores del bit.
Sin embargo, el nivel de miniaturizacién de éste compo-
nente esta llegando a su limite, donde el umbral cuantico
se hace presente y los componentes de las computadoras
tendran que reconocer leyes que escapan a la intuicién
clasica y en las cuales se introduce el qubit o bit cuantico.

Andlogamente a la computacion clasica, el qubit es la
unidad minima de informacién y puede ser representa-
do por cualquier sistema cuédntico (4tomos, fotones, etc.)
con dos estados discretos cuya notacién es |0) y |1) (no-
tacién de brakets*). Sin embargo, a diferencia del bit,
el qubit puede existir en una superposicién de estados,
es decir que puede estar en una superposicién de 0 y
1 al mismo tiempo. En la Fig. 1 se puede observar la
representacién grafica de un qubit con cuatro estados
diferentes.

La superposicion de estados esta representada por:

U=a-[0)+b-|1),

donde a y b son nimeros complejos tales que satisfacen
la igualdad |a|* + |b]° = 1. Siendo |a|” la probabilidad
de observar el valor |0 y |b|” la probabilidad de observar
el valor [1) [2]. Es decir, que al querer observar la infor-
macién del qubit, este toma el valor de 0 6 1 con cierta
probabilidad. (Fig. 2)

La superposicién de estados puede ser explicado de
la siguiente manera:

(1) Desde un punto de vista fisico, el qubit es un vec-
tor unitario bidimensional en un espacio vectorial

1
2
3
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4Fl 4lgebra de kets |) y bras (| fue introducida por Dirac espe-
cialmente para la mecdnica cudntica.

Figura 1. Representaciéon gréafica de cuatro estados de un qu-
bit [1].

complejo, el cual tiene como base {|0), 1)}
0
qubit = [1}

(2) En el dlgebra de kets y bras, los kets forman un
espacio vectorial, donde los elementos del vector son
lineales

|V> = aq |’l}1> + as |’l}2> +...+ay |’Un>

(3) Puesto que el qubit es un vector cuya notacién
estd dada por |[¢)) (un ket), entonces de (1) y (2)
se tiene que los elementos del qubit son lineales, es
decir:

|qubit) = a |0) + b]|1),
obteniendo asi el estado superpuesto del qubit.

El articulo explora primeramente algunos conceptos im-
portantes en la Sec. 2; en la Sec. 3, se plantea el proble-
ma de factorizacién y se explica el algoritmo cudntico de
Shor con un anilisis previo del correspondiente algoritmo
clasico. Asimismo, se muestran los resultados obtenidos
en términos de tiempos de ejecucién tanto del algorit-
mo clasico como de la pseudo-simulacién del algoritmo
cuantico. Finalmente, en Sec. 4 se dan las conclusiones
y perspectivas del trabajo.
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S

Figura 2. Superposicién de estados de un qubit con sus res-
pectivas probabilidades de medida.

2. CONCEPTOS DE COMPUTACION CUANTICA

Para poder comprender el andlisis del algoritmo
cudntico, es necesario tener en claro algunos conceptos
que se detallan a continuacion.

2.1.  Muiltiples qubits

Hasta ahora se ha visto la superposicién cudntica en
un solo qubit, sin embargo, se puede utilizar esta su-
perposicién en valores multiples. A manera de ejemplo,
consideremos un registro clasico de tres bits, el cual en
un momento dado puede almacenar uno de los ocho va-
lores siguiente:

000, 001,010,011, 100,101,110, 111.

A diferencia del registro cldsico, un registro de tres
qubits puede almacenar en un momento dado y si-
multdneamente los ocho valores anteriores en una
superposicién cudntica:

\I’ = Cp |000> + C1 |00].> + Cy |010> + C3 |011> +
¢4 |100) + ¢5 [101) + ¢ [110) + c7 [111).

Adicionando mds qubits al registro, la capacidad de al-
macenamiento crece exponencialmente, es decir, si tres
qubits almacenan 8 valores diferentes, 4 pueden almace-
nar 16, 5 almacenan 32 y asi sucesivamente. En gene-
ral, L qubits pueden almacenar 2 ndmeros diferentes
al mismo tiempo [3]. La mecdnica cudntica explica la
superposicién de estos valores mediante el producto ten-
sorial (®). Sean dos espacios vectoriales V' y W bidimen-
sionales con bases {v1,v2} y {w1,ws} respectivamente;
aplicando el producto tensorial se tiene como base:

{v1 ® w1,v1 ® wa,v2 @ Wi, ve @ wa}.

De la misma manera, consideremos dos qubits, cada
uno con base {|0),|1)}; realizando la misma operacién
se tiene:

{l0),[1)} @ {10), 1)}
|

{l0) ©10),10) @ [1), [1) @10}, [1) @ [1)} .

De manera més compacta {|00),|01),|10),|11)}. Se
obtienen asi, las cuatro combinaciones superpuestas
(2% = 4) al mismo tiempo [2].
En general, la superposicién de estados estd dada por
[4]:
2" 1
Z a; |SZ> )

i=0

donde a; son nidmeros complejos. Puesto que |ai|2 es la
probabilidad de medir u observar el estado |.S;) se cumple

que ), lag)* = 1.

2.2.  Paralelismo cudntico

En muchas aplicaciones ejecutadas actualmente con
computadoras, es necesario procesarlas a un gran velo-
cidad, puesto que en muchos casos, es preciso obtener el
resultado con un tiempo de respuesta lo més corto po-
sible [5]. Actualmente, el procesamiento en paralelo es
una forma eficaz de procesar la informacioén, siendo los
procesos paralelos los que se producen en diferentes re-
cursos durante el mismo intervalo de tiempo [6].
Haciendo uso de la superposicién de estados de los qu-
bits, la computaciéon cudntica ofrece un nuevo enfoque
para ejecutar procesamiento en paralelo, donde no es
necesario agregar procesadores a la maquina, solo es ne-
cesario un sistema de qubits es cido para poder obtener
el procesamiento en paralelo(Fig. 3). A manera de ejem-
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de . E
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Figura 3. Arquitectura matricial (mod [5]) versus computa-
ci6én cuéntica (arquitectura RMN).

plo, se puede considerar un bit al cual se le aplica una
funcién booleana f:

fiz— f(x)

Puesto que el bit sélo puede ser representado por uno
de los dos estados (0 6 1), es necesario aplicar la funcién
f dos veces ¢ utilizar dos procesadores trabajando en
paralelo.

f:0—= f(0)
f:1—= f(1)

A diferencia del bit, un qubit puede existir en una supe-
posicién de estados cudntico:
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y por linealidad de mecdnica cudntica la funcién f se
aplica una sola vez a los dos valores superpuestos 0 y 1.

(0)) + (1)

1RO+ 1f
V2 V2

De manera similar, la Fig. 4 muestra cémo se aplica una
funcién g a un registro de dos qubits, la cual tiene cuatro
valores de entrada superpuestos con sus respectivas pro-
babilidades ¢y, ¢1, ¢s, c3. En este caso, la funcién g evaliua
los cuatro valores superpuestos en una sola iteracion, lo
que su homdloga lo haria en cuatro pasos o utilizando
cuatro procesadores en paralelo. Lo mismo sucede si se
tiene L qubits en una superposicién cudntica con 2 va-
lores de entrada; la funcién g se aplica a estos valores en
un solo paso computacional, evitando asi repetir el mis-
mo proceso 2% veces o utilizar 2" diferentes procesadores
trabajando paralelamente.[3]

ENTRADA SALIDA

y|00Y cy|g(00}) b, |00 >
+ + +

2|01} & olg@} b, |01 >
+ # + — +

Cz|10> Cz|8(lo)} b, |10 >
+ + 4

&|11) clgn) b, 1)

Figura 4. Paralelismo cudntico de un registro de dos qubits

3],

2.3. Compuertas cudnticas

Los estados superpuestos de un registro de qubits sélo

pueden ser modificados mediante transformaciones uni-
tarias las cuales son utilizadas como compuertas cudnti-
cas. Existe una gran variedad de compuertas cuanticas
cuya propiedad es la reversibilidad -se puede obtener el
valor de entrada mediante el valor de salida- la cual hace
que difieran en mucho de las compuertas clésicas .
En este articulo, sélo se hara referencia a la compuerta
de Hadamard y a la transformada discreta de Fourier ya
que estas son utilizadas en el algoritmo de factorizacién
cuantico.

2.3.1. La transformada de Hadamard (H)

La compuerta de Hadamard transforma un registro
de qubits en una superposicién coherente de estados,
segun [2]

10) = 5 (10} + 1))
H:

1) = 2 (0) = [1)).

Aplicando H a n qubits individuales en estado |0), se
crea una superposicién de todos los 2™ estados posibles,

obteniendo asf la representacién binaria [2] de 0 a 2" —1
5

1
= > o).
2n =0
2.3.2. La Trasformada Discreta de Fourier (TDF,)

La TDFq, es definida como una transformacién uni-
taria en q dimensiones [7] la cual se denota por:

1 = (27mc>
TDEF, : |a) » — ex c
¢t la) \/EZ P\, |c)

c=0

La T DF, transforma el estado |a) a un nuevo estado
|c), para algin a en el rango 0 < a < ¢, donde el nimero
de qubits de q es polinomial. Asi, un estado con periodo
r se transforma a otro con periodo ¢/r [7]

3. ALGORITMO DE FACTORIZACION

El algoritmo de factorizacién ha llamando la aten-
cién de varios cientificos debido a que los sistemas crip-
togréaficos basan su seguridad el la dificultad de factorizar
nimeros grandes.

En 1994, es publicado el articulo ” Algorithms for
quantum computation: discrete logarithms and facto-
ring”[8], en el cual muestra un nuevo enfoque del algorit-
mo de factorizacién, donde se combinan ingeniosamente
los principios de la mecanica cuantica con la teoria de
numeros.

El algoritmo de factorizacién cudntico es fundamen-
tal en el avance de la computacién cudntica, puesto que
con el desarrollo del mismo, la investigacién en este cam-
po comenzé a tomar mayor importancia, debido a que
este algoritmo pone en riesgo los sistemas criptografi-
cos actuales. Considerando que es un algoritmo con un
tiempo de ejecucién polinomial, factorizaria un numero
de 1024 digftos (nimero de digitos que generalmente se
usan en sistemas criptograficos) en 4.5 minutos, lo que a
su andlogo clasico le tomarfa 300 millones de afios [9].

A continuacién se presenta un andlisis en base a ejem-
plos del algoritmo de factorizacién cuantico con un pre-
vio andlisis del algortimo clésico.

3.1.  El problema

El problema de factorizacion se puede resumir en que
dado un nimero impar no primo, se deben encontrar los
dos factores primos de N, facl y fac2 tales que:

N=facl-fac2.

Para poder hallar estos factores, el algoritmo cuantico
difiere en mucho del clisico; sin embargo, el analisis del
algortimo clasico permitird comprender mejor el algorti-
mo cudntico.

5Para més detalles ver ejemplo 2.
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3.2.  Algoritmo cldsico

Dado un nimero N impar no primo, este algoritmo
consta de los siguientes pasos:

(i) Seleccionar un y < N tal que y sea coprimo de N,
es decir, med(y,N) = 1. ©

(ii) Calcular el orden r de y mod N.

(iii) Sir es pary y"/?> # —1 mod N, entonces: z = y"/?;

caso contrario volver a (i).

1. Calcular los dos factores primos:
facl=mcd(z + 1, N)
fac2=mcd(z — 1, N).

La probabilidad de obtener con éxito los dos factores de
N esta dada por[7]:

Prob (r sea par y yr/2 Z +1 mod N) >1- 2hT

donde k es el numero de factores primos de V.

A manera de ejemplo, tomemos N = 55 (impar no
primo).

1. En este caso los valores de y coprimos a N son:
{1,2,3,4,6,7,8,9,12,13,...,54} de los cuales to-
mamos uno al azar, digamos, y = 9.

2. Debemos hallar el orden r de 9 mod 55. Para esto,
se hard uso de la siguiente definicién de teoria de
nuimeros.

“Suponiendo que el mcd(y, N) = 1, entonces el
orden r de ¥y mod N es la menor potencia de y
congruente a 1 mod N (y" =1 mod N)” [7].

Puesto que y = 9 y sus potencias son:

{91,92,93,94,...,910,...} =
{9,81,729,6561,...,3486784401, ...}
y cuyos valores de congruencia estdn dadas por (y*
mod 55;1=1,2,3,...):

{9,26,14,16,34,31,4,36,49,1,9,26,.. .},

se puede ver que la menor potencia de y congruente
a 1 mod 55 es 9'°, es decir 9'° = 1 mod 55. En
consecuencia r = 10. En otras palabras, el primer
y mod N = 1 es y'° mod 55 de donde se obtiene
r=10

3. Dado que r es par y 92 # —1 mod 55,
z = 9'0/2 = 59049.
En el caso que r fuera par, pero y™/2 = —1 mod 55,

el método falla, debido a que se obtienen factores
triviales (1 6 -1); por lo que se tiene que volver a
elegir un nuevo y; de la misma manera, si r es impar.

6Para obtener eficientemente el mcd (maximo comin denomi-
nador), se puede hacer uso del algoritmo de Euclides.

4. Lo que resta hallar, son los dos factores primos de
55, los cuales se obtienen de la siguiente manera:

z = 59049
facl = med(59050,55) =5
fac2 = med(59048,55) = 11,

donde claramente se puede ver que 5 y 11 son los
dos factores primos de 55.

3.3.  Algoritmo cudntico de Shor

Basado en el algoritmo cldsico de factorizacién,
Peter Shor describe un algoritmo cudntico del cual halla
el orden r de y mod N en tiempo polinomial, es decir
requiere poly(logN') pasos en su ejecucién [7].

Aunque este algoritmo es relativamente complicado,
es muy interesante para analizar el nuevo enfoque que la
mecéanica cuantica da la computacién.

A continuacién se presenta paso a paso dicho algo-
ritmo, mostrandose las diferencias existentes entre el al-
gortimo clédsico y cuantico, asi como las caracteristicas
principales del algoritmo cuéntico.

En primer lugar se hard uso de dos regitros, uno de
L qubits y otro de L' qubits de longitud

¥ =I0)|L");

el primer registro permitird determinar el orden r de y
mod N y el segundo servird como auxiliar.

Paso 1. Hallar Ly L'.
Para esto, se escoge un ¢ = 2F 7 tal que
N? < q < 2-N? [4]. L' se obtiene hallando
la longitud de N-1 en binario [11].

Ejemplo 1. Para ver la diferencia con el algoritmo
clasico, tomemos nuevamente N =55y y =9.
Para obtener L, tomemos g = 2'? = 4096, valor que
pertenece al rango 552 < g < 2- 552, es decir, que la
desigualdad 3025 < 4096 < 6050 se cumple. Dado
que ¢=2'2, L=12.8
El valor de L' debe ser capaz de almacenar de 0 a
54 en binario, entonces como 54 = 110110, L' = 6.

Paso 2. Una vez obtenidos L y L', se debe poner la
magquina en una superposicién de estados cudntica.
Para esto, se deben preparar los reqistros L y L' en
estado |0) y luego aplicar la transformada de Ha-
damard al primer registro, con lo cual se obtiene el
siguiente estado de superposicién [7].

"La eleccién de g como potencia de 2 es para asegurar que
la TDFq sea ejecutada eficientemente [7], es decir que se pueda
aplicar en un paralelismo cudntico masivo.

8Para fines de la reproduccién del algoritmo cudntico, el valor

ln(2-N2)

de L se obtuvo de la relaciéon L = Ty

al que pertence q.

, considerando el rango
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L), 1)

donde a representa los nimeros binarios de 0 a g—1.

Ejemplo 2. Para ver como se obtiene el estado de su-
perposicién (1), en primer lugar, consideremos un
registro con solo dos qubits, los cuales estan en es-
tado |0) [10].

Sabemos que la compuerta de Hadamard (H) trans-
forma cada qubit de la siguiente manera:

1
H:|0) — —(|0) + |1)),
|0) 7 (10) + 1))
aplicando esta compuerta a los dos qubit, el registro

cambia a un estado superpuesto de cuatro valores
distintos, como se muestra a continuacién:

5 (10) + 1)) ® 5 (10) + 1)) =

L (100) +101) + [10) + [11)) =

\ﬁ22 o >:
JiXiola).

Donde 00 es el binario de 0, 01 binario de 1, 10 de 2
y 11 de 3. (Para fines de ejemplificacién se tomaran
nuimeros enteros).

De la misma manera, se aplica H a los 12 qubits del
primer registro del ejemplo 1.

= 000000000000) [000000)
—_——  —
L=12qubits L'=6qubits

Obteniendo asi, la superposicién deseada con 2'2—1
valores superpuestos.

A5 (10,0) + 1,0 + [2,0) + ... +4095,0)) =

212

A2 ) [0)

Paso 3. Calcular la funcién y® mod N para cada valor
de a entre 0 y ¢ — 1 y almacenar este valor en el
segundo registro:

g—1

% ™ [0} [y® mod N) 2)

A diferencia del algortimo clasico, que calcula esta
funcién de manera secuencial, el algoritmo cudnti-
co lo hace en una sola iteracién, en un paralelismo
cudntico masivo, aplicando la funcién a cada valor
de a al mismo tiempo. (Para més detalles ver Sec.
2).

Ejemplo 3. Teniendo en cuenta el estado del ejemplo 2,

5 (10,0) +11,0) +[2,0) + ...+
110,0) + ... + |4095,0>).

Vamos a calcular la funcién 9* mod 55 para cada
valor de a de 0 hasta 4095.

5= (/0,9°mod 55) + |1,9'mod 55) + ...+
10,9%mod 55) + ... + 4095, 94°mod 55))

teniendo como resultado:

(|0 1) +1,9) +12,26) + ... +

409
19,49) 4+ ... +[10,1) + ... + [4095, 34)) =
= 3,50 ) [9° mod 55) .

Se nota que los valores obtenidos en el segundo re-
gistro son los mismos que los valores de congruencia
obtenidos en el algoritmo clasico; con la gran dife-
rencia que los 4096 valores se obtienen en una sola
iteracioén.

Observando el registro y siguiendo la légica del al-
goritmo clasico, se dirfa que r = 10, onteniendo de
esta manera el orden de la funcién. Sin embargo, si
se quiere observar este resultado, por principios de
mecdnica cudntica, el estado (2) colapsa a un nue-
vo estado, en donde la informacién del orden r se
encuentra inmersa. En este sentido, existe otra ma-
nera para obtener el resultado, la cual se explica a
continuacion.

Paso 4. Al querer obtener el orden r del estado (2), es-
te produce un valor k£ que es el resultado de alguna
potencia de y mod N, es decir, k = y*° mod N para
algin valor menor ag (cualquier potencia de y mod
N puede ser observada).

En consecuencia el nuevo estado colapsado es-
tard dado por:[7].

A

d:

donde A es el entero mds grande menor que 4=*¢ y
apg <.

Para fines de cédlculo, M = A + 1, teniendo como
resultado:

| M1
:\/—M;|a0+d-r,k) (3)

Donde M es la longitud de la serie:
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ap,a0 + a0 +2-7r,...ap+ (M —1) -7

y se puede obtener de la equivalencia M ~ % [12].

Por otro lado, si r es el orden de y mod N, entonces
se cumple que: [7].

ao ao+d-r

y- =y

para todo d desde 0 hasta M — 1

Ejemplo 4. Continuando con nuestro ejemplo, veamos

Paso 5. Transformada Discreta de Fourier.

lo que sucede al querer observar 7 en el estado (2)

12,26) + |3, 14) +
..+ 4095, 34)) .

A (0,1) + 11,9) + 14,16)

.4 10,1) +

Suponiendo que se obtubo k = 16 (aunque se puede
obtener otro valor),

1
® = ——(]|4,16) + |14,16) + |24,16) + ... + |4094, 16)) ,
\/m(l )+ )+ | ) | )

es decir,

410—1

1
=—— Y |4+d-10,16).
VA0 &

Facilmente se puede ver que ag = 4. Para veri-
ficar que r = 10 y M = 410, comprobemos que
y® = y2» T4 mod N, que no es més que verificar
que para un 7 dado se cumple:

mod(y®, N)=mod(y2*t¥ N)Vd entre 0y M

es decir, verificar si el residuo de ambas potencias
es el mismo. En este caso, se tiene:

mod(9*,55) = 16.

Entonces se debe comprobar si para un r dado la
igualdad mod(9*,55) = mod(9*+% ", 55) se cumple.
En la Tab. 1, se puede observar algunos ejemplos
que se tomaron para obtener el valor de r. Como se
puede ver, se realizarén los calculos pertinentes y se
verificé que para valores de r = 1,2,...,8,9,11,...
la igualdad no se cumple, sin embargo, para r = 10
la igualdad es verdadera, en consecuencia se de-
mostré que el r buscado es igual a 10. Finalmente,
con r = 10 se tiene:

g _ 4096

M = =10 & 410

Una
vez obtenido el estado (3), lo que se debe hacer es
obtener r (valor inmerso en este estado). Para esto,
Peter Shor propuso aplicar la TDF; al estado (3),
siendo el corazon de esté algoritmo, ya que permite
obtener la periodicidad (el orden 7) a partir de una
distribucién de probabilidades.

Como se vi6 en Sec.2, la T'D Fj, transforma un estado
|a) a un nuevo estado |c),

1 = ! 2miac
an e () -

Aplicando la TDF; al estado (3) se tiene:

TDF, : |a) —

1 & A 2mi (ag + dr) ¢
TDF,|®) = —% > = > e (—
q c=0 d=0 q

y realizando algunas operaciones en funcién de ¢y

Finalmente se tiene:

qzl e2mic: ao/q (JMZI d)
TDF,|®) = — <] le,k)
c=0 qM 0

con ¢ = e*7i¢/4 [12].

Ejemplo 5. Tomando en cuenta el andlisis del Paso 5 y

aplicando la TDF} al estado (3) del Ej. 4
| o

d=— 4+d-10,16),
V410 g' )

se tiene como resultado:

4095 2ric-4/4006 (409
TDF,|®) =

62% /4096 - 410 Zg > o163

con ¢ = 6271'10-10/4096

Paso 6. Al aplicar la TDF} al estado (3), el nuevo es-

tado estara gobernado por una distribucién de pro-
babilidades, la cual esta dada por:[7]

2
a/r—1

T 2-7r-d-(r-cm0dq)>
Prob(c) = —= ex
= 2| 3 ean .

d=0

Con M = % se tiene:

Prob(c

Q

ke
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TABLA 1

Valores obtenidos que comprueban que r = 10 es el orden de y mod N.

mod(9*t?7 55) | d=1 | d=2 | d=3 | d=4 [ d=5 | ... | d=409
r=1 34 31 4 36 49 .. 14
r=2 31 36 1 26 16 . 26
r==8 26 1 36 31 16 . 31
r=9 14 26 9 1 49 cs 34
r=10 16 16 16 16 16 | ... 16
r=11 34 31 4 36 49 cs 14
Donde Prob(c) es la probabilidad de obtener cual- Distribucién de Probabilidades
quier valor de c entre 0 y ¢ — 1. prob
Dado que existe ciertos valores de ¢ los cuales tienen °1r
una mayor probabilidad de ser observados, estos son
cercanos a los multiplos de ¢/r y cumplen con la i
relacién:[§] |
r r
—=<r-cmodq< (5) [
2 2 n.06t
Hay precisamente r valores de ¢ mod ¢ que satisfa-
cen la ecuacién y la probabilidad de ver un estado :
¢ serd de al menos 1/3 - r2.[8] 0o
Ejemplo 6. La Fig.5 muestra la distribucién de proba-
bilidades para nuestro ejemplo. Donde los valores de oozl
¢ y sus probabilidades son: I
c: 0,410, 819, 1229, 1638, 2048, 2458, 2867, 3277,
3686. al
prob(c): 0,100, 0,057, 0,087, 0,087, 0,057, 0,100, 0 E00 1000 4500 2000 2S00 000 3500 C

0,057, 0,087, 0,087, 0,057.

Como se podra observar, los valores de ¢ con mayor

probabilidad son cercanos a los multiplos de 410 Figura 5. Distribucién de probabilidades para N=>55, con ¢ =
(2 =409,6) y hay exactamente 10 (r = 10) valores ~ 4096 y r = 10.

de ¢ que cumplen con la relacién (5).

—4 < 10- 2458 mod 4096 < 2
A manera de ejemplo, veamos si —5 < r-cmod ¢ < 5 —5<4<5.
se cumple para c=1638 y c=2458.

En ambos casos se comprueba la desigualdad.

En el caso de c=1638 se tiene: Paso 7. Una vez obtenido los valores de c, se escoge

uno aleatoriamente y se halla un valor d el cual

10 10
—% < 10-1638 mod 4096 < debe satisfacer la relacién:

-5 < -4 <5,

<

SR

1
< —
=1

N
IO

En este caso, se tiene un valor negativo (-4), con
esto se puede notar que la relacién de desigualdad
hace referencia a valores congruentes tanto negati- Para algin d entre 0 < d <r — 1.
VOS como positivos.
La fraccién % puede ser hallada eficientemente usan-
Para c=2458 se tiene: do la expansion de fracciones continuas de g como
uno de sus convergentes.
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Ejemplo.7 Para nuestro ejemplo, tomemos c=2458
para hallar % mediante la expansién de fracciones
continuas.

c 2458 1
q 4096 14— —

cuyas convergentes son:

1
=1
1
11
1+1 2
12
1+ Hl% 3
1 3
— =
1—+1+1il 5%
1
1 1229
1+ H—ll— 2048
1+1+ﬁ
De aqui se tiene que % = %, ya que el denominador
no excede a 55 (N = 55).

El orden r de y mod N es un multiplo de r = 5.
La Tab. 2 muestra como se comprueba la igualdad
ye =1,

TABLA 2

Muiltiplos de 5 con los cuales se comprueba que r = 10.

a | y* mod N =9 mod 55
5 34
10 1
15 34

donde a es un multiplo de 55. Obteniendo asi el or-
den r, el cual nos permitird obtener los dos factores
primos de 55.

z=y"? =9'0/2 = 59049
facl = med(59050,55) = 5
fac2 = med(59048, 55) = 11

3.4. Tiempos de ejecucion

Una forma de comparar los resultados que se obtie-
nen utilizando ambos algoritmos, es obtener los tiempos
de ejecucion [13]: estos se muestran en las Figs. 6 y 7
para los casos clasico y cuantico respectivamente.

Como se puede observar en la Fig 6, en promedio, el
tiempo de ejecucién crece con el nimero N a factorizar.

Hempo

1.5¢

0.5

il 00 1000 1500 2000

Figura 6. Tiempo de ejecucién para la factorizacién de nime-
ros impares no primos entre 15 y 2000, utilizando el algortimo
clasico.

Tiempo

1204

1004+

a0+

GO+

20+

iz Ab ol H“ My Jh -

0 200 400 GO0 200 1000 1200 1400

Figura 7. Tiempo de ejecucién de la pseudo-simulacién del
algoritmo cudntico para los nimeros impares no primos entre
15 y 1500.

Similar comportamiento (salvo algunos casos patoldgi-
cos) se tiene en la Fig. 7, con la diferencia de que los tiem-
pos de ejecucién son mucho mayores. Lo ultimo, no debe
sorprendernos, puesto que para la aplicaciéon del algo-
ritmo cudntico se tuvo que hacer una pseudo-simulacién
(muchos méas pasos en el programa) y ademds, que se

trabajo con una computadora clasica®.

9Los resultados fueron obtenidos utilizando una computadora
con 224 Mb de memoria RAM con un procesador de 1.7 GHz de
velocidad
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4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

La importancia de este trabajo radica en el hecho de
haber demostrado que es posible implementar un algo-
ritmo cudntico de factorizacién. Si bien, los tiempos de
ejecucién son mucho mayores a los que se tienen traba-
jando con el algoritmo clédsico, esto no refleja la verda-
dera potencialidad del algoritmo cuédntico debido a que
no se conté con una computadora cudntica. De aplicarse
el algoritmo de Shor en una computadora cuantica, se
prevé una reduccién exponencial del tiempo de procesa-
miento, lo que proporciona una forma nueva de enfocar
el problema de factorizacién. En base a lo anterior, se
puede afirmar que la aplicacién de este algorimo podria
poner en riesgo los sistemas criptograficos actuales. Por
otro lado, la aplicacién de la computaciéon cuantica abre
posibilidades antes no imaginadas, como el manejo de
bits superpuestos, procesamiento de informacién en pa-
ralelo sin necesidad de procesadores adicionales, lo que
trae consigo una reduccién exponencial de recursos com-
putacionales.
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XVII REUNION NACIONAL DE LA SOCIEDAD BOLIVIANA DE FISICA
DEL 27 AL 29 DE OCTUBRE DE 2005
COCHABAMBA-BOLIVIA

Sociedad Boliviana de Fisica

La Paz—Bolivia

RESUMEN

Se presenta la lista de las exposiciones de la XVII Reunién Nacional de Fisica
realizada en Cochabamba entre el 27 y el 29 de Octubre de 2005.

TIiTULO:

SINCRONIZACION DE OSCILADORES FOTO-
CONTROLADOS LOCALMENTE ACOPLADOS

AUTOR:

Marcelo Ramirez Avila

RESUMEN:

Se estudian osciladores fotocontrolados (LCDs) acoplados
en configuracién lineal y bajo condiciones de borde periédicas
y no periédicas. Se consideran dos criterios de sincronizacidn,
uno basado en la diferencia de fases y otro en el periodo del
sistema de osciladores. Finalmente, se investiga la situacién
en la que los osciladores se asemejan a osciladores de integra-
cién y disparo.

TITULO:

ESTUDIO DEL PENDULO IMPULSADO EN EL
PUNTO CRITICO

AUTOR:

Armando Reynaldo Ticona Bustillos

RESUMEN:

El péndulo impulsado presenta, en su diagrama de fases,
una transiciéon de regular a cadtico. En este punto critico el
comportamiento del sistema obedece a la estadistica de Tsa-
llis. Se estudia el sistema y se determina el valor del exponente
“q” en este punto critico.

TITULO:

EL MISTERIO DEL TIEMPO

AUTOR:

Dr. Santiago Sologuren

RESUMEN:

Desde la antigiiedad, el tiempo ha subyugado a la men-
te humana. Ya en la Grecia de Parménides se cuestionaba
la naturaleza del tiempo. Posteriormente, numerosos filéso-
fos han especulado sobre el particular, entre ellos: Zenon de
Elea, Aristételes, San Agustin, Kant, y otros. Isaac Newton,
sostenia la existencia de una simultaneidad de eventos en el
universo, es decir, que el tiempo es absoluto. Varios siglos
pasaron, hasta que hace 100 anos, Einstein demostré la re-
latividad del tiempo. En el presente trabajo se explicardn
posibles extensiones de la concepcidén einsteniana del tiempo.
También se analizard la posibilidad de la existencia de “dto-
mos” de espacio y de tiempo. Sin lugar a dudas el tiempo
sigue siendo un misterio.

TITULO:

EINSTEIN; ASCENSO Y ESPLENDOR: SUS TRA-
BAJOS DE 1905 Y EL ECLIPSE DE 1919
AUTOR:

Diego Sanjinés Castedo

RESUMEN:

En homenaje al “Annus Mirabilis” de Einstein, se
presenta una descripcién breve sobre los articulos que
publicé Einstein en 1905, asi como las consecuencias més
relevantes de su teoria especial de la relatividad, lo que
llevé a la elaboracién de la teoria general de la relatividad
y su espectacular confirmacién experimental en ocasién
del eclipse de 1919.

TITULO:

FUNDAMENTOS MATEMATICOS
TEORIA DE LA RELATIVIDAD

AUTOR:

Dr. Rosendo Ochoa

RESUMEN:

El intento de unir la mecanica clasica y el electromag-

DE LA

netismo por Lorentz y Poincare, tuvo como resultado una
nueva teoria, que fue terminada por Einstein y es conocida
como la teoria de la relatividad especial. Pero al mismo tiem-
po varios conceptos matematicos fueron utilizados para poder
explicar y desarrollar esta teoria. Mas adelante Einstein en
la bisqueda de una nueva forma de describir el campo gra-
vitatorio, propone la teoria general de la relatividad basado
en la geometria de Riemann. Estos sucesos alentaron a los
matemadticos de la época como Weyl, Cartan, Hilbert y otros
a profundizar més en la geometria diferencial dando una base
matemadtica sélida a la teoria de Einstein.

TITULO:

OBSERVATORIO GEOMAGNETICO DE VILLA
REMEDIOS

AUTOR:

Pedro Miranda Loza

RESUMEN:

Es necesario dar a conocer los objetivos de la existencia
de un observatorio en el altiplano boliviano y mostrar los
resultados preliminares de dos gestiones y las ampliaciones
que se tendra en el futuro.
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TITULO:

EMISION GALACTICA EN 30 GHZ Y 41,5 GHZ

AUTOR:

Mirko Raljevic Ergueta

RESUMEN:

La emisién galdctica en microondas es importante para
el estudio de los componentes que contaminan la senal de la
radiacién césmica de fondo. Usando un método de correlacién
cruzada determinamos la contribucién galactica en mapas de
RCF en 30 GHZ y 41,5 GHZ. Estudiamos también el exceso
de emisién correlacionado con emisién de polvo. Comparamos
los indices espectrales con los modelos de emisién galactica
aceptados.

TITULO:

MEDIDAS DE ALBEDO EN EL SALAR DE
UYUNI

AUTOR:

Francesco Zaratti Sachetti

RESUMEN:

En mayo de 2005 el Laboratorio de Fisica de la Atmésfera
- U.M.S.A. juntamente al Instituto de Meteorologia de la Uni-
versidad de Munich, realiz6 una campana de mediciones de
la RUV en el Salar de Uyuni. En esta conferencia se presen-
tan los resultados preliminares correspondientes a medidas
de albedo en el Salar y al efecto del contorno en las medidas
de albedo. Asimismo se comentan algunos efectos fisicos y
climéticos relacionados con el albedo.

TITULO:

CORRELACION DE LA DOSIS SOLAR UV-A
CON LA VARIACION DE COLOR DE CINTAS

AUTOR:

Freddy Flores Flores

RESUMEN:

Mediante el Centro de Aguas y Saneamiento Ambiental
(C.A.S.A)) dela U.M.S.S. y la fundacién Sodis se cuenta con
cintas (N°. 1,2,9) en forma de pldsticos que cambian de color
cuando sobre estos incide radiacién electromagnética de dis-
tintas intensidades. El objetivo principal de este trabajo de
investigacidn es el de la correlacién de la dosis solar UV-A con
la variacién de color de cintas para su aplicacion en el méto-
do de desinfeccién del agua a través de radiacién solar. Las
cintas cambian de color cuando reciben distintas cantidades
de dosis, unas cambian mas rapido que otras. Se elaboré una
tabla de colores con sus respectivas dosis a la que adquieren
dichos colores. Los datos de radiacién solar UV-A y global
fueron obtenidos con un radiémetro del C.A.S.A. Se ha rea-
lizado un estudio éptico de las cintas para determinar sus
propiedades 6pticas como ser su transmintancia, absorban-
cia, etc., esto con un espectrofotémetro con la que cuenta el
centro de aguas.

TIiTULO:

GLACIALES

AUTOR:

Lic. Hans Muller

RESUMEN:

Una de las aplicaciones mas importantes del estudio de
glaciales consiste en comprender mejor la evolucién climatica
de las regiones polares. Los movimientos y curvas de tempe-
ratura indican las tendencias generales del clima. La ponencia
aborda la descripcién de la dindmica de un glacial en régi-
men estacionario, a partir de las leyes de Nye para glaciales,
que llevan a la formulacién de un problema en que intervie-
nen ecuaciones a derivadas parciales y condiciones de contor-
no. Mediante una transformacién de coordenadas el glacial
se transforma en un dominio rectangular y la solucién del
problema se la realiza mediante una discretizacién en lineas,
conduciendo a un problema diferencial con valores en la fron-
tera, cuya solucién se obtiene con la técnica del shooting.
Para concluir, se presenta los resultados para un glacial de
Groenlandia, se discute los alcances del método de solucién
y las corrientes actuales en el modelamiento de glaciales.

TITULO:

ESPACIO - TIEMPO DISCRETO

AUTOR.:

Adolfo Aramayo Garcia

RESUMEN:

Esta es una revisién de los esfuerzos recientes por discre-
tizar la estructura espacio-temporal. Una discretizacion tal
podria conducir a una mejor comprensién de las diversas po-
sibilidades en cuanto a una gravitacién cudntica se refiere. El
trabajo consiste en si en el método matemadtico a seguir en la
discretizacion y la manera de aplicar ésta a problemas en sis-
temas cudnticos. Se discuten también algunas posibilidades
fenomenolégicas o experimentales.

TIiTULO:

SOLUCIONES NUMERICAS PARA ALGUNOS
PROBLEMAS FISICOS COMUNES

AUTOR:

Mayra Alfaro Medinaceli

RESUMEN:

Las situaciones fisicas que contienen méas de una varia-
bles independientes se expresan por medio de ecuaciones en
las que intervienen derivadas parciales (ecuaciones diferen-
ciales parciales o EDP's). En este trabajo se presenta una
breve introduccién a algunos de los métodos numeéricos dis-
ponibles para aproximar la solucién de estas EDP’s con dos
variables, mostrando cémo podemos aplicarlas a algunos pro-
blemas fisicos comunes. Se consideraridn las ecuaciones del
Poisson, Laplace, de la onda y la del calor o difusién. Luego
se propondrd algunos esquemas numéricos como ser el méto-
do de diferencias regresivas, y el método de Crank-Nicolson,
que aproximaran la solucién de estas EDP" s de forma eficien-
te.
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TITULO:

OLIMPIADA BOLIVIANA DE FISICA 1997 - 2005

AUTOR:

Roy O. Bustos Espinoza

RESUMEN:

Evolucién de la Olimpiada Boliviana de Fisica. 8 afos de
desarrollo sostenido.

TITULO:

EXTENSION DEL PROCESO DE ORNSTEIN -
UHLENBECK A LA DESCRIPCION DEL COMPOR-
TAMIENTO DE LA POBLACION SUJETA A LA
AMENAZA DELINCUENCIAL

AUTOR:

Martin A. Subieta Vasquez

RESUMEN:

Se describe un modelo socioeconémico en base al proceso
de Ornstein-Uhlenbeck, el cual es descrito por una ecuacién
de Langevin. Dicha ecuacién representa el cambio de compor-
tamiento en el tiempo de una poblacién sujeta a la amenaza
delincuencial. De esta manera la amenaza delincuencial se
traduce como la fuerza social estocdstica la cual origina un
campo social que es responsable del comportamiento de la po-
blacién que puede ser vista como el grado de tolerancia de la
poblacién frente a la amenaza delincuencial. En este sentido
se hallan las soluciones del modelo, siendo esta densidad de
probabilidades dependientes e independientes del tiempo. La
solucién dependiente del tiempo nos conduce a una densidad
de transicién de probabilidades del comportamiento de la po-
blacién, que se puede interpretar como las probabilidades que
se tendrdn de que en un momento dado la poblacién cambie
de un grado de tolerancia a otro. La solucién independien-
te del tiempo nos conduce a una densidad de probabilidades
estacionaria, la cual describe el comportamiento de la pobla-
cién en el estado estacionario del sistema, lo cual a su vez nos
conduce a un estado intolerable de la poblacién frente a la
amenaza. Finalmente se realizan simulaciones con el objetivo
de poder modelar distintos escenarios.

TIiTULO:

MANCHAS SOLARES Y VARIABLES CLIMATI-
CAS

AUTOR:

Lic. Milka Ménica Torrico Troche

Lic. Ivan Ruiz Ucumari

RESUMEN:

Las manchas solares son regiones oscuras que aparecen
en la superficie del sol debido a la actividad solar. El didme-
tro de las manchas solares varfa entre 1000 km y 1000000
km. La actividad solar no es constante, sino también varia
llegando a tener periodos de actividad solar méaxima donde
se puede llegar a ver més de 100 manchas solares, mientras
que durante la actividad solar minima no se observan man-
chas solares. El periodo entre los maximos de actividad solar
se presenta es de 11 afios aproximadamente. Se ha estudiado
que existe una correlacién entre los pardmetros atmosféricos
v la actividad solar, entonces también debe existir una corre-
lacién entre las manchas solares y cualquier otro pardmetro
climatoldgico. En este trabajo lo que se pretende es estudiar
la correlacién entre pardametros climatoldgicos y el nimero
de manchas solares. Esta correlacién puede ser positiva, ne-
gativa o inexistente dependiendo del lugar donde se efectien
las mediciones climatolégicas. Para realizar este estudio sélo
se considera inicialmente datos de temperatura para, en una
segunda etapa, aplicar la metodologia a datos de precipita-
cién pluvial; lamentablemente no se cuenta con datos de GEI
para ver la correlacién. Los datos constituyen la herramienta
principal para realizar cualquier trabajo de investigacién. En
este caso, los datos del nimero de manchas solares se obtu-
vieron del observatorio astronémico de Zurich y los datos de
temperatura del SENAMHI, que es una institucién del Esta-
do. Debido a las caracteristicas del periodo en el nimero de
manchas solares, este andlisis se debe realizar el en periodos
largos (de por lo menos 25 afios). En la metodologia usada se
contemplan basicamente tres formas de ver la existencia de
la correlacién, que son: el método grifico, promedios movi-
les y transformada de Fourier. Finalmente, se determina una
correlacién positiva entre el nimero de manchas solares y
los datos de temperatura media, considerando estaciones de
nuestro pafs.
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RESUMEN

El siguiente podria ser un experimento tipico en el laboratorio de pregrado: la
presién del aire es medida como funcién de la temperatura a volumen constante y en
un rango definido de temperatura; luego, los resultados son representados graficamente.
Entonces, una linea recta es ajustada de forma visual (o por minimos cuadrados) a los
datos experimentales y ésta es extrapolada al valor de presién cero con la esperanza de
encontrar el cero absoluto de temperatura. Pero, jse puede confiar en la informacién
obtenida de tal extrapolacién? Investigamos aqui este problema de una manera gene-
ral utilizando métodos estadisticos para el ajuste con una linea recta, y aplicamos los
resultados al problema del experimento descrito arriba.

1. INTRODUCCION

Una técnica usada en fisica para obtener informacién
a partir de un conjunto de datos experimentales es su
representacién grafica. Una practica comun es extender
la interpretacién de los datos experimentales mas alla del
intervalo en el que fueron observados. De aqui el nombre
“extrapolacion”.

Como ejemplo se tiene la estimacién experimental de
la temperatura de cero absoluto midiendo la presién de
un gas a volumen constante como funcién de la tempe-
ratura [1], y de aqui, la extrapolacién para una presién
P=0 del gas, una vez que la escala de temperatura abso-
luta ha sido definida para el gas ideal [2]. La validez de
este procedimiento se da por sentada no solamente para
P=0, sino para cualquier otro valor P de la presion.

Aunque esta técnica de extrapolacién nacid junto con
las ciencias experimentales, recién algunas cuestiones so-
bre la precisién absoluta y relativa de los resultados se
pueden contestar eficientemente en la actualidad. Jun-
to a la expansién del uso de las computadoras, varios
programas surgieron y permiten responder a estas cues-
tiones a través del andlisis estadistico para un conjun-
to amplio de funciones (MATLAB, Origin, TableCurve,
LAB Fit, etc.)

En este articulo investigamos cudn confidente es la
técnica de extrapolacién desde el punto de vista es-
tadistico, siempre que el objeto de estudio se pueda re-
presentar por una linea recta. Por lo tanto, debemos re-
visar brevemente el ajuste de minimos cuadrados de un

Email: wiltonps@uol.com.br

conjunto de datos (x;, y;) a una funcién y = az + b,
si las incertidumbres de y; son desconocidas. Asimismo,
necesitamos asociar las incertidumbres a la funcién de
ajuste de tal forma que ésta se exprese finalmente de la
forma y(z) = y(2)m + Oy(2)m, donde y(z)n, = az + b
es el valor medio de la funcién de ajuste y oy(,)m €s su
desviacion estandar.

Restringiremos nuestra discusiéon a los errores es-
tadisticos, e.g., supondremos que se puede despreciar
errores sistemdticos de los datos (si no, vea la ref. [3]),
y que la extrapolacién no se saldré del rango valido pa-
ra el modelo fisico en cuestion. Bajo estas restricciones,
mostramos que la técnica de extrapolacién produce re-
sultados satisfactorios y confiables en el caso de un ajuste
de linea recta y que estos resultados son comparables a
aquellos obtenidos por interpolacién.

2. ASPECTOS TEORICOS RELEVANTES

Antes de abordar los aspectos tedricos relevantes de
este articulo, aceptaremos las siguientes hipdtesis para
la discusién a lo largo de todo el articulo:

1) los errores sistematicos de las mediciones se pueden
considerar despreciables;

2) la propagacion de errores se puede calcular usando
aproximaciones de primer orden;

3) la fluctuacién de los puntos en torno a la funcién
de ajuste se puede considerar gaussiana;

4) la ley fisica que es objeto de la extrapolacién es
valida en todo el intervalo de estudio;

5) la variable z no tiene errores.

o7
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Dado un conjunto de N puntos (z;, ¥; + 0ym:), donde
z; y y; son los valores medios de la abscisa y ordenada
del i-ésimo punto respectivamente, y las oym,; son las
incertidumbres de y;, el ajuste de la funciéon y = azx + b
se puede encontrar por las expresiones [4, 5, 6]:

1 al TilYs Mo
-5[(E) ()
j=1 ~ymi =1 ~ymi

y
1 3 Yy )
b= — i)
N N Ty
- — - =11, (2)
donde

N2 N N T; ’

Las incertidumbres de los pardmetros a y b, asi como
su covarianza estan dados por

Oam = D < 2 (4)

N

cov(a,b) = —% (Z Ufi ) ; (6)

i=1 ymi

donde D es la misma variable que en (3).

Para el caso en el que se desconozca las incertidum-
bres de los datos experimentales, e.g., tenemos puntos del
tipo (z;,yi), se puede asociar una incertidumbre comin
a cada uno de ellos de la siguiente forma: primero, susti-
tuimos las incertidumbres desconocidas por el valor ar-
tificial 1, esto es, fijamos oym; = L en (1) y (2), y deter-
minamos los pardmetros ¢ y b por un pre-ajuste y(z);
luego, podemos determinar la varianza asociada a la fun-
cién ajustada y(z) por la siguiente expresion [7]:

1 N 2
03(,() = N_2 Z [Yi - Y(Xi)] : (7)

i=1

Ya que la raiz cuadrada de la varianza nos proporcio-
na una indicacién de la fluctuacién de los datos experi-
mentales en torno a la linea recta ajustada, es razonable
admitir que las incertidumbres desconocidas de y; son
iguales a o (4. Asi, las ecs. (4), (5) y (6) se reducen a:

N

N N 2’
NY x2— (E Xi>
i=1 i

Oam = Oy(x)

cov(a,b) = —

- y(x) — in. (10)
Ny (Tw) O
i=1 i=1

Podemos determinar la incertidumbre de la funcién
ajustada y(z) = az + b a partir de las ecs. (8), (9) y (10)
por medio de propagacion de errores. Para esto, recorde-
mos que la propagacién de la desviacién estandar para
una funcién f(z1, 22, ... , 25 ) debido a las incertidumbres
de los n pardmetros z de f estd dada por [8]:

j=1 k=1

Para una funcién f de dos pardmetros, digamos a y
b, (11) se puede escribir como

2 2
orm = (L) + (o) 422 HLoovtan)

(12)

En el caso de una linea recta ajustada a puntos expe-
rimentales, y considerando los z; libres de error, el error
de la funcién y(z) = az + b ocurre debido a las incer-
tidumbres de a y b, incluyendo la covarianza entre ellos.
Asi, de (12) se tiene la linea recta:

Ty(xym = \/(xaam)2 + o2+ 2xcov(a,b). (13)

Podemos por lo tanto escribir la funcién completa de
ajuste como:

y(x) = (ax +b) £ 1/02,x> + 2cov(a,b)x + o . (14)
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TABLA 1

Presién P del aire como una funcién de la temperatura
t a volumen constante.

1 2 3 4 5
P(emHg) | 72,7 | 750 | 759 | 77,3 | 784
t(°C) | 30,0 | 38,0 | 42,3 ] 48,0 | 54,0

De esta manera, la representacién gréafica de la fun-
cién de ajuste consiste de tres lineas: la linea interior
representa el valor medio de la funcién dado por y(z)m,
= ax + b, mientras que las dos lineas exteriores dan los
limites inferior y superior de la banda de confiabilidad
defida por +0(;)m y calculada por medio de (13).

A continuacién investigaremos si el resultado obte-
nido de (14) y extrapolado mas alld del rango de los
puntos experimentales es confiable, o si las incertidum-
bres crecen de tal forma que los limites aceptables de
precision se ven comprometidos. Para esto, apliquemos
las ecuaciones referidas arriba a un conjunto de datos
experimentales.

3. APLICACION A UN CONJUNTO DE DATOS:
DETERMINACION DEL CERO ABSOLUTO Y
UNA GENERALIZACION DE LA TECNICA DE

EXTRAPOLACION

A fin de evaluar la técnica de extrapolacion, apli-
quémosla a un experimento en el que se determine el
cero absoluto de la temperatura. El experimento consis-
te de un bulbo con aire que contiene a un termémetro.
El bulbo estd inmerso en un recipiente con agua colo-
cado sobre un calentador. Este sistema se conecta a un
manometro; el volumen de aire en el bulbo se mantie-
ne constante durante las mediciones. Ya que este expe-
rimento es comun en los laboratorios de pregrado, no
entraremos en detalles sino méas bien presentaremos los
resultados experimentales. Ademds, nuestro interés prin-
cipal comprende el andlisis de datos desde el punto de
vista de la teoria de errores, y no asi el experimento en
si. La tabla 1 muestra los valores medidos de la presién
absoluta del aire dentro del bulbo como una funcién de
la temperatura.

Naturalmente, la temperatura t se tomaria como una
variable independiente, pero ya que queremos hallar la
temperatura a la cual la presién es cero, entonces ajus-
taremos la funcién t(P) = aP + b a los datos de la tabla
1.

De (1) y (2), y estableciendo oym; = 1, obtenemos a
= 41809 y b = —274,70. Con estos valores, se obtiene
Oyz) = 0912416 a partir de (7), y de (8), (9) y (10)
obtenemos o4, = 0,207948, oy, =2 15,7802 y cov(a,b) =
—3,28037. En consecuencia, a = (4,18 +0,21) °C/cm Hg
y b = (=275 £ 16) °C, asi que finalmente podemos es-
cribir
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Figura 1. Funcién dada por (15) ajustada a los valores expe-
rimentales. La linea central representa el valor medio de la
funcién, mientras las lineas inferior y superior limitan el 95 %
de la banda de confiabilidad.

t(P) = (4.18P-275)+

2.87,/4,32424 x 10-2P2 — 6,56074P + 249,015091,
(15)

donde la incertidumbre fue calculada a partir de (13).
El factor 2,87 que aparece delante de la raiz en (15)
—que describe la incertidumbre— asegura que la banda
de confiabilidad de la funcién que se ajusté solamente
a 5 datos es del 95 %, habiéndose probado que los da-
tos estan distribuidos de manera normal en torno a la
funcién de ajuste. Estableciendo P=0 ¢m Hg in (15), te-
nemos que t = (-275 £ 45) °C. Es interesante observar
que la precisién es mucho major que la correspondiente
al cero absoluto. Naturalmente, esta determinacién de
la temperatura ¢ para el valor especifico de presién ce-
ro, no necestita tomar en cuenta la covarianza entre los
parametros ajustados a y b para el calculo de la propa-
gacion de errores. Para este caso, que estd ya discutido
por Taylor [9], ¢(0) es la constante b. Sin embargo, la
covarainza debe considerarse para la determinacién de
t para cualquier otra presion P diferente de cero; es es-
ta generalizacién la cuestién de nuestra discusién. Aun
mads: deseamos investigar si los resultados para ¢(P) en la
regién extrapolada tienen una precision compatible con
los resultados dentro de la regién apropiada. Si es asi,
podriamos admitir, desde un punto de vista estadistico,
que los resultados de una extrapolacién tienen la misma
confiabilidad que aquellos obtenidos por interpolacion,
siempre que se respete nuestras hipdtesis. Si, por otra
parte, la incertidumbre relativa de ¢(P) crece a medida
que nos alejamos de la region de datos, los resultados ob-
tenidos via extrapolacion no serian acreederes a la misma
confiabilidad que aquellos dentro de la regién de datos.
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Figura 2. Funcién ajusta dada por (15), extrapolada desde
P =727cmHghasta P=0cmHg,yde P =784cmHg
hasta 130 em Hg. La banda muestra en 95 % de confiabilidad.

En la Fig. 1 se muestra la temperatura versus la pre-
sién dada por (15). Se puede ver que la banda de confia-
bilidad se dispersa a medida que se acerca a los extremos
de la region de datos.

La Fig. 2 muestra el comportamiento de la incerti-
dumbre de ¢ entre 0 y 130 ¢m Hg; podemos ver que la
incertidumbre crece fuertemente si nos alejamos de la
region de datos en ambas direcciones.

La Fig. 3 muestra la incertidumbre de la temperatura
t,

Ot(P)m —

2.871/4,32424 x 10-2P2 — 6,56074P + 249,015091,
(16)

dentro de la regién de datos.

La incertidumbre es minima en el valor promedio
P=7586 ¢cm Hg, y crece en ambas direcciones a medida
que nos alejamos de dicho valor. En nuestro caso, don-
de todas la mediciones tiene el mismo error comin, el
minimo ocurre en la media artitmética. Si no, el minimo
apareceria en la media pesada estadisticamente.

La Fig. 4 muestra le incertidumbre de la temperatura
t entre 0 y 130 cm H g; podemos ver que la incertidumbre
crece rapidamente méas alla de la region de datos, lo que
no resulta muy alentador.

Asi, a fin de averiguar si la técnica de extrapolacién
es confiable, consideremos —a pesar de la creciente
indertidumbre absoluta— la incertidumbre relativa o, de
la temperatura ¢:

244
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Figura 3. Desviacién estandar de la funcién ajustada dada
por (16), dentro de la regién de datos. El minimo ocurre en
el valor promedio P = 75,86 cm Hg.

5 g7 [4:32424 X 107°P2 — 6,56074P + 249,015091
oy =2, .
(4,18P — 275)°

(17)

La Fig. 5 muestra que la incertidumbre relativa tam-
bién crece mientras va del centro hacia los extremos de
la regién de datos. Hasta donde se puede apreciar, las
cifras indican que la técnica de extrapolacién no parece
ser confiable.

Ya que tenemos una singularidad en P=65,8 cm Hg,
la presién a la que la temperatura ¢ toma el valor ce-
ro, dividimos el gréafico en dos regiones: desde P = 0
cm Hg hasta P = 60 em Hg, y desde P = 70 cm Hg
hasta P = 130 em Hg. De manera interesante, vemos
que la desviacion estandar relativa se hace constante le-
jos de la region de datos. Primeramente, vemos que para
z(=P)>78,4 ¢m Hg, podemos entender este comporta-
miento a partir de (13): escribimos para la desviacién
estandar relativa

Iy(x)m _ 2,87\/(X0am)2 +(2XCO‘;()3; b) + Ugm’ (18)
ax +

lo que nos da

or = 2,870ymi/y(@)m — 2,8704m/a (19a)

en el limite £ — o0o. Sustituyendo o4, = 0,207948 v a
= 4,1809 en esta expresién obtenemos o, = 0,143, que
se muestra como la linea segmentada en la Fig. 6. Para
z (=P) = 0 tenemos
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Figura 4. Desviacién estandar de la funcién de ajuste dada
por (16), extrapolada desde P = 72,7 hasta P = 0 cm Hg ,
y desde P = 78,4 cm Hg hasta 130 cm Hg.
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Figura 5. Desviaci6n estdndar relativa de la funcién ajustada
de acuerdo a (17), dentro de la regién de datos. Si se aplica
(17) desde 0 cm H g hasta 130 cm H g, obtenemos el resultado
que se muestra en la Fig. 6.

or = 2,870ymi/y(x)m — 2,8704m /b, (19b)
cuyo resultado es o, = 0,165.

Esto significa que si estamos lejos de la regién de da-
tos hacia la derecha (o bien si P puede tomar un valor
mucho menor que cero), la pendiente de la linea recta
es el pardmetro dominante y, en consecuencia, la cova-
rianza entre los pardmetros se vuelve despreciable. Este
comportamiento estd de acuerdo con la referencia [10],

D 4 Y= 143
5
2 03]
>
i
-
s
5
5 0.2
b
%
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=
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o
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Figura 6. Desviacion estdndar relativa de la funcién ajustada
de acuerdo a (17), Extrapolada desde P = 60 ¢m Hg hasta
P=0cmHg,y desde P = 70 cm Hg hasta P=130 cm Hg.
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Figura 7. Funcién de tercer grado ajustada a los mismos da-
tos experimentales dados en la Tabla 1. Una pequena ex-
trapolacién ya crea incertidumbres tan grandes que ninguna
informacién se puede extraer desde el exterior de la regién de
datos.

donde se discute sobre la covarianza de un par de varia-
bles correlacionadas.

Para una presién P = 68,5 cm Hg, la temperatu-
ra toma el valot t=0 °C y su incertidumbre relativa es
infinita. Pero, tal como muestra la Fig. 4, la incertidum-
bre relativa de la temperatura es finita y completamente
aceptable al compaararse con los valores involucrados.
Esta singularidad es pues una consecuencia de la escala
de temperatura elegida.
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4. DISCUSIONES Y CONCLUSIONES

De las Figs. 3 y 4, que muestran las desviaciones
estandar segin (16), podemos concluir que las incerti-
dumbres m&s pequenas para una funcién de primer or-
den con dos pardmetros ajustados, estin dentro de la
regién de datos, con un minimo en la presién promedio
P = 75,86¢cm Hg. Al alejarse de la regién de datos, la
incertidumbre absoluta crece en ambas direcciones.

Por otra parte, de las Figs. 5 y 6, que muestran las
desviaciones estandar segun (17), podemos ver que las
incertidumbres relativas se comportan razonablemente
tanto dentro como fuera de la region de datos, excluyen-
do el intervalo en torno a la singularidad para t = 0 °C,
lo que es una peculiaridad de la escala de temperaturas
usada.

Como se puede ver de (18), (19) y la Fig. 6, a medida
que nos alejamos de la region de datos, la precisién rela-
tiva de la funcién ajustada depende menos del pardmetro
b y de la covarianza entre a y b. Por lo tanto, la confiabi-
lidad de un resultado extrapolado obtenido por y(z)m,
para valores de z suficientemente alajados de la regién
de datos, puede indicarse por la precisiéon relativa del
coeficiente angular a de la linea recta.

Tomando asimismo en cuenta que la incertidumbre
absoluta de la recta ajustada es finita en toda la regién
analizada, tal como se muestra en las Figs. 3 y 4, pode-
mos concluir que la aplicacién de la técnica de extrapo-
lacién produce resultados tan satisfactorios como los de
la interpolacion. Naturalmente, esta conclusion tiene ex-
clusivamente por base los errores estadisticos y no asf los
errores sistematicos. Aunque esta conclusién pueda pare-
cer algo obvia, no es vélida para cualquier funcién ajus-
tada, como se muestra, por ejemplo, en la Fig. 7 para el
caso de un polinomio de tercer grado: una interpolacién
seria aceptable pero ya no una extrapolacion.

Desde luego, no podemos probar que la informacién
extraida de la linea recta extrapolada es verdadera. Pero
al menos, si uno estd dispuesto a seguir nuestra argu-
mentacion, podemos concluir que desde el punto de vista

de la estadistica, no hay objecién para extrapolar lineas
rectas y explorarlas en busca de informacién. Ademaés,
podemos cuantificar las incertidumbres involucradas en
la extrapolacion de una linea recta. Aunque hemos res-
tringido nuestra investigacion a los puntos sujetos a una
linea recta, seria interesante estudiar la confiabilidad de
extrapolaciones de otros tipos de funciones que se saben
sujetas a un conjunto dado de datos experimentales.
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CALIBRACION ESPECTRAL DE UN ESPECTROFOTOMETRO

A. Pecka V.

Universidad Mayor de San Andrés
La Paz - Bolivia

RESUMEN

Se realiz6 la calibracién espectral de un espectrofotémetro utilizando un haz laser
de He-Ne y una lampara de vapor de Hidrégeno, obteniéndose una recta de calibracién
de la longitud de onda en funcién del nimero de canal de los espectros de emisién de
las fuentes. La recta de calibracién corresponde a la ecuacion A = 0,99 V + 200 donde
los coeficientes de la regresién presentan errores porcentuales menores al 5 %.

1. 1. INTRODUCCION

En cualquier investigacién cientifica que implique
procesos experimentales para la toma de datos por me-
dio de un sistema de deteccion, se hace necesaria e im-
prescindible la calibracién previa del sistema para que
las medidas a tomar presenten confiabilidad y la mejor
aproximacion de la realidad que se pretende analizar.

La calibracion del sistema de deteccién, en este caso
de un espectrofotémetro, puede ser espectral y de inten-
sidad, pero dada la falta de unidades patrén de calibra-
cién en intensidad, y tomando en cuenta que las medidas
tomadas con dicho instrumento tuvieron por base por-
centajes de flujo de energia (como la reflectancia), la ca-
libracién en intensidad no fue necesaria, por lo que el es-
pectrofotémetro usado sélo fue calibrado espectralmente.
La calibracién realizada para este espectrofotémetro fue
usada en la tesis “Andlisis de la Reflectancia, Fluores-
cencia y Solarizacion de la Laca Carmin de Cochinilla”
(A. Pecka V., UMSA, 2005).

2. MONTAJE EXPERIMENTAL

La calibracién espectral del espectrofotémetro fue
realizada empleando dos tipos de fuentes de emisiones es-
pectrales: un haz de rayos laser de He-Ne y una ldmpara
de vapor de hidrégeno.

Primero se realizé la calibracién espectral con el haz
de rayos laser, con la ayuda del montaje experimental
ilustrado en la figura 1, donde, a la derecha, se pue-
de apreciar al espectrofotémetro, constituido por la fi-
bra éptica, el monocromador, el fotomultiplicador y el
computador con el sistema de adquisicién de datos; a la

: Menocramadar |
Laser He-MNe x - |
Fibra [ M
— — dptica

- =
— —
]
HV |

Figura 1. Esquema del montaje experimental realizado pa-
ra calibrar el espectrofotémetro utilizando un haz laser de
He-Ne.
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Figura 2. Espectro del haz laser de He-Ne determinado en
una primera etapa de calibracién del monocromador.

izquierda se aprecia la fuente de emisién espectral co-
rrespondiente a un laser de He-Ne (A=632.8 nm)!. El
espectro obtenido mediante el arreglo mostrado en el an-
terior montaje experimental se ilustra en la figura 2. Se
debe aclarar que tanto el espectro de la figura 2 asi co-
mo todos los espectros que se analizaran en el presente
articulo, fueron suavizados usando una media movil de
20 puntos.

En el gréafico de la anterior figura se puede obser-
var que el espectro presenta una serie de picos que no
concuerdan con el espectro del haz laser, los cuales son
atribuidos al ruido de fondo recibido en el fotomultipli-
cador. Analizando estos picos, se puede apreciar que el
pico presente en el canal 250 corresponderia a la lon-
gitud de onda de 450 nm aproximadamente (tomando
en cuenta que el espectrofotémetro recorre el espectro
desde los 200 nm hasta los 800 nm), longitud de onda
que corresponde al color azul; este color es detectado por
el espectrofotémetro ya que la fibra éptica se encuentra
frontalmente dirigida al haz ldser y por lo tanto puede
detectar la luz de coloracién azulada emitida por el tubo
de descarga del laser. En el pico que corresponderia a
la longitud de onda del haz del rayo laser, en la banda
formada desde el canal 400 hasta el canal 450, la inten-
sidad no presenta un valor definido puesto que llega a
su nivel maximo, lo que indica que la fibra dptica y el

. 4ser
58126 KL2.

He-Ne Leybold-Heraeus, 220 V/50-60 Hz, DIN
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Figura 3. Montaje experimental mejorado de calibracién
del monocromador utilizando una lente céncavo-convexa de
5 mm de distancia focal.
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Figura 4. Espectro del haz de rayos laser de He-Ne determina-
do mediante la disminucién del ruido de fondo y la intensidad
del haz con una lente céncavo-convexa de 5 mm de distan-
cia focal. Se observan dos picos: el primero corresponde a la
difraccién causada por la incidencia del haz en el aparato es-
pectral y el segundo corresponde a la longitud de onda del
laser.

fotomultiplicador fueron sobreexpuestos a la intensidad
del haz haciendo que el pico se sature.

Para corregir el espectro del haz laser fue necesario
atenuar primero el espectro creado por el ruido de fon-
do, lo que se logré mediante la construccién y el uso de
una pequena caja fabricada con cartulina negra que blo-
quea la entrada de luz al fotomultiplicador evitando que
éste se sature. Ademds, para corregir la saturacién del
pico del haz laser, fue necesario mejorar el montaje ex-
perimental mostrado en la figura 1, afadiendo una lente
céncavo-convexa de 5 mm de distancia focal, que tiene
como objeto principal dispersar el haz del rayo laser, tal
como se indica en el esquema de la figura 3. Mediante
el montaje del anterior esquema se pudo disminuir la in-
tensidad de los picos provenientes del laser y del ruido de
fondo?, pero el espectro obtenido presenta dos picos, uno
de los cuales corresponde a la longitud de onda del laser
de He-Ne (632.8 nm) y un segundo pico, situado aproxi-
madamente en el canal 420, que se debe a un fenémeno
de difraccion del aparato espectral, en este caso del mo-
nocromador?, tal como se ilustra en la figura 4.

Para atenuar la intensidad del primer pico ilustrado
en la figura 4 se anadi6 al montaje experimental un par
de polarizadores, de manera que colocandolos en angu-
los diferentes se pueda tener una reduccién de intensi-
dad considerable para el primer pico sin reducir més el

2Aunque el ruido de fondo fue disminuido, es evidente la pre-
sencia del mismo, por lo que en las posteriores graficas se encuentra
restado de las medidas realizadas.

3Véase Zaidel, Ostrévskaya, Ostrovski, Técnica y prdctica de
espectroscopia, Ed. MIR, Moscu, 1976.

polanzadores

cajanega o ny

Figura 5. Esquema del montaje experimental realizado
anadiendo un juego de polarizadores para reducir la inten-
sidad del espectro producido por un haz de rayo liser de
He-Ne.
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Figura 6. Espectro del haz de rayo laser obtenido para cali-
brar el monocromador utilizado como espectrofotémetro.

segundo. El esquema mejorado se encuentra ilustrado en
la figura 5. Al anadir el juego de polarizadores creando
un angulo de 65° entre ellos se redujo la intensidad del
primer pico y, disminuyendo el error de paralaje existen-
te entre al fibra éptica y el haz de rayos laser, se pudo
intensificar més el pico correspondiente al haz, tal como
se ilustra en la grafica de la figura 6. Para determinar
el numero de canal correspondiente a la longitud de on-
da del haz laser de He-Ne se debe tomar en cuenta el
promedio del ancho de banda del espectro obtenido. De
acuerdo a los datos tratados, el nimero de canal se en-
cuentra en la posicion 441.

A fin de completar la calibracion espectral del mo-
nocromador se empleé la segunda fuente patrén de emi-
sién espectral, correspondiente a una lampara de vapor
de hidrégeno, mediante el montaje experimental que se
ilustra en la figura 7. En este caso, el uso de una lente
plano-convexa fue necesario para poder enfocar la luz de
la ldampara de hidrégeno sobre la fibra dptica, contando
con la ayuda de los polarizadores para que el espectro del
hidrégeno presente las mismas condiciones que las utili-
zadas con el haz laser. El espectro obtenido se encuentra
graficado en la figura 8. En dicho espectro se observa la
presencia de las lineas H,, Hg y H, correspondientes a la
serie de Balmer del hidrégeno. Se debe tomar en cuen-
ta que en el caso del espectro del hidrégeno, los picos
se encuentran bien definidos y no fue necesario determi-
nar el promedio del ancho de banda de cada uno de ellos.
Adema3s, es necesario sefialar que el espectro graficado en
la figura 8 se presenta con correccién de ruido de fondo.
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Figura 7. Esquema del montaje experimental realizado para
calibrar espectralmente un monocromador mediante el uso
de una ldmpara de vapor de hidrégeno.
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Figura 8. Espectro de luz de una ldmpara de vapor de
hidrégeno, en ella se observa la presencia de tres picos que co-
rresponderfan a las lineas Hy , Hg y H, de la serie de Balmer
del hidrégeno.

3. RESULTADOS

En la tabla 1 se muestran los valores de las longitudes
de onda del espectro del hidrégeno y del ldser de He-
Ne; asimismo se muestran los canales correspondientes a
dichas longitudes de onda.

Mediante los datos de los niimeros de canal y las lon-
gitudes de onda de los espectros del ldser de He-Ne y
de la ldmpara de vapor de hidrégeno se realizé una re-
gresién lineal donde se determind la recta de calibracién
graficada en la figura 9.

La regresion lineal efectuada nos conduce a la ecua-
cién A = aN + b, donde los coeficientes de la regresién
son:

a = (0,99 &+ 0,02) nm/canal,

b = (200 + 6) nm.

TABLA 1

Longitudes de onda correspondientes a los picos
de la serie de Balmer del espectro de hidrégeno y
canales correspondientes al espectro de la ldampara
de vapor de hidrégeno utilizada para la calibracién
del monocromador.

Longitud de Ne°
onda (nm) | de Canal
H, 434,05 236
Hp 486,13 291
H, 656, 28 459
Léser He-Ne 632,8 441

Calibracién del Espectrofotémetro

700
g o0
5 500
8 400
3 .
3 300 A= 0,99N + 200
B 200 R® = 0,9995
S 100 -
0 i
230 280 330 380 430 480
Niimero de Canal

Figura 9. Regresion lineal efectuada con los pares de datos de
las longitudes de onda y los nimeros de canal de los espectros
de un laser de He-Ne y una ldmpara de vapor de hidrégeno
para calibrar el monocromador.

4. CONCLUSIONES

Se realizd la calibraciéon espectral de un espectro-
fotémetro mediante el empleo de dos tipos de fuentes
de emisiones espectrales: un haz de rayos laser de He-
Ne y una ldmpara de vapor de hidrégeno, obteniéndose
una recta de calibracién de la longitud de onda en fun-
ciéon del numero de canal de los espectros de emisién
de las fuentes. La recta de calibracién corresponde a la
ecuacién A = 0.99N + 200 donde los coeficientes de la
regresién presentan errores porcentuales menores al 5 %,
ademés de un coeficiente de correlacién cuadratico R2
= 0.9995, lo que indica una buena correlacién entre los
pares de datos. Debe tomarse en cuenta que el primer
canal del espectrofotémetro corresponde a una longitud
de onda de 200 nm, lo que significa N = 0 en la ecuacién
A =aN+b.
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8° de Primaria
SOLUCION: PARTE CONCEPTUAL (40%)

(Cudl es el significado del sistema MKS y del sistema CGS?
Sol.-

MKS: Metro Kilogramo Segundo
CGS:  Centimetro Gramo Segundo

En realidad el sistema mds usado es el MKS que forma la base del Sistema Internacional de
Unidades compuesto del Metro, Kilogramo, Segundo, Ampere, Kelvin, Mol y la Candela.

De los siguientes ejemplos diga cuales son constantes y cuales son variables:

a. La cantidad de agua en una caldera que estd hirviendo. Sol.-  Variable
b. La masa de arena que estd en una carretilla que tiene un orificio. Sol.-  Variable
¢. El numero de hojas de un libro. Sol.-  Constante
d. El tiempo de vida que Ud. tiene. Sol.-  Variable
e. La cantidad de tinta de una impresora que se estd usando. Sol.-  Variable

Indique si es cierto o falso que el método cientifico consta de los siguientes pasos:
Observacién de un fenémeno de la naturaleza

Andlisis de los aspectos esenciales del fendmeno

Reunir todos los datos posibles mediante la experimentacion

Formulacién de una hipdtesis que explique lo observado

Con otros experimentos verificar la valides de nuestra hipdtesis

Si la hipétesis es valida elevarla al rango de teoria

Definir el rango de aplicacién de la reoria

@ a0 o

Si es cierto.

Coloque la numeracién que indique el orden correcto de los planetas del Sistema Solar (Ayuda:
Mercurio es el primer planeta):

a. Plutén (9) b. Sawurno (6)  c. Tierra(3) d. Juipiter (5) e. Marte (4)

f. Urano (7) g. Mercurio (1) h. Neptuno (8) i. Venus (2)

(En que “estados” se puede encontrar al agua? ;Que se entiende por punto de ebullicion y que se
entiende por punto de congelamiento del agua?

Sol.- Sdlido, liquido y gaseoso. El punto de ebullicion es el estado en el que el agua pasa del
estado liquido al estado gaseoso. El punto de congelamiento es el estado en el que el agua pasa del
estado liquido al estado sélido
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8° de Primaria
SOLUCION: PARTE PRACTICA (60%)

De un ejemplo de energia almacenada y otro ejemplo de energia en accién

Sol.-
Ejemplos de energia almacenada:
. Petrédleo
. Gas Natural

Ejemplos de energia en accion:
Cualquier objeto en Movimiento posee una energia cinética
. Cualquier objeto alejado de la tierra posee una energia potencial

Un basquetbolista mide 2,25 [m]. Indique su estatura en pulgadas. (Ayuda: 1[plg] = 2,54 [cm]).

Sol.-
h=2.25m]x

100[(:m]x [plg]

=88,582677| plg]= 88,58 p!
Il 25d00m] [plg] [plg]

Si el volumen de un pozo petrolero estd calculado en 75,344x10™ [m’] y cada dia se extraen
55,551x10* [m’] en cuantos meses se acabara el combustible?

Sol.-

1[dia] » 1[mes]

— = 452,435%10°[meses)
55551x10°[m”] 30[dias]

75,344x10"[m> 1%

El voledn inactivo Olimpus del planeta Marte alcanza una altura H = 26,55[Km], un Didmeltro en

su base igual a D = 600 [Km] y tiene forma cénica. La densidad promedio del planeta es de

4,01[g/cc]. Calcule la masa total del volecdn en [Kg]. Ayuda: El volumen de un cono es
m

V= %DZH y la densidad de un cuerpo es p = F
Sol.-
C L entonces m = pV = p| Z=D*H (1)
'omo P =— entonces M = =0 —
P=3 PV=p .
Ahora todas las cantidades usadas deben estar en un mismo sistema. Escojamos el sistema MKS:
[ 100[cm])’  1[Ke] K
LA ) MK _ o 8]
(my)®  1000[g]

p =401
cc m’

Reemplazando los valores dados mds el resultado obtenido en la ecuacién (2) se obtiene finalmente:

m=4010 ﬁ}[wx(timxlmlm])z x26,55><103|m.]J =1,0034x10"[Kg]

| m’ 12
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1° de Secundaria

SOLUCION: PARTE CONCEPTUAL (40%)

De los siguientes ejemplos diga cuales son constantes y cuales son variables:

a. La cantidad de vapor de agua en una nube de donde estd lloviendo. Sol.-  Variable
b. La masa de un camién arenero que tiene un hueco en su contenedor. Sol.-  Variable
¢. El numero de ladrillos de una pared. Sol.-  Constante
d. Eldempo de vida que Ud. tiene. Sol.-  Variable
e. El numero de habitantes en un pafs. Sol.-  Variable

Coloque la numeracién que indique el orden correcto de los planetas del Sistema Solar (Ayuda:
Mercurio es el primero):

a. Plutén (9) b. Saturno (6)  c. Tierra(3) d. Jdpiter (5) e. Marte (4)

f. Urano (7) g. Mercurio (1) h. Neptuno (8) i. Venus (2)

{Como estd conformada la estructura interna de nuestro planeta Tierra?

Sol.-

Inicialmente la Tierra era una masa fundida a altfsima temperatura rodeada de una capa gaseosa,
luego se desplazaron al centro los materiales mds pesados. Debido a una siguiente fase de
enfriamiento, la corteza se fue solidificando en varias fases formando la corteza ocednica
conocida como basdltica y 1a corteza continental conocida como granitica. Estas capas se dividen
hoy en dia en un nicleo, un manto y una corteza.

La corteza tiene un espesor promedic de 35[Km], qué alcanza los 75 [Km] bajo las montafias y
solo unos 10 [Kn] bajo los océanos.

El manto est4 separado de la corteza por una discontinuidad uniforme que se capta por la variacién
en aumento que experimenta la velocidad de las ondas sismicas, se extiende hasta los 2900 [Kim]

El nicleo, que se encuentra separado del manto por otra discontinuidad, es mds fluido y tiene un
espesor de 3400 [Km], estd constituido por hierro y niquel, de densidades 7,9[g/cc] y 9[g/ec]
respectivamente, que dan a nuestro planeta la alta densidad que conocemos.

{Que se entiende por calor y qué se entiende por temperatura?
Sol.-

Temperatura:  Es una propiedad tal que su valor final es el mismo que el de otros sistemas,
cuando todos ellos se ponen en contacto. Cotidianamente se la entiende como una medida de lo
caliente o de lo frio que estd un sistema. Todos los objetos que estdn en contacto durante un
tiempo suficiente llegar a estar a una misma temperatura que viene a ser una condicion necesaria
para que exista un equilibrio térmico.

Calor: Es aquello que se transfiere entre un sistema y su medio ambiente en virtud, solamente,
de su diferencia de temperaturas. Es una forma de energia siendo la unidad més utilizada la
caloria.

{Que es un vector? ;C6mo se suman y restan los vectores?

Sol.-

Es un elemento matemdtico que, ademds de modulo, posee direccion y sentido

No olvides que para cualquier vector en general se puede escribir: V =V uy, donde:
V: Vector; V : Magnitud del Vector (Tamafio o modulo); uy: Vector Unidad
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elementos que se los puede apreciar en el GRAFICO 5.1

GRAFICO 5.1

Como ejemplo de suma de vectores veamos el siguiente caso:
Sean dos vectores A de 6 unidades haciendo un dngulo de +36° con el gje x; B de 7 unidades que
estd en la direccién negativa del eje x. Calculemos el modulo de la suma de los dos vectores y el dngulo de

la direccién del vector suma con el eje x:

Dibujemos los vectores en un plano Euclidiano ( GRAFICO 5.2):

36()

GRAFICO 5.2

Los vectores son desplazables, por eso notemos que podemos trasladar el comienzo™ del vector B
al “final” del vector A.

El vector suma serd aquel vector que empieza donde empieza el vector A y finaliza donde finaliza
el vector B:

y

B

36°

GRAFICO 5.3

Resaltemos este GRAFICO en magnitudes:
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36°

36:}

GRAFICO 5.4

De la ley de los cosenos S = -J 6 +7% = 2(6)(7)c0s(36) obtenemos que el modulo del vector suma es
S =4.128 unidades.

S
sin(36) B sin(y)
suma con el eje x es: 36" + ¥y= 121°

De la ley de los senos: obtenemos que ¥ = 85" y finalmente el angulo del vector

PRACTICA: Calcula la magnitud del vector resta A — B asi como también el dngulo que este
vector resta tiene con el eje x.

1° de Secundaria

SOLUCION: PARTE PRACTICA (60%)

1. El didametro ecuatorial de la Tierra es de 12756 [Km]. En cuanto tiempo un avién que vuela a una
velocidad de 1000 [Km/h] completard una vuelta al planeta por la linea del ecuador?

Sol.-

El perimetro de una circunferencia, en este caso ¢l de la linea del ecuador, es

=40074,15589[ Km ]

2TX R = 2;:)((%} = 2x3,14159x(wj

Como la velocidad del avién es constante entonces se cumple la relacion mds simple de la
cinemdtica:

,_ DISTANCIA _ I Km
" TIEMPO  t| h
de donde

[ Km i[hlzw[hlzm,(ﬁ.ﬁuﬁ[h]
v

[=—| ——|=
v| Km 1000

h
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2. El Campo Magnético, cuyo simbolo es B, y se mide en [Teslas = T] es una medida de cuan intenso
es un imdn. La cerriente, cuyo simbolo es 7'y se mide en [Amperes = A] es una medida de la
carga eléctrica de las particulas que pasan por un cable en un tiempo dado. La carga eléctrica es
un equivalente a la masa de las particulas pero en realidad es una masa eléctrica que se mide en
[Coulombs = C]. Las particulas que forman las corrientes mds comunes son los elecirones. André
Marie Ampere (1775 — 1836) encontré que una corriente 7 que pasa por un cable genera en el
espacio circundante un campo magnético B. En un experimento se ha medido el Campeo Magnético
B, auna distancia R de un cable por el que pasa una corriente I, habiéndose obtenido los siguientes

datos:
B|miliTeslas] 5050 (3490 |2160 |1310 |[1090 |680 330 270 170 110 30
R [centimetros] 1 5 15 53 67 117 200 250 400 500 600

a. Grafique en un plano euclidiano este fenémeno.
b. (Le parece correcto afirmar, analizando su grafico, qué el campo magnético B es cada
vez mds pequefio a medida que uno se va alejando de la corriente 77
c. (Bs cierto que el campo magnético es mds intenso muy cerca del cable?
Sol.-
d.
CAMPO MAGNETICO vs DISTAMCIA
kOO T T T M T
S0 M- o--- R TEE CEE PPt LT STTERRC IR PR
[ :
= 3
= A00 bk T S TP PR ET P FRPPPRRS
B :
"ul:'j :
%SDD,_ ........................................... .
= * :
=] .
s 0F % R s e S
3 :
100 * ..........
*e
0 i ¥ i 1 "
0 1000 2000 3000 4000 5000 &OOO
Distancia [cm]
b. Si
c. Si
3. (Cudl es el error relativo y el error porcentual de la masa de un electrén que vale

9,109381x 107" +0,000004[ Kg ] ?

Sol.-

Un resultado generalmente se expresa como: X = X £ Ax

donde X es el valor promedio y AX es el error del valor promedio en x, entonces:

Error

Error Relativo=—
X

porcentual = Error Relativox100
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Eneste caso: m=m=* Am
donde m es la masa promedio y Am es el error del valor promedio de la masa m, por lo
tanto:

Am _ 0,000004[Kg]
m  9109381x107°'[Kg]

Error Relativo = =439%1077

Error porcentual = Error Relativox100=4,39x107°

Una barra de cobre mide 270 [mm] a 18 [°C]. Calcule su nueva longitud si se calienta la barra
hasta 99 [°C]. El coeficiente de dilatacién lineal del cobre vale 17 X10~°[*CT™.

Sol.-

Sabemos que al calentar un cuerpo este experimenta un incremento en sus dimensiones; el
aumento en su longitud (Al) es aproximadamente proporcional a su longitud inicial y al

incremento de temperatura experimentado (At), es decir:

Al = (e)(1)At @.1)
donde

A=l =i 4.2)

AL =1 = Upicia 4.3)

o = coeficiente de dilatacién lineal [%] (4.4)

Por lo tanto usando las ecuaciones (4.1) y (4.3):
Al=(),)Ar = (1710 [P CT Y 2700mm1)99 - 18)PC] = 0.0372(mm]

Y finalmente de la relacién (4.2):

L =1, +Al=270,0000+0,0372 = 270,0372[mm)]
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2° de Secundaria
SOLUCION: PARTE CONCEPTUAL (40%)

1. {Cuantos y cuales tipos de multiplicacién vectorial existen?
Sol.-

Existen dos tipos de multiplicacién entre vectores:

. Multiplicacién Punto o Escalar (Se 1lama asi por que el resultado es un Escalar y
el simbolo usado es un punto: #)
. Multiplicacion Cruz o Vectorial (Se llama asi por que el resultado es un Vector y

¢l simbolo usado es una cruz: X)

La Multiplicacién Vectorial de los vectores A y B se define como un nuevo vector que es
perpendicular al plano formado por los vectores A y B en la direccién de avance de un
tornillo de rosca derecha que ha sido rotado del vector A hacia el vector B (GRAFICO 1.1).

-

GRAFICO 1.1

Lo mds interesante en este tipo de multiplicacién es que el modulo del vector A X B es el drea
del paralelogramo formado por los médulos A y B y viene dada por

|AXBI|=ABsen(8) = Area (1.1)

La Multiplicacién Escalar de los vectores A v B se define como la cantidad escalar obtenida
de:

AeB=ABcos(8) (1.2)

Donde & es el dngulo que existe entre el vector A y el vector B cuando ambos estdn
comenzando de un mismo punto {GR/{FICO 1.1).

El vector A y el vector B pueden ser escritos como:
A=Ai+Aj+AK=Au, +Au,+A u, (1.3)
B=B,i+B,j+Bk=Bu +Bu+B.u, (1.4)

donde i, j, k son vectores unitarios, es decir vectores cuyo modulo vale la unidad y estdn

orientados hacia el lado positivo de cada uno de los ejes x, ¥, z ((}RAFI(,‘() 1.2)ylas A, A, A,
son las componentes del vector A (GRAFICO 1.3).
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Nota:
i=nu,
i=u
k= u,

GRAFICO 1.2

Nota: La magnitud de los vectores i, j y k vale una unidad, es decir: lil =i =1, |jl =j = 1, etc...

A,

GRAFICO 1.3

Nota: Para el vector B el grifico de las componentes B,, B, B, serd equivalente al GRAFICO
1.3, lo que variard serd el modulo, la direccién y el sentido del vector B en consecuencia
también las magnitudes de sus componentes.
Si se aplica la definicién dada por la ecuacién (1.2) se obtiene

AeB =AB, +AB, +AB. (1.5)

Este resultado es un escalar (un numero) puesto que no contiene ningin vector unitario.

Si A =B entonces A ® A = AA cos (0) = AA = A’ (El 4ngulo entre el vector A y el mismo
vector A es cero), es decir el modulo del vector A vendr4 dado por:

A:JAf+Af+Af (L6)

De igual modo es evidente que el modulo del vector B viene dado por:

B:JBIZ +B+B,’ (1.7)

De la definicion de Multiplicacién Escalar, ecuacién (1.2), y de las relaciones (1.5), (1.6) vy
(1.7) se puede despejar y calcular por ejemplo el dngulo &:
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3

6 = cos (AeB/AB)= c0S”'| ¢ AB +AB, +A.B,
W + )2+ s+ +5)?)
De un ejemplo de una onda longitudinal y otro ejemplo de una onda transversal.
Sol.-
Ejemplos de onda longitudinal
. El sonido

. Un resorte oscilando en la direccion y

Ljemplos de onda transversal

. Laluz
. Las Ondas Electromagnéticas en general
. Una cuerda amarrada a una pared en la que se realiza un movimiento de vaivén.

. Que es el eco? Use palabras como onda, velocidad, reflexion, elc.
Sol.-
Una Onda de Sonido con velocidad constante que se refleja en una superficie dada que puede ser

una montafia, un cerro, un monte, ete., retorna también como onda, con practicamente la misma
velocidad, a su lugar de origen percibiendo en el observador el fenémeno conocido como el eco.

¢{Cual es la diferencia entre reflexion y refraccion?
Cuando una onda de luz llega de un medio / a un medio 2 oblicuamente a la superficie de

separacion entre ambos medios parte de la onda se refleja, es decir vuelve al medio A, y parte se
refracta, es decir pasa al medio B.

Rayo Reflejado
Rayo Incidente

Medio A

Medio B

Rayo Refractado
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5. i Como se forma una imagen en un espejo esférico? (grafique)

A
YVYY

Un rayo de luz proveniente de un objeto puntual @ incide sobre un espejo esférico céncavo cuyo
radio de curvatura es r.

El eje de referencia es una linea que pasa a través de O y que estd centrada en el centro de

curvatura C.

La ecuacién: —+—=—, relaciona la distancia objeto ¢ y la distancia imagen 7/ en funcién del

1.1 2
o 1 Fr

radio de curvatura r.

2° de Secundaria

SOLUCION: PARTE PRACTICA (60%

1. Se ha medido el tiempo de viaje que una persona realiza entre dos puntos fijos:

# 1 2 3 4 5 6 7
T[minutos] 123 129 |[151 (11,8 |13,0 |145 |139

a Calcule =1+ Al
b. Calcule el error porcentual

Sol.-

Teoria Veamos algunos conceplos basicos sobre estadistica:

7
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Tipos de Errores

o Fortuitos o aleatorios.- Estdn presentes en cualquier medicién que se realice, se puede
decir que son parte de la naturaleza.

. Sistemdticos.- Estdn presentes cuando los equipos de medida estdn mal calibrados, o sea
son repetitivos.

. Gruesos.- Son descuidos (falta de atencién) en la toma de datos.

Error de una sola medicion

La ecuacién que resalta el resultado medido es:

X = Xygogido T Apginime

donde:
X tedido es la variable medida, que puede ser cualquier cantidad fisica como por ejemplo:
longitud, masa, tiempo, densidad, peso, volumen, corriente, resistencia, etc...
g p P
Axyy es la MINIMA lectura visible del instrumento utilizado para la medicién.
Ejemplo 1

Se midié la longitud de un marcador con una regla comuin (que mide hasta los milimetros):
Litedico =11.9[cm]

La minima lectura visible en la regla usada es de:
1 mm]=0.1cm]

Por lo tanto el resultado final es:

[=11.9%0.1cm]

Ljemplo 2

Se midi6 el tiempo de viaje de un estudiante entre dos puntos fijos con un cronometro comiin (que
mide hasta la centésima de segundo):

Ly = 45.36(5]
La minima lectura visible en el cronometro usado es de:
0.01 5]
Por lo tanto el resultado final es:

t=4536%0.01s]
Ljemplo 3

Se midi6 la masa de un objeto con una balanza comuin (que mide hasta la décima de Kilogramo):
M .00 = 0.31Kg]

La minima lectura visible en la balanza usada es de:
0.1[Kg]

Por lo tanto el resultado final es:

M =03+0.1[Kg]
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Error de varias mediciones (Pregunta)

donde:

LLos datos tomados se colocan en una tabla:

# de dato 1 2 3 5 6 n
X X} X2 X3 X4 Xs X6 X
La ecuaci6n del resultado final es:
x=x%
p=n
- 1 )
x=— X, es el valor promedio
H
r=l
n es el nimero de datos
o-ﬂ—l P x 5 s
Ax= J_ es el error fortuito resultante del conjunto de mediciones
n

Desviacién Tipica de una Muestra

Desviacion Tipica de una Poblacién (se usa para muchos datos: >1000)

Listas variables estadisticas pueden ser calculadas directamente por cualquier calculadora cientifica.

Uso de la Calculadora Cientifica

a)
b)

c)

d)
e)

f

Habilite el modo SD (Standard Desviation):
Limpie la memoria:
Verifique la limpieza:

Deberia verse en la pantalla el mensaje:
Introduzea sus Datos:

Calcule la desviacién tipica de una muestra:

Calcule el valor promedio:

MODE SD
SHIFT CLR SCL =
SHIFT Xx0,_ =

Math ERROR
Xy DT Xa DT X3 DT Xgq DT ...

SHIFT Xx0,_,=

n—

SHIFT x =

Nota: Los distintos modelos de calculadoras cientificas pueden diferir levemente. Consulte con su manual
de propietario para cualquier duda.

Ejemplo 4 (Solucién a la pregunta) Se ha medido el tiempo de viaje de un estudiante entre dos puntos fijos

8 veces habiéndose obtenido los siguientes resultados:

# 1 2 3

T[minutos] 12,3 12,9 [15,1

11,8 (130 |14,5 (139
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Sol.-
o, , =1191437707
1 =13,35714286[m]
C
Por lo tanto Al = m =(),450321125[ 5]
V7
Entonces: t=13,35714286 £ 0,450321125[ 5]

Sin embargo debemos redondear este resultado, en este caso a un solo decimal:

1 =13,410,55]

Note que el redondeo se lo realiza hasta el digito indicado por el error fortito Af, en este caso
hasta la décima.

Error Relativo y Error Porcentual
Se define el error relativo como:

,
X

Y el error porcentual como:

E, = E,x100

En el caso en que se conozca el valor exacto de la cantidad fisica que se estd midiendo: X, . se
define el error relativo como:

X

Exacio ‘xM.m‘idn

E, =

xEmcm

Ecuaciéon que se aplica para una sola medicién como también para varias mediciones. El error
porcentual se define de la misma manera.

Note que ambas cantidades son adimensionales.

Ahora debemos usar estas relaciones para hallar el error porcentual pedido:

At
b, b

0,5
E, = Ekxwo:J@l[xw()s 3,73%
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2. El Campo Magnético, cuyo simbolo es B, y se mide en [Teslas = T] es una medida de cuan intenso
es un imdn. La corriente, cuyo simbolo es 7y se mide en [Amperes = A] es una medida de la
carga eléctrica de las particulas que pasan por un cable en un tiempo dado. La carga eléctrica es
un equivalente a la masa de las particulas pero en realidad es una masa eléctrica que se mide en
[Coulombs = C]. Las particulas que forman las corrientes mas comunes son los electrones. André
Marie Ampere (1775 — 1836) encontré que una corriente 7 que pasa por un cable genera en el
espacio circundante un campo magnético B. En un experimento se ha medido el Campeo Magnético
B, auna distancia R de un cable por el que pasa una corriente I, habiéndose obtenido los siguientes

expresan en unidades MKS. Encontrar:

a. LaAmplitud, el Periodo, la Frecuencia y la Fase Inicial de la oscilacion.

b. Laposicion para un tiempo de 15 s.
c¢.  Graficar en un mismo plano: X = (5)sen(3t), x = (10)sen(3t) y x = (5)sen(t)

datos:
R [centimetros] 1 6 15 52 68 118  |202 247|411 502 601
BlmiliTeslas] 50,5 1349 |21.6 13,1 10,9 |[68,1 332 1270 17,1 11,2 |3,1
a. Grafique en un plano euclidiano este fenémeno.
b. ;Le parece correcto afirmar, analizando su grifico, qué el campo magnético B es cada
vez menos intenso a medida que uno se va alejando del cable?
c. (Escierto que el campo magnélico es mas débil muy cerca del cable?
Sol.-
a.
CAMPO MAGNETICO vs DISTANCIA
B ; :
B | o SRR A ............ H
£ : : E
E ED* ............ 1 ............. S
=3 . 3 $
= : p ;
"E“QD.L ............. . ............. ..............
= 30* ‘3 5 5
g ik 5 :
£ onai. s s e e A e
[ : ;
1D---%* ............................ B R i
D i 1 _*r:_
0 200 400 600 800
Distancia [crn]
b. Verdadero
c. Falso
Nota: A una distancia entre a y 2 metros existe una anomalia existiendo un incremento en B
abrupto para luego ir descendiendo a medida que nos vamos alejando del cable.
3. Un oscilador arménico se describe por la ecuacion x = (5)sen(3t), donde todas las cantidades se
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Solucién
a. Una onda puede ser expresada segun la siguiente ecuacion

x = Asin(ax + @) (3.1
donde
A —  Amplitud [m]
@ —  Frecuencia Angular o Velocidad Angular [rad/s]
¢ — Fase Inicial [rad]
t — Tiempo [s]
x — Distancia Variable vertical [m]
(ax + @) — Fase del Movimiento [rad]
se cumple que:

w=2nf :2?” (3.2)

donde
f —  Frecuencia [1/s=Hz (Hertz)]
{(Numero de repeticiones por unidad de tiempo)
P —  Periodo [s] (Tiempo en el cual la funcién se repite a si misma)

Por lo tanto usando la ecuacion (3.1) podemos calcular:
La Amplitud:
A=5

y la Frecuencia Angular:

0= 3.0[ﬂ]
Ry

El Periodo P se puede calcular de la ecuacion (3.2)

y la frecuencia f sale también de 1a ecuacion (3.2):

o=2n=2 = f =%=%[Hz]

Finalmente, la fase inicial serd: ¢ =0[rad]

b. La Posicién para un tiempo de 5 [s] se puede calcular simplemente reemplazando en la
ecuacién original este tiempo:
x = 5sen(3t) = 5sen(45)
x=>5sen(3%15) =4,25452|m]
Nota: Tenga cuidado con las unidades. En su calculadora debe habilitar la opcién de

“radianes” (Rad) para que halles el resultado correcto. Existen otras dos opciones: Grados
(Deg["]) y Gradianes (Grad). La equivalencia es

27zlrad=360[° | =400[Grad]
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c.
GRAFICOS de: x=5 sin(3t); x=10 sin{3t) y =5 sin(t)
7
GRAFICO 3.1
4. (A qué profundidad se ve una moneda que estd en el fondo de una piscina de profundidad H? El

coeficiente de refraccién del agua vale 1,33,

Sol.-
La moneda parecerd que estd a una profundidad menor a H. Sea esa profundidad: h. Figura (4.1)

0JO

GRAFICO 4.1

Notemos que en el grdfico (4.1) el rayo OA no se refracta por que es vertical, mientras que el rayo
OB;B se refracta. Supongamos que estos dos rayos divergentes llegan al OJO humano, el ojo ve la imagen
de la moneda en el punto donde se cortan los rayos divergentes AQ y BB, es decir, en el punto O;. De la
figura (4.1) se ve que la distancia que buscamos A estd relacionada con la profundidad /7 segin la relacién:
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(h)tan(e,) = (H ) tan(ex, ) 4.1)
De donde
h=H M (4.2)
tan(e,)

Notemos que los dngulos &, y ¢, son pequefios por lo tanto podemos utilizar la relacién valida

para dngulos pequefios:
tan() = sin(e) (4.3)
Por lo tanto reemplazando (4.3) en la relacién (4.2) para cada dngulo:

p= g S%) (4.4)
sin(¢, )

La ley de refraccion se escribe como:

(nAgm.- )Sin(ag) = (HA,-M)Sin(a‘L) (4.4)
Donde n,,, =1
”Agm = 1’33 (’45)
Finalmente:
Si 1
p=p i) _ g

sin(ex,) 1,33

Es decir si por ejemplo H = 1,33 [m] entonces h =1[m]
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3° de Secundaria

-

SOLUCION: PARTE CONCEPTUAL (40%

¢ Cudles son las leyes de Kepler? Grafique donde sea necesario.

Sol.- Johannes Kepler (1571 — 1630) analizo e interpreto como asistente de Tycho Brahe
(1546 — 1601) los datos acumulados por este por mds de veinte afios descubriendo regularidades
importantes en el movimiento planetario. Sus resultados son conocidos hoy en dia como las leyes
de Kepler:

Ley de las 6rbitas: Todos los planetas se mueven en orbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos
Ley de las dreas: La linea que une a un planeta con el Sol barre dreas iguales en tiempos iguales.
Ley de los periodos: El cuadrado del periodo de cualquier planeta en torno al Sol es proporcional
al cubo de la distancia promedio del planeta al Sol.

Dibuje en un punto cualquiera de un circulo los vectores aceleracion centripeta y aceleracion
tangencial.

Sol.-

> atg

ac

;Se cumple la ley de Arguimedes dentro de una nave césmica? Explique.

Sol.-

La ley de Arquimedes resalta el hecho de que debido a la diferencia de las densidades de un
cuerpo dado y un liquido (tomando volimenes iguales) se requieren diferentes trabajos para
levantarlos a una misma altura. En el estado de imponderabilidad (ausencia de gravedad) la
diferencia entre los mencionados trabajos no debe existir, ya que el trabajo para levantar un cuerpo
como el trabajo para levantar un volumen igual de liguido es nulo. En resumen en ese estado sobre
un cuerpo sumergido en un liquido no existe la fuerza de empuje.

Explique, usando la ecuacion de continuidad y la ecuacion de Bernoulli, por que las alas de los
aviones o de los pdjaros experimentan una fuerza ascensional hacia arriba la que facilita su vuelo.

Sol.-

V/ Vl
‘7

.

V2
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El angulo de ataque del ala produce una desviacién del aire hacia abajo. De la tercera ley de
Newton, la reaccién a esta fuerza descendente del ala sobre el aire es una fuera ascendente F, o
empuje, ejercida por el aire sobre el ala.

Encima del ala, en el punto / las lineas de flujo estdn mds concentradas que lo que estdn por
debajo del ala, en el punto 2, Por lo tanto V; > V, ya que la cantidad de aire que entra por la
derecha al ala debe ser la misma cantidad de aire que sale finalmente por la izquierda (principio de
continuidad) y, de la ecuacién de Bernoulli p; < p», lo que debe ocurrir si ha de haber un empuje
ascendente, responsable de facilitar el vuelo.

;,Qué leves de conservacion conoce? jQué nos dice cada una de ellas? De un ejemplo de cada una.
Sol.-

Para cualquier sistema cerrado (aislado) se pueden indicar algunas magnitudes fisicas como la
energia o el momentum cuyos valores numéricos no varian con el tiempo, o, como se dice, se
conservan.

Ley de Conservacién de la Energia

La energia de un sistema aislado, cualesquiera sean las transformaciones de este sistema, no varia.
La energia puede pasar de una forma a otra, pero si se tienen en cuenta todas las formas de energia en
las cuales el sistemna aislado existe en el instante dado, y sumar sus expresiones numéricas, resulta que
para cualquier instante esta suma debe permanecer constante. Esta tesis se denomina ley de la
conservacion de la energia.

Segun la fisica tedrica, la ley de la conservacion de 1a energia es una consecuencia de la suposicién
natural sobre la homogeneidad del tiempo, es decir, de la independencia de las leyes naturales respecto
del instante, en el que Ud. empieza a verificarlas. Se supone que todos los instantes son equivalentes.

Como ejemplo de la conservacién de la energia podemos citar a las oscilaciones de un péndulo
donde la energia cinética se transforma en energia potencial.

Ley de Conservacién del Momentum

— -
La otra ley conocida es la de conservacién de la cantidad de movimiento o0 momentum p = my .
Esta ley es una consecuencia de 1a homogeneidad del espacio, o sea, de la independencia de las leyes
de la naturaleza respecto del punto concreto del espacio donde ellas se manifiestan.
A diferencia de 1a energia que es una cantidad escalar, el momentum es una cantidad vectorial, por
eso la conservacién del momentum o impulso significa la invariabilidad no solo de su valor numérico,
sino también de su direccion.

La ley de la conservacién del impulso, igual que la de la conservacién de la energia, es una ley de
conservacién precisa (absoluta) que siempre para todas las interacciones es justa. Por ahora no se ha
descubierto ni un solo fenémeno en el cual no su cumpliera estas leyes de conservacién. Al contrario,
la firme creencia en las leyes de conservacién de la energia v del momentum permite en muchos
experimentos indirectos pronosticar la existencia de particulas nuevas mucho antes de que éstas se
descubran en experimentos directos.

Ley de Conservacién del Momentum Angular
Esta ley es una consecuencia de la isotropfa del espacio, es decir, de la equivalencia de todas sus

direcciones.

Figtirese que usted estd dando vueltas por encima de su cabeza, en plano horizontal, a una pesa de
masa m amarrada al extremo de una cuerda de longitud r. La velocidad con que la pesa se mueve por la
circunferencia es igual a v. En este caso, usted advierte (por la fuerza con que reacciona sobre la mano
la cuerda con la masa) que el estado de rotacién depende tanto de la velocidad de movimiento como de
la longitud de la cuerda. Como caracteristica de la rotacién se considera la magnitud mvr, la cual se
llama momentum angular de la pesa respecto del eje vertical que pasa por la mano.

El momentum angular es también una cantidad vectorial.
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Ley de Conservacion de la carga eléctrica
Al electrizar cuerpos por frotamiento, éstos adquieren cargas eléctricas de magnitudes iguales y de

signos contrarios, cuya suma es igual a cero, es decir, a la carga sumaria inicial de ambos cuerpos antes
de la electrizacién. Lo mismo sucede durante la electrizacién por influencia o induccién.

De todos los célculos relacionados con la transmisién de la carga eléctrica de un cuerpo a otro
usted siempre considera que la carga sumaria permanece invariable.

Ley de Conservacién de la paridad
Las interacciones fuertes y electromagnéticas se caracterizan por la conservacién de la magnitud
cudntica — mecdnica especifica que se denomina paridad de la funcién de onda.

Resulta que la funcién de onda W(x, y,z) que describe el estado de un micleo atémico o de una
particula elemental posee una propiedad que representa una especie de simetria tal que se cumple
Y(x,y,2) =¥(—x,—y,—z) o bien cambia solo de signo: —¥(x,y,z) =¥ (—x,—y,—z). Las

funciones de primer tipo son llamadas pares y las funciones de segundo tipo son impares. Algunos
estados del micleo atémico son pares y otros son impares.

La conservacion de la paridad en las interacciones fuertes y electromagnéticas significa que el
cardcter de paridad de la funcién de onda que describe la particula que estd en interaccién no varia en
estas interacciones. Es decir si una funcién es impar en el instante inicial se mantendrd impar en los
sucesivos momentos de tiempo.

Ley de Conservacién del espin isotépico

Es una ley de conservacién que es valida solo para las interacciones fuertes (nucleares) e indica
que la identidad de las propiedades del protén y del neutrén puede ser descrita con ayuda de un vector
cudntico — mecdnico conocido como el espin isotépico el cual tiene valores iguales para ambos
nucleones.
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SOLUCION: PARTE PRACTICA (60%)

L. Un auto policial estd detenido en un seméforo. Un auto particular que viaja a velocidad constante
de 10[m/s] pasa al auto policia, cruzando por supuesto, la luz roja. Tres segundos después el auto
policia parte con una aceleracién constante de 2.28 /s, para alcanzar al carro infractor. ;En
cudnto tiempo alcanzard el policia al carro infractor?

Sol.-  Veamos la siguiente secuencia de gréficos:

Vg U

J]

=

-~ Xy ————

- Xpi

ap
—
=

Ahora como la velocidad inicial de la Policia Vi es nula, ent~-~"
- Xp
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Ahora como la velocidad inicial de la Policia Vp es nula, entonces:

1 .
xp = al (1.1)

La siguiente relacion es evidente de la figura:
Xp = Xp + Xp (1.2)
De igual modo de la relacién mds bésica de 1a cinematica (cuando no existe cambio en la velocidad):

_ Espacio

v - (1.3)
Tiempo
Despejamos el espacio:
X =Vt (1.4)
Ecuacién que se cumple para cualquier tiempo:
Xy =V, %3 (1.5)

Reemplazando (1.1), (1.4) v (1.5) en (1.2):
1 .
—at" =3V, +V,
2
Rescribiendo esta iltima expresion:
1 2
Eaz V=3V, =0

Cuya solucion es fécil de hallar:

-t ferr e

=
1
—da
2
Finalmente reemplazando datos hallamos que ¢ = 11,1 [s] (El tiempo negativo no se lo toma en cuenta)
2. Durante una fuerte tormenta se registro una lluvia de 0.08 [m]. ; Qué cantidad de agua cayo en una

milla cuadrada? Exprese su resultado en litros. (Ayuda: 1 [milla] = 1,609 [Km], 1[m’] = 1000 [F£1)]
Sol.-

Lo que se debe calcular es el volumen de agua caida en un gran recipiente rectangular
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L = I[milla]

H=0.08m] |

L = I[milla]

~ ~ o (1609 Kml)  (0°rmlf 1 .
V = (D) = 008mIx limillal == o= (R Tt = 2.1x10%[If]

3. Un cuerpo de masa 2,0 [Kg] efectia un choque eldstico contra otro cuerpo que estd en reposo y
después sigue moviéndose en el sentido que llevaba originalmente pero con una velocidad de la
cuarta parte. ;Cudl es la masa del cuerpo que recibié el golpe?

Sol.-
O—— o
Vi vV,
—_— O 2
En un choque eldstico el Momentum se conserva:
mV, +m,V, =mV, + m)\V,
y
V,=0
o1
=%
Entonces
-3
MV =7 mv, (3-1)

Ademis como el choque es eldstico se cumple que

V, -V, =V, -V,
|
Vo-g%i=v-0
5
Vz _ZVL

(3.2)

Reemplazando la ecuacién (3.2) en la ecuacion (3.1) y colocando datos:
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m, %Vl = %lel

3 3
m, = gml = 3(2)[1(8] =1,2[Kg]

4, Sea el siguiente sistema dindmico ;En cuanto tiempo la masa m, = 2 [Kg] llegard a tocar el piso?
H =287 [em], my = 1,2 [Kg], p = 0,77, v, = 0 [m/s]. Desprecie las masas de las poleas y de los hilos.

e

Sol.-

Lo importante es notar que las dos masas se mueven a aceleraciones distintas debido a que la
distancia que avanza la masa m; en el tiempo ¢ es distinta a la distancia que avanza la masa m; en el mismo
tiempo ¢, en realidad la masa m; se mueve la mitad de la distancia que recorre la masa m; (el hilo uno se

divide en dos por la polea mévil).

Realicemos un diagrama de cuerpo libre para la masa m;, para la polea mévil y para la masa m;:

AN T T A T,

T

De cuyos diagramas podemos escribir las ecuaciones:

N-mg=0 21 -1, =mp,,a,=0
i (4.1) Lo TR Ty T, = m,g = —mya, (4.3)
I, - F,=ma, 21 =T,
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Note que como la masa de la polea mp,,es despreciable entonces directamente: mp,,,, =0
Sabemos ademds que la fuerza de rozamiento es:

Fp = UN (4.4

De la ecuacién (4.1.a):
N =mg (4.5)
Reemplazando la ecuacién (4.5) en la ecuacion (4.4):

Fp=pumg (4.6)

Reemplazando la ecuacién (4.6) en la ecuacién (4.1.b):

1 —umg=ma (4.7)

Ahora reemplazando la ecuacién (4.2) en la ecuacién (4.3):

2T —=my,g =-mya, (48)
Realicemos un andlisis cinemdtico del movimiento de las masas. Tenemos como dato que el sistema
empieza su movimiento desde el reposo, esto es v, = 0 [m/]. Entonces podemos escribir que la distancia

que avanza la masa m; en el tiempo 7 es:

1,
% =al (4.9)

En el mismo tiempo la masa m, avanza una distancia x,:

1 .
X, =—a,l (4.10)
2
Pero note que:
x, =2x, 4.11)

Si reemplazamos las ecuaciones (4.9) y (4.10) en la ecuacién (4.11) y simplificamos obtenemos que

2 2
—al” =a,l
2 2 (4.12)
a, =2a,
O sea la masa m; se mueve al doble de aceleracién que la masa m..
Ahora reemplazando la ecuacién (4.12) en la ecuacién (4.7)

T, — umg =2ma, (4.13)

Multiplicando esta ecuacién (4.13) por 2:
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2T, =2um g =4ma, (4.14)
Rescribiendo la ecuacién (4.8):
21, —m,g =—m,a, (4.8)
Restando 1a ecuacién (4.14) — la ecuacién (4.8):

21 =2um,g = 2T, — (-m,g) = 4mya, — (-m,a,)
my,g — 2um g = (4m, +m, )a,

O 2um, p
: 4m, +m,

az — mz —_— 2#}??.1 g= 2— 2(077)(1,2) 9’775 — 0,2185[22} (4.15)
A, +m, 4(1.2)+2 s

Nota:  El valor de la gravedad en la ciudad de I.a Paz y a nivel del Mar:
m m
8 raraz = 9,775[?], 8vutorExactoAivetDeitar = 80003 |:é_2:|
Ahora para calcular el tiempo total de caida de la masa m; usemos la relacién cinemdtica:

|
H=—at
2 25T

de donde

L, = \/ 2H = J @) (0’87['“_']2) = 2,82[s]
a, 0,2185[ms "]
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4° de Secundaria

SOLUCION: PARTE CONCEPTUAL (40%)

;Cudles son los conceptos y las unidades de:

V N m
Campo Eléctrico [—} = |:Ei|, Momentum Dipolar Eléctrico[Kg —i| , Densidad de energia
i M

[ , N m’
del Campo Eléctrico| — |, Presion [Pa] =— = [arm], Momentum Angular| Kg— | e
m m s

nercia [K gmz _I ?

De un ejemplo de:

» procesos reversibles, irreversibles, adiabdticos e isotérmicos

» aplicacién de la 1?y 2° ley de la Termodindmica

Explique que es el ciclo de Carnot

(Qué leyes de conservacion conoce? ;Qué nos dice cada una de ellas? De un ejemplo de cada una.

Sol.-
Ver la respuesta en el examen de 3° de Secundario, pregunta conceptual #5
{Como se puede calcular la energia cinética de rotacién de una esfera girando por un eje fijo?

Sol.- Calculando la relacion myvr donde m es 1a masa de la esfera, v es su velocidad tangencial y r
es la distancia desde el eje hasta la posicion de 1a masa
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4° de Secundaria

SOLUCION: PARTE PRACTICA (60%)

Sea el siguiente sistema dindmico ;En cudnto tiempo la masa m, = 8 [Kg] llegard a tocar el piso?
H =56 [cm], my =5,2 [Kg], p = 0,67, v, =0 [/s]. Desprecie las masas de las poleas y de los hilos.

Sol.-
Ver la solucion en el examen de 3° de Secundario, pregunta conceptual #4

En la siguiente disposicion de capacitores C, = 3 [¢F], C, = 2 [uF], C;3 = 4 [uF]. El voliaje
aplicado entre los puntos a y b es de 300 [V]. Hallar:

¢. Lacargay ladiferencia de potencial de cada capacitor

d. Laenergia del sistema

a—F— © b
&

Il

LB}

Cs
Respuestas.-
a. C, =6 x 10" [C], 200 [V]; C. =2 x 10™* [C], 100[V]; C; =4 x 10™ [C], 100[V]
b. Energia =9 x 107 [J]
Demuéstralas!

Demostrar que un cilindro resbalard sobre un plano que forma un dngulo o con la horizontal, si el
coeficiente de rozamiento estatico entre el plano y el cilindro es menor que (1/3) tan(o). (Ayuda:
El momento de Inercia del cilindro es: I=MR?/2, siendo M su masa y R su radio).

Sol.-

(m)(g) sin()

(m)(g) cos(2)

|
I=—MR 3.1
> (3.1)
a
o=— (3.2)
R
F,=uN (3.3)
N =(m)(g)cos(a) (3.4)
(m)(g)sin(e) — F, =ma (3.5)
=1 (3.6)

7=F,R (3.7)
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Reemplazando la ecuacién (3.4) en la ecuacién (3.3):
F, = (umg)cos() (3.8)
Reemplazando la ecuacién (3.8) en la ecuacién (3.5):
(m)(g)sin(e) — (umg)cos(e) = ma (3.9)

Reemplazando la ecuacién (3.7), (3.8) y la ecuacién (3.1) en la ecuacién (3.6):

F.R = %mRz % = %mRa
! (3.10)
(umg)cos(x)R = EmRa
Multiplicando la ecuacién (3.9) por 5 :
(m)(g)sin(a)g - (',umg)cos(a)g = ma% (3.11)

Restando 1a ecuacion (3.10) de 1a ecuacién (3.11):

mg sin('a)g — umg cos(a)R[%] =()

de donde finalmente hallamos que = 3tan(¢)

Es decir si el coeficiente {f es menor a este valor no existird torque y en consecuencia el cilindro resbalara.



Revista Boliviana de Fisica 12, 97-117 (2006)

1" OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA Y ASTROFISICA
7 Y 8 DE OCTUBRE DE 2006

Bustos R.!, Miranda P.!, Ticona R.!,
Velarde A.', Blanco V. H.!, Velarde F.!,

Mufioz R.2, Pereira G.2, Gutiérrez V. H.3,
Guaygua T.*, Jemio C.%, Portugal R.?, Mamani R.%,
Martinez L.”, Taquichiri M.8, Tavera W.%, Raljevic M.?,
Copa 0.1, Flores J.!', Rojas D.!!

L Universidad Mayor de San Andrés (UMSA),Carrera de Fisica, La Paz
2 Planetario Max Schreier, Carrera de Fisica, UMSA, La Paz
3 Universidad Mayor, Real y Pontificia San Francisco Xavier de Chuquisaca (UMRPSFXCH) Facultad de
Tecnologia — Carrera de Ingenieria de Sistemas, Sucre
4 Universidad Técnica de Oruro (UTO), Facultad Nacional de Ingenieria (FNI), Oruro
5 Universidad Mayor de San Simdn, Facultad de Ciencia y Tecnologia, Cochabamba
6 Universidad Auténoma Tomas Frias (UATF), Carrera de Fisica, Potos{
" Universidad Privada de Santa Cruz de la Sierra, UPSA, Santa Cruz
8 Universidad Autonoma Juan Misael Saracho, UAJMS, Tarija
9Sociedad Boliviana de Fisica (SOBOFI)
10 Colegio Domingo Savio, Sucre.
11 Colegio BEREA, Santa Cruz

RESUMEN

Se presentan los exdmenes resueltos de 3™ y 4%° de Secundaria tomados en la
17¢ OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA (1" OBA) asi como también los
ganadores en cada categoria. El evento se llevo a cabo los dias 7 y 8 de Octubre de 2006
en los predios de la Carrera de Fisica de la Universidad Mayor de San Andrés (UMSA),

La Paz.
La Pégina Internet del proyecto es: http://www.fiumsa.edu.bo/olimpiada/

- O_I MPIADA BCLIVIANA

AST . SMIAYAST " 'SICA
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PREMIOS

Se contd con la participacion de los siguientes departamentos Bolivianos (7): Chuquisaca,
Cochabamba, La Paz, Oruro, Potosi, Santa Cruz y Tarija. Cada delegacion constaba de un
méaximo de 6 estudiantes (3 de 3° de Sec. y 3 de 4° de Sec.) mas un profesor lider.

La clasificacion final quedo de la siguiente manera:

4° de Secundaria:

Premio Nombre Colegio
Medalla de Oro: Jiménez Durén Luis Belgrano
Medalla de Plata: Coérdova Salazar Estela Berea
Medalla de Bronce: Frias Del Carpio Isabel Los Pinos

3° de Secundana:

Premio Nombre Colegio

Primer lugar: Guzmén Mamani Gabricla Isabel Saavedra
Segundo lugar: Séanchez Sainz César Santa Eufrasia
Tercer lugar: Santalla Quispe Ivan Villamil
Cuarto lugar: Peralta Nufiez Rodolfo La Salle

Quinto lugar: Birhuett M. Enrique Bancario

Ciudad

Tarija
Santa Cruz
La Paz

Ciudad

Santa Cruz
La Paz

La Paz

Santa Cruz
Cochabamba

Los tres primeros lugares de la categoria de 4° de Secundaria tienen como principal
premio ¢l ingreso directo a la carrera de Fisica de la Umiversidad Mayor de San Andrés
(UMSA), a la Universidad Privada de Santa Cruz (UPSA) y se estd gestionando el
mgreso directo a la Universidad Auténoma Juan Misael Saracho (UAJMS) asi como
también a cualquier Universidad estatal Boliviana. Los cinco estudiantes ganadores de 3°
de Secundaria forman la seleccién Boliviana de Astronomia que representard al pais en la
1* Olimpiada Andina de Astronomia y Astrofisica a llevarse a cabo en Julio de 2007
en la ciudad de La Paz, Bolivia. Asi como también representaran al pais en la 1*
Olimpiada Internacional de Astronomia y Astrofisica a llevarse a cabo en Noviembre

de 2007 en Tailandia. (Nota: los pasajes aéreos no estan asegurados)
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1* OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA Y ASTROFIiSICA

3° de Secundaria

Notas: El examen contiene tres partes; I.- Problemas conceptuales y
pequenios ejercicios (40 puntos), 1I.- Problemas Tedricos (30 puntos) y

IIl.- Problemas prdcticos (30 puntos).

I.- PROBLEMAS CONCEPTUALES - 3° de Secundaria

I-1.-Indique la diferencia entre telescopios refractores y reflectores (5

puntos).

R. I-1.-El reflector usa un espejo coéncavo, la luz es desviada a un foco
mediante otros espejos hasta el ocular. El refractor usa una lente convexa,

la luz llega directamente al ocular.

I-2,- ;D¢ qué manera afecta la atmésfera a la medicion de las radiaciones

del espectro electromagnético? ;Qué bandas son afectadas? (5 puntos)

R.I-2.- La atmdésfera refleja a las ondas de baja frecuencia (menores a
20Mhz), absorbe a las ondas de alta frecuencia como ser; gamma, Rx, UV,

atenua y dispersa a las ondas del rango visible.

I-3.- ;(Por qué los grandes observatorios del mundo se concentran en

solamente algunos puntos de la superficie de la tierra? (5 puntos)

R.I-3.- Por que la atmésfera de esos sitios permite una extraordinaria
resolucién en la imagen. Estos lugares son: Hawai (USA), Atacama

(Chile), Islas Canarias (Espafia).
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I-4.- Enuncie la nueva definiciéon de Plancta, y en consecuencia describa
los objetos del Sistema Solar (5 puntos)
R.I-4.- La definicién aceptada actualmente por la International Union of
Astronomy (IUA) para planeta en nuestro Sistema Solar es:
“Un cuerpo celeste que (a) estd en Orbita alrededor del Sol, (b) Tiene
suficiente masa para que su propia gravedad al convertirlo en un cuerpo
rigido lo haya forzado para que esta asuma la forma de equilibrio
hidrostdtico (aproximadamente esférico) y (¢) haya limpiado el vecindario
en torno a su Orbita.
La decisién establece tres principales categorias de objetos en nuestro
Sistema Solar:

e Planetas: los ocho mundos desde Mercurio hasta Neptuno.

e Planetas Enanos: Plutén y cualquier objeto esférico que no “haya

limpiado el vecindario entorno a su oOrbita, y que no sea un
satélite.”

e Pequenos cuerpos del Sistema solar: Todos los demds objetos

que orbitan ¢l Sol.
I-5.- ¢Por qué son tan extremas las estaciones en Urano? (5 puntos).
R.I-5.- Debido a la fuerte inclinacién de su eje de rotacion: 98 grados.
I-6.- El Sol estd en una galaxia que llamamos Via Léactea. El Sol estd a
una distancia de 27700 anos-luz del centro de la Galaxia. El Sol se mueve
a una velocidad de 250 [Km/s] en una Orbita circular alrededor del centro

galdctico.

a) ,En cuanto tiempo (anos terrestres) ¢l Sol completa una Orbita

alrededor del centro de la Via Lactea? (5 puntos)
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b) ;Cuantas vueltas alrededor del centro galdctico ¢l Sol ya dio desde que
fue formado? (5 puntos)

Datos: Tome a la velocidad de la luz ¢ = 300000 [Km/s]

R.I-6.a)

T=2piR)/V=(2x3,14x2,6x 1017 km ) /(250 km/s) = 6,5 x 1015 s.
T =6,5x 1015s/31.536.000 (s/ano) = 206 x 106 afios = 206 millones de

afios! = 206 x 10° [afios]
R.I-6. b) 4,5 x 109 afios / 206 x 106 afios = 22 vueltas

I-7.- Tres cuerpos idénticos de masa m estdan situados en los vértices de
un tridngulo equildtero de lado L. Cada uno de los cuerpos se puede
mover en una Orbita circular circunscrita al tridngulo original. Si las
unicas fuerzas que actian sobre los cuerpos son las atracciones
gravitacionales mutuas, ;/Cudl serd la rapidez de su movimiento? (5

puntos).

R.I-7.- Las masas giran en circulo de radio r, estando en los vértices del
tridngulo equildtero resulta r =L/2c0s(30°). Cada masa es atraida por la
fuerza gravitacional de las dos masas hacia el centro, resultando:

my* mm mm
=G Iz cos(30°)+G 7 cos(30°)

r

Remplazando r y simplificando, tenemos:

szGE
3
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II.- PROBLEMAS TEORICOS - 3° de Secundaria

II-1. Un cohete espacial con masa M = 12 [T] esta moviéndose al rededor
de la Luna en una 6rbita circular de altura h = 100 [Km]. Los motores son
activados por corto tiempo para pasar a la Orbita de alunizaje. La
velocidad de expulsiéon de gases e¢s u = 10* [m/s]. El radio de la luna es Ry =
1,7-10° [Kml], la aceleracién gravitacional cerca la superficie de la Luna es gy = 1.7
[m/s%]

Fig. I1.1.1 Fig. 11.1.2

1) ;Qué cantidad de combustible se consumird para que activando los motores de
frenado en ¢l punto A de la trayectoria, ¢l cohete pueda alunizar sobre la Luna en
el punto B (Fig. I1.1.1)? (8 puntos).

2) En el Segundo escenario de alunmizaje, en ¢l punto A, el cohete se impulsa
dirigiéndose hacia el centro de la Luna, Para poner ¢l cohete al encuentro de la
superficie de la Luna en el punto C (Fig. I11.1.2). ;Que cantidad de combustible se
requerird en este caso? (7 puntos).

Soluciéon Problema I1-1.

1) Durante el movimiento del cohete alrededor de la Orbita circular este experimenta

una aceleracion centripeta debida a la fuerza gravitacional de la Luna:
MM, _ Mvg
R? R

G

donde R = Ry, + h es el primer radio de la orbita, vy es la velocidad del cohete en

la Orbita circular. Por tanto,
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M
dada la relacién: g, = G—", resulta:

RM
2
8u Ry Eum
v, =.—2 =R 1
°Y R VR, +h )

La velocidad del cohete permanecera perpendicular al radio-vector OA después de

que el motor de frenado envia un momentum tangencial al cohete (Fig.1). El
cohete debe moverse en una trayectoria eliptica con el foco en el centro de la
Luna.

Denotando la velocidad del cohete en los puntos A y B como v, y vz escribimos

la ecuacidn para la conservacion de energia y el momentum de la forma:

Mv2 oMMy, _ Mv: oMM,

2 R 2 R,

2

MVAR = MVBRM (3)

Resolviendo las ecuaciones (2) y (3) encontramos

MR
v, = 26—
R(R+R,)

Tomando en cuenta (1), tenemos

‘ 2R
Vi =V —M.
R+ R,

De donde el cambio de velocidad Av en el punto A debe ser

Av=v,—v, =v,| 1—- 2Ry =v,| 1- 2Ry =24[m/ 5]
R+R,, 2R, +h

De la ley de conservacion del momentum en el sistema “cohete-combustible” se

puede escribir que
(M — my))Av = myu
Donde m, es la masa del combustible (fluido) quemado. De donde resulta
Av

m, = M
u+Av

. A
Aproximando para Av << u encontramos finalmente que m, = Ty = 29[Kg]
i
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2) En el Segundo caso el vector Y, estd diri gido perpendicularmente al vector 7 , por
tanto:
BT AT, v, =l ]
Basandonos en la ley de conservacion de energia en este caso la ecuaciéon puede
ser escrita como

M2 +AvE) GMM, _Mv: GMM,,
2 R 2 R

4

M
Y por la ley de conservacién de momentum
Mv,R=Mv.R,, . )

Resolviendo las ecuaciones (4) y (5) tomando en cuenta (1) encontramos

2
sz=\#gu (& ;M) =h Rg*:_h=97[1n!sj.
\}  +

Usando la ley de conservacion del momentum obtenemos.

Av

i

m, =—=M =116[Kg].
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Problema No. 11-2

Eclipse Total de Luna.

II-2.1.- Un eclipse de Luna se produce cuando la Luna atraviesa el cono
de sombra de la Tierra. Debido a que la Tierra tiene atmoésfera, la luz
solar se refracta en ella iluminando a la Luna. Es por eso que podemos
observar a la Luna durante la fase total (umbral) del eclipse. Un modelo

simplificado de este fenémeno seria considerar a la atmésfera como si

fuera un medio con una superficie esférica y con indice de refraccidn Puim
que refracta los rayos solares para que lleguen hasta la posiciéon donde se
encuentra la Luna. Este indice depende de la longitud de onda de la luz.

Consideremos que el indice varia de la forma:

_4g

n{lﬂﬂ - fl

L]

donde 9=1.67 [nm] es un coeficiente y A es la longitud de onda.
Ademas, conocemos que la distancia Tierra-Sol es 1 Unidad Astrondmica
y podemos tomar la distancia Tierra-Luna igual a 384000 [Km] (Fig.
I1.2.1)
a) Determine la longitud de onda de la luz que ilumina a la Luna
durante el eclipse (5 puntos)
b) ;De qué color aparecera la Luna durante el eclipse? (2 puntos)
Recuerde que la ley de Snell de la refraccion esta dada por

n;sent, :n,senﬁry que el indice de refraccion en el vacio es 1.

Considere que para angulos pequefios sené =6,
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I1-2.2.- Durante la fase umbral del eclipse de Luna, el cono de sombra
que atraviesa la Luna tiene la configuracion de la Figura I1.2.1.
¢) Si se conocen los diametros del Sol y de la Tierra y las distancias
Sol-Tierra y Tierra-Luna. Calcular la extensiéon de la 6rbita que esta
dentro del cono de sombra (5 puntos)
d) Si el periodo de revolucion de la Luna es de 29.5 dias. ;Qu¢

tiempo demora la Luna en atravesar el cono de sombra? (3 puntos)
Datos: Radio solar = 6.96x10° [m]

Radio terrestre = 6.37X10°[)]

R.I1-22a)
n;sen@, =n_sen@,
sen6 =6
0.=n0,

Suponiendo modelo simple nr=q 1/A

6=2g
Simplificando A
g =Fr o _ R
! d'rs * d'n,
A:q T /l: RTdTS ﬁ:qdi
9:' dTLRT dTL

Sustituyendo valores el resultado es: A =650[nm].
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R.I1-2b) Esta longitud de onda corresponde al color rojo.

R.II-2¢) Sacando proporciones entre didmetros y distancias para ¢l cono
de sombra, se obtiene que:

S D D
o=—= T = S
X dy+x dy+dy;+x

De la proporcién 2 y 3 despejamos x y obtenemos:

x= D’r (d'rs + d’n, ) -D s * d'n,
D s D’r

X= 1005257 [Km]

. D, *x
De las proporciones 1y 2 obtenemos s: §=—
d?'!, +x

Por tanto la longitud de la orbita lunar dentro de la sombra resulta:
. §=9243 [Km]

R.II-2d) El dngulo dentro de la sombra se obtiene de:
6=—"=0.024 [Rad] = 1°37’
dTL
Conocemos el periodo orbital lunar y su radio de la orbita. Del concepto
de velocidad angular obtenemos:

::i'r =2.7 [horas]
27

Considerando a la Luna como objeto puntual.
S1 consideramos ademds que la Iuna debe estar dentro de la sombra este
valor cambia para t=1.9 [horas]. Ver Figura I1.2.3.

Nota: Cualquier enfoque aproximado es vdlido.
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I
dTs U dTL

dTS + dTL + X |

Figura I1.2.3
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III.- PROBLEMAS PRACTICOS - 3° de Secundaria

ITI-1.- Conociendo las coordenadas geogréaficas de la ciudad de Cobija
(Lat. 11°2” S, ong. 68°43" O) indicar cual serd la altura del Polo Sur
Celeste para esta ciudad. (3 puntos)

R.- 11°2°

ITI-2.- En la carta adjunta marcar:

La posicion en la que sale la Luna Llena mas préxima al solsticio de
diciembre (5 puntos)

La posicion de la Luna a media noche en la fase de Cuarto Menguante m4s
proxima al solsticio de diciembre (5 puntos).

La trayectoria aproximada de la Ecliptica (3 puntos).

La posicion del Polo Sur Celeste (3 puntos).

ITI-3.- Refiriéndonos nuevamente a la Carta , ;Cudntas horas faltan para
que la constelacion de Orién culmine?. (5 puntos).

R.- 2 horas 3 horas 4 horas 5 horas 6 horas

III-4.- Suponiendo que esta carta se hubiera elaborado para las 22:00
horas de la fecha de la oposiciéon de Marte. Marcar en la carta la posicién

de Marte. (6 puntos).

109
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1* OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA Y ASTROFISICA

4° de Secundaria
Notas: El examen contiene tres partes; I.- Problemas conceptuales y
pequerios ejercicios (40 puntos), 11.- Problemas Tedricos (30 puntos) y

IIl.- Problemas prdcticos (30 puntos).

I.- PROBLEMAS CONCEPTUALES - 4° de Secundaria
Nota: Los problemas 1-1 al 1-5 estdn resueltos en el examen de 3° de Sec.
I-6.- La luz solar tarda 8,33 minutos en llegar a la Tierra y 43,3 minutos
en alcanzar Jupiter.

a); Cudl es ¢l periodo de rotacion de Jupiter alrededor del Sol? (5

puntos)

b) Calcule la masa del Sol. (5 puntos).

(G=6,67x 10" N m?kg?)

T
R.I-6.- a) Por la Tercera Ley de Kepler se tiene: T_ =

donde T; y T, son, respectivamente, los periodos de rotacién de la Tierra
y de Jupiter; r; y r2» son los correspondientes radios de las 6rbitas. Si las

consideramos circulares, entonces,

para calcular los radios r; y ra:

r, _ct, t, 41.6min _

=== — =499
f,  8.33min

nooct

como 7T)=1 [afio] entonces: a) T, =11.2 [afios]

b) Considerando la 6rbita circular, la fuerza centripeta es igual a la fuerza gravitacional:

GMm

2
r

ma’r =

111
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donde M es la masa del Sol, m es la masa de un planeta, r ¢s ¢l radio de la Orbita, w esla
velocidad angular del planeta, y G es la constante de gravitacion universal. Entonces:
_ 4rr’
T°G
Para el caso de la Tierra, T = 1 [afio] = 3.15x107 [s]; r =1.50x10"" [m]

De donde  M=2.01x10" [Kg].

I-7.- Tres cuerpos idénticos de masa m estdn situados en los vértices de
un tridngulo equildtero de lados L. Cada uno de los cuerpos se¢ puede
mover en una Orbita circular circunscrita al tridngulo original. Si las
unicas fuerzas que actian sobre los cuerpos son las atracciones
gravitacionales mutuas, ;Cudl serd la rapidez de su movimiento? (5

puntos).

R.I-7.- Las masas giran en circulo de radio r, estando en los vértices del
tridngulo equildtero resulta » =L/2cos(30°). Cada masa es atraida por la
fuerza gravitacional de las dos masas hacia el centro, resultando:

2

my mm o mm o
" =G 7 cos(30°)+G Iz c0s(30°)

Remplazando » y simplificando, obtenemos finalmente:
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II.- PROBLEMAS TEORICOS - 4° de Secundaria
Nota: El problema 11-1 estd resuelto en el examen de 3° de Sec.
Problema No. 11-2

Observando la estrella d Cefeo

I s La estrella d Cefeo es una representante tipica del

. " ~_ . numeroso grupo de estrellas pulsantes conocidas como
' - S ', cefeidas clasicas. Estas estrellas se caracterizan por
\variaciones periédicas del brillo, asociadas a pequefias
;oscilaciones de sus radios. Se conoce que el periodo de
r‘rf estas oscilaciones para 6 Cefeo es ¢, y que en este
*,/ proceso el diametro angular, medido desde un

' 1 § Cefeo

==
i

s
4
T

- . : - Ad
observatorio T en la Tierra, varia entre % gif’»'ﬂv»y

‘ by * B (ver Figura II.2.a), todos angulos muy

pequefios. Se conoce también que debido al conocido
efecto Doppler, la luz de longitud de onda A,
correspondiente a cierta transicién en ¢l atomo de
helio, y que es emitida desde el punto S en la superficie
de la estrella en el instante en que la velocidad de
expansion es maxima, esta desplazada en AA. Con estos
datos, veremos que es posible determinar la masa M de

-
-""l" EL'nm-c

]

-

! 'S

] II

X Ll
it v, 0

Figura [I.2.a  J Cefeo y la distancia L a la que la estrella se encuentra

de nosotros. Para esto, consideraremos a & Cefeo como una esfera de gas
caliente que se dilata y contrae adiabaticamente y despreciaremos tanto el
movimiento de la Tierra como cualquier efecto relativista.

11-2.1
Suponga que el movimiento pulsatorio de o6 Cefeo puede
considerarse armoénico simple. Determine la distancia L desde el
centro de esta estrella hasta el observatorio terrestre a partir del
desplazamiento Doppler AA de la linea A en funciéon de parametros
observados desde T y la velocidad de la luz en el vacio, ¢. Tenga en
cuenta que para el desplazamiento Doppler de una sefial luminosa
emitida por una fuente que se acerca o aleja del receptor a una
AV IERY

velocidad v, se cumple la expresiéon 4 <. [5 puntos]

Para responder las siguientes preguntas, concentre su atencién en la
expresiéon de la 2a Ley de Newton para un pequefiisimo volumen de la
estrella que encierra una pequefia masa m, ubicado muy cerca de la
superficie de la estrella. Sobre este volumen actia una fuerza PA,

113
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correspondiente a la presion P que le empuja hacia fuera, y la atraccion de
practicamente toda la masa M de la estrella. Tenga en cuenta que el area
de la seccién del pequefio volumen es 4=0 R’ donde R es la posicién
radial de la masa m y £ es una constante.

11-2.2
Denotemos por un subindice “0” las magnitudes correspondientes a
la posicion de equilibrio de la estrella. Obtenga una expresion para
la presiéon en el equilibrio, Py en funciéon de m, ¢y 244, A, M y la
constante gravitacional G. (5 puntos).

11-2.3
Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en II-2.1) y II-2.2),
halle una expresién para la frecuencia de oscilaciéon de § Cefeo en
funcion de M, L , ¢y, ¢l exponente adiabatico y y la constante de
gravitacion universal G. A partir de esta expresion, determine la
masa M de & Cefeo en funciéon de y, G, ¢ y los parametros
observados descritos en el segundo parrafo del enunciado. (5
puntos).

Si AR=R-Ry, y teniendo en cuenta que las oscilaciones son pequefias,

[1 + iﬂ 5]+ aﬁ

utilice la aproximacioén

Considere que en un proceso adlabatlco se cumple que PV’ es constante,

donde P y V son la presiéon y el volumen del gas, respectivamente.

Respuesta al ejercicio 11-2.1

El radio R de la estrella estd relacionado con el diametro angular y la
distancia a la estrella L segun (simples consideraciones geométricas)

R = Lsin

(SRESN

9 ]
- (RII-2.1.1)

donde se tuvo en cuenta la pequefiez de los angulos en consideracidn.
Consecuentemente, la amplitud de la oscilacién del radio ARpa.x de la
estrella estard dada por

— LA ¢mux

A‘Rmax -
2

(RI1-2.1.2)

Conociendo las caracteristicas de los movimientos armoénicos, tendremos
que la velocidad maxima de expansién de la superficie de la estrella
tendra la expresion

_ LA
T

= AR, (RI1-2.1.3)
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donde se tuvo en cuenta que w=27n/t. Formulas para el efecto Doppler
longitudinal demasiado estandares como para demostrar aqui dicen que

A 2, (RIT-2.1.4)

Finalmente, hallamos

cT .M
A

T o (RII-2.1.5)

Respuesta al ejercicio 11-2.2

Esta claro que en el equilibrio

0=;%-Q'R§—GM—T

0 (RII-2.2.1)

de donde

3 1.4
RRy QgL (RII-2.2.2)

u=GMM_ G

sustituyendo (RII-2.1.5) en (RII-2.2.2) se llega a

£

_ G [\, A )
£2 et Hd

(RII-2.2.3)
Respuesta al ejercicio 11-2.3

La ecuaciéon de movimiento para el pequefio volumen de gas que estamos
considerando es soluciéon de

m-a=P-Q-R’—GM—’f

(RI1-2.3.1)
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Teniendo en cuenta que ¢l volumen es proporcional al cubo de las
dimensiones lineales y que en procesos adiabdticos PV’ es constante,

Iy _ 3y
tendremos que .PR Hufy ‘

—Zy
£y

Sustituyendo estos resultados y la expresion (RII-2.2.2) en la ecuaciéon de
movimiento se¢ obtiene, después de eliminar ¢l factor comin en ambos
miembros |

M ARY ARY®
a=c2 Y1+ 28] 1422
R; R R,

donde hemos definido 4R = R-R, la variacién del radio de la estrella
respecto al equilibrio. Teniendo en cuenta que esta variacion es pequefia y
(1+x)% =1+

. De donde se sigue que

(RII-2.3.2)

(RII-2.3.3)

utilizando la igualdad aproximada & obtenemos

a= —GEBrE;v—-”—i AR
Ry (RII-2.3.4)

El coeficiente de 4R en ¢l segundo miembro es precisamente ¢l cuadrado
de la frecuencia buscada, o sea,

@ = G£3|3y—4|
[ . (RI1-2.3.5)

Como ya vimos en la solucion a la Pregunta 1, Ry=Lgy/2, con lo cual

a =JSG ‘2{3 13y —4)
¢ L (RII-2.3.6)

Teniendo en cuenta finalmente que @=2x/r y la expresién para L hallada
en la Pregunta II-2.1, encontramos para la masa de d Cefeo la expresion

! et Ay’
21T Gi3y - 4.‘3&5“3

4 (RII-2.3.7)
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I11.- PROBLEMAS PRACTICOS - 4° de Secundaria

Nota: Estos problemas estdn resueltos en el examen de 3° de Sec.

II1-1.- Conociendo las coordenadas geograficas de la ciudad de Cobija
(Lat. 11°2” S, Long. 68°43’ O) indicar cual serd la altura del Polo Sur
Celeste para esta ciudad. (3 puntos)

I11-2.- En la carta adjunta marcar:

a) La posicion ¢ la que sale la Luna Llena mds préxima al solsticio de
diciembre (5 puntos)

b) La posicion de la Luna a media noche en la fase de Cuarto
Menguante mdas préxima al solsticio de diciembre (5 puntos).

¢) La trayectoria aproximada de la Ecliptica (3 puntos).

d) La posicién del Polo Sur Celeste (3 puntos).

I11-3.- Refiriéndonos nuevamente a la Carta , ;Cudntas horas faltan para
que la constelacién de Orién culmine?. (5 puntos).

R.- 2 horas 3 horas 4 horas 5 horas 6 horas

I11-4.- Suponiendo que esta carta se hubiera elaborado para las 22:00 horas de la fecha de
la oposicion de Marte. Marcar en la carta la posicion de Marte. (6 puntos).
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La formacién escolarizada tanto del nivel primario
como del secundario tiene por objetivo ultimo la for-
macién de ciudadanos que descubren sus potencialida-
des para poderlas desarrollar en beneficio propio y de su
nacién. La educacién general que todo ciudadano debe
poseer esta integrada por diversos conocimientos univer-
sales, entre ellos, los de tipo cientifico. La ciencia forma,
parte del bagaje cultural de la humanidad y las nuevas
generaciones tienen derecho a conocerla para descubrir el
placer de ver, comprender y explicar los fenémenos natu-
rales del mundo, desde su perspectiva y las posibilidades
de intervencién sobre el mismo.

La situacién actual del mundo, reclama la construc-
cién colectiva de nuevas formas de sentir, pensar y actuar
que posibiliten a toda la ciudadania del planeta alcanzar
una vida digna en un entorno sostenible, asi como tam-
bién nuevas formas de abordar las relaciones entre perso-
nas y de éstas con la naturaleza. La educacién cientifica
debe aportar a esas nuevas formas de sentir, pensar y
actuar, posibilitando un mundo maés justo y sostenible.
La actual insostenibilidad ecolégica requiere que la na-
turaleza no sea vista exclusivamente como un recurso
al servicio de la humanidad, sino comprender que todo
ser vivo, incluidos nosotros, es interdependiente de los
demds y tiene un papel concreto en la naturaleza, sin
que ello signifique que el individuo sea mejor ni peor,
sino simplemente distinto y complementario.

Un objetivo general de la educacién es promover la
adquisicién de la autonomia personal, lo cual es un ele-
mento esencial para el ejercicio de la libertad solidaria.
Esta libertad puede ser fortalecida por el conocimien-
to cientifico que permite participar en las decisiones que
afectan a la colectividad. Aprender la forma de “pensar”,
de “hacer” y de “hablar” caracteristicas de la ciencia con-
lleva un desarrollo cognitivo y procedimental especifico.
El pensamiento cientifico implica formular ideas, refle-
xionar sobre ellas, contrastarlas y comprobarlas; exige
justificar y argumentar en base a razonamientos que re-
lacionen el hecho estudiado con otros, requiere encon-
trar datos que sean lo mas precisos y cuantificables po-
sibles. Todo ello son caracteristicas que no suelen estar
presentes en el pensamiento cotidiano, que acostumbra
ser superficial, general, cualitativo, intuitivo, subjetivo e
intimamente relacionado con el contexto concreto en el
que se expresa. Observar los fenémenos desde el punto
de vista de la ciencia, enriquece a la propia persona y a
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la sociedad en general. El espiritu cientifico nace de la
curiosidad. La tarea cientifica precisa de la creatividad
y la imaginacién, asi como del rigor y la perseverancia.
Es asi que, la educacién cientifica puede potenciar el de-
sarrollo de actitudes distintas y contrarias a la apatia,
individualismo, competicién y deshonestidad.

Como se ha senialado, es importante comprender que
la dindmica del mundo natural, e incluso social, estd ba-
sada en las interacciones de los objetos-sujetos. Por tan-
to, las preguntas academicistas, desmarcadas de un con-
texto, dificilmente ayudan a comprender la interdepen-
dencia entre los elementos de la naturaleza. Es asi que la
educacioén cientifica debe incorporar un enfoque integra-
dor de las partes, o sea, dejar de lado el estudio de los
componentes por aislado y mas bien estudiar sus interre-
laciones e interdependencias, lo que mostrara que la coo-
peracién solidaria es més 1til para la dindmica de con-
junto. Esto se complementa con la diacronia-sincronia
de los objetos o sujetos; es decir visualizar los objetos-
sujetos en su pasado y futuro versus una visualizacién
en un momento de su existencia. Este enfoque de dia-
cronia, permite ver las interacciones en la evolucién del
objeto-sujeto. El enfoque de conocimientos no debe ser
sumativo, puesto que el enfoque sumativo es de visién
dogmatica, memoristica, descriptiva y acumulativa del
conocimiento, dificultando la visualizacion de las inte-
rrelaciones e interdependencias.

Existe la creencia que ensefiar ciencias es mas trans-
mitir un conocimiento elaborado que impulsar la evolu-
cién y construccion de las ideas propias del estudiante.
Debe seguirse un modelo inductivo, donde se es conscien-
te que el conocimiento cientifico proviene de la observa-
cién y experimentacion y por tanto en clase deben ejecu-
tarse actividades o experiencias practicas paralelamente
al desarrollo de nuevo vocabulario, el de tipo cientifi-
co. Lo importante es encontrar actividades que permi-
tan promover la expresién de las propias ideas sobre el
tema de estudio, el contraste de ideas y el planteamien-
to de preguntas significativas; y asi convertir las clases
de ciencias en una fuente de descubrimiento que permite
elaborar explicaciones racionales de los fenémenos natu-
rales.

Dentro de la perspectiva de entender la dindmica del
mundo sobre la base de las interacciones, la educacién
cientifica debe promover el trabajo en grupo, ya que se
asumiria la importancia de que una responsabilidad soli-
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daria posibilita el crecimiento diferenciado de cada indi-
viduo a partir de sus propias capacidades y condiciona-
mientos. En ese trabajo de grupo, la educacién cientifica
debe ensenar a cooperar y trabajar en equipo, promover
el desarrollo de los lenguajes, oral, escrito, grafico, etc. y
procurar el aprender a aprender. La educacién cientifi-
ca debe crear una dindmica que active simultdneamente
el “pensar”, el “hacer” y el “hablar” sobre los hechos y
fenémenos del mundo natural y fisico.

El proceso de ensenanza de las ciencias debe cons-
truir el conocimiento sobre la base de los modelos men-
tales que el individuo tiene de los fenémenos; puesto que
las personas, desde el inicio de su vida, crean “mane-
ras de ver” el mundo natural, es decir, elaboran modelos
sobre los fenémenos fisicos y naturales. Los cientificos,
como cualquier sujeto, tienen sus propios modelos men-
tales sobre los sistemas naturales y fisicos, pero tratan de
crear una representacion externa acorde al conocimien-
to cientifico que la comunidad cientifica tiene, de modo
que generan un nuevo modelo mental que se denomi-
na modelo conceptual. Entonces, la tarea del maestro de
ciencias serd dejar de ensefiar exclusivamente resultados
de la ciencia y més bien lograr que el estudiante amplie y
evolucione su modelo mental individual, a través de nue-
vas experiencias e informaciones, hacia un modelo maés
préximo al modelo conceptual que la ciencia ha elabora-
do. Dicha transformacién del modelo mental, se funda-
menta en el conflicto consciente para el estudiante entre
los diferentes modelos interpretativos de la realidad a la
luz de los conocimientos actuales, y para ello el lenguaje
es una herramienta fundamental.

El lenguaje resulta ser primordial en el proceso
de transformacion y evolucion del modelo mental
individual, puesto que el estudiante puede “hablar”
de su modelo metal de pensamiento, a través de la
expresion de dicha representacién interna por medio
del lenguaje. Sélo cuando su modelo mental individual
es expresado hacia el exterior, el maestro estard en
condiciones de realizar las actividades y preguntas
més pertinentes para transformar ese modelo, hacia el
modelo conceptual cientifico aceptado como correcto.
Por otro lado, debe eliminarse la imagen del cientifico
como “hombre muy inteligente”, “muy trabajador
y esforzado” que transmite la idea de ciencia como
poder, al alcance de sectores minoritarios. Por lo
contrario, debe transmitirse la idea de que el aprendi-
zaje es una aventura intelectual interesante. Ademas,
la educacién cientifica no puede desvincularse de la
realidad y debe incorporar el didlogo entre las ciencias
sociales y naturales. Esto puede lograrse con una
revision histérica para evidenciar que muchos descubri-

mientos cientificos fueron provocados por situaciones so-
ciales, econémicas y hasta situaciones bélicas concretas.
Del mismo modo, puede analizarse cémo en la actuali-
dad existe el vinculo entre ciencia, tecnologia y desarrollo
econémico.

Asimismo, la educacién cientifica debe sostener pun-
tos de encuentro entre ciencia y arte, puesto que ambas
requieren de creatividad o imaginacién, emocién, senti-
miento e intuicién. En el caso particular de ensenanza de
la Fisica, los modelos tradicionales de ensenanza deben
ser mejorados, puesto que dichos modelos presentan a
la Fisica como una ciencia decimondnica, al punto que,
en los estudios del nivel secundario, no se consigue si-
quiera comentar los actuales campos de investigacién y
aplicacion de esta ciencia. Se debe proponer una visién
y organizacién de contenidos que muestre unidad, como
conjunto coherente y arménico, entre las tradicionales
ramas de la Fisica, haciendo énfasis en los conceptos
unificadores bdsicos: particulas, campos, ondas e inte-
racciones. Sin dividir a la Fisica en Clasica y Moderna,
lo cual da la impresion de tener dos clases diferentes de
Fisica; en todo caso, resultaria més prudente hacer una
diferenciacién entre microfisica y macrofisica, para trans-
mitir la idea que se tienen dos niveles de andlisis que se
complementan y relacionan para explicar la naturaleza.

Otra deficiencia de los enfoques tradicionales de la
ensenanza de la Fisica, es hablar de ella como una cien-
cia acabada, cuyas leyes son perpetuas e inmutables. Es
preciso resaltar el cardcter dindmico que tiene la Fisi-
ca, senalando las rupturas de paradigmas cientificos mds
importantes y que dieron origen a nuevas teorias y apli-
caciones tecnoldgicas; en particular, se debe hablar, en-
senar y reflexionar sobre la teoria de la relatividad y la
teoria cuantica. Finalmente, el uso de las nuevas tecno-
logias de la informacién y de la comunicacién tiene que
representar una modernizacién metodolégica y estratégi-
ca en el proceso mismo de la ensenanza-aprendizaje. De
manera particular, el empleo de algunas aplicaciones in-
formaéticas especificas, propiciarian un escenario adecua-
do para la comprensién de la construccién y utilizacion
de modelos, que la Fisica realiza para describir, interpre-
tar y predecir los fenémenos del mundo natural.
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EL INGENIOMATICO: UNA FORMA DE UNIR TEORIA Y PRACTICA PARA
EL APRENDIZAJE DE LA FiSICA EN LA EDUCACION SECUNDARIA

Javier Saire Ibanez

1. INTRODUCCION

El afio 1998, el Instituto Americano de la ciudad de
La Paz! desarroll6 una experiencia innovadora en la asig-
natura de Fisica, que pone a prueba los conocimientos
aprendidos en el aula en el funcionamiento de un siste-
ma de mecanismos, disefiados y construidos por los estu-
diantes, denominado “ingeniomético”. Este es el nombre
convenido para caracterizar a una maquina, pues se dife-
rencia de las deméas maquinas en la forma como se cons-
truye, los materiales que se usan y la funcién que cumple.
Ademas, el conocimiento aplicado en ella se limita a los
contenidos establecidos para el nivel de educacién secun-
daria. Esta experiencia emergi6 ante la necesidad de unir
la teoria y la practica en la ensenianza y aprendizaje de
la Fisica, asi como para consolidar los conocimientos de
los estudiantes y construir otros en funcién de las ne-
cesidades generadas durante el proceso de construccién
de la maquina. El ingenioméatico estd orientado hacia el
desarrollo de capacidades genéricas, en el marco de una
formacién integral del estudiante.

Se desea pues difundir esta experiencia para contri-
buir a mejorar los procesos de ensenanza y aprendizaje
de la Fisica en la educacién secundaria, de modo que pro-
mueva al profesorado a abandonar la “Fisica formulisti-
ca”? e inclinarse hacia una efectiva construccién de co-
nocimientos, asi como convertirse en un verdadero faci-
litador del aprendizaje de los estudiantes, que orienta y
reajusta el proceso educativo hasta alcanzar el propdsito
pedagogico fijado en la asignatura.

2. LA NECESIDAD DE UNIR TEOR{A Y
PRACTICA EN LA ENSENANZA Y
APRENDIZAJE DE LA FiSICA

La Fisica es una ciencia empirica (Sears, Zemansky,
Young), lo que significa que sus leyes y principios (teoria)
deben ser probados en su aplicacién préactica. A su vez,
la practica debe ser sustentada por la teoria. Siendo una
ciencia experimental, entra en contradiccion metodolégi-
ca con la ensenanza expositiva, con tiza, pizarra y dis-
curso, que origina en el estudiante una percepcién de co-
nocimientos inaplicables en la vida cotidiana. Ademas,
induce a la memorizacién mecanica de la teoria, que pos-
teriormente es olvidada facilmente. Asi, el aprendizaje de

IEstablecimiento educativo de caracter privado, a la vez publi-
co de convenio, ambos atendidos en su mayoria con los mismos
profesores y bajo el mismo programa educativo.

2Expresiones mateméticas de leyes de la Fisica, denominadas
“férmulas”.
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las leyes y principios fisicos sin saber cémo aplicarlos, ca-
rece de sentido, pues sélo es posible conocer la validez de
una ley cuando ésta estd probada en la préactica. En la
aplicacién de las leyes se comprende sus alcances y sus
limites.

El conocimiento se construye a partir de la interac-
cioén entre teoria y practica. Es un proceso paulatino que
empieza con los receptores sensoriales (vista, oido, tac-
to, etc.) hasta la posibilidad del pensamiento abstracto
(Castell). La teoria puesta en practica es capaz de gene-
rar una nueva teoria. Es asi como progresa el conocimien-
to, de manera que la teoria en si misma, sin practica, no
sirve ni como teorfa.

3. EL INGENIOMATICO

El ingeniomaético (o maquina ingeniosa) fue concebi-
do en la linea de unir teoria y practica en la ensenanza
y aprendizaje de la Fisica en el nivel de educacién se-
cundaria. En el proceso de su construccién se aplican
conceptos, principios y leyes de la Fisica de manera tal
que promueva a los estudiantes a recurrir al uso de los co-
nocimientos de la disciplina y elaboren otros conocimien-
tos. Los estudiantes disenan y construyen una maquina
compleja con materiales de desecho o de bajo costo, pa-
ra que ésta realice una tarea sencilla. Se acopla entre
si mecanismos o dispositivos que cumplen funciones in-
termedias, con el propédsito de que el conjunto de ellos
permita a la maquina realizar una funcién principal de
manera automatizada.

Entre sus caracteristicas se distingue varias etapas y
efectos encadenados, que se desarrollan automéaticamen-
te de manera secuencial, en diferentes tiempos o al mis-
mo tiempo, hasta finalizar con la funcién concreta para
la cual se disend el ingeniomdtico. Una vez producido el
primer efecto, no se requiere de intervenciéon manual, si-
no que los dispositivos intermedios se van activando ya
sea de forma secuencial o bien de forma paralela, depen-
diendo de los sucesos programados, hasta concluir todas
las operaciones anticipadas.

3.1.  El ingeniomdtico como un medio para el
aprendizaje de la Fisica

Una vez disenado el ingeniomatico en corresponden-
cia a la funcién principal, los estudiantes orientados por
el docente organizan los contenidos de la asignatura de
Fisica conforme a los requerimientos de conocimientos
necesarios para determinar las magnitudes fisicas corres-
pondientes a cada etapa y dispositivo. Por ejemplo, se



EL INGENIOMATICO 121

Ti.ié

t-
£}
=
o

A B

e
=1

ii

{i.

T

5

i i

= )

| &

=

3 -

T i, M
i i i
i =

LEILL LS
\’;
Y4

/
y

(=2
Fandu
e s N s 0
- Esfer Biog

Figura 1.



122

JAVIER SAIRE IBANEZ

TABLA 1

RELACION DE EFECTOS Y CONTENIDOS

NO

EFECTOS Y ETAPAS

CONTENIDO DE ESTUDIO

La bombilla (1) una vez encendida eleva su
temperatura, funde la cera y deja caer el
perdigén (1).

Ley de Joule — Lenz.
Calorimetria.

El perdigén en su caida libre recorre una
determinada altura en un cierto tiempo y
cae sobre un balancin (1).

Cinemaética: Movimiento
vertical. Caida libre.

El balancin (1) entra en movimiento.

Dinamica de rotacién.

El balancin (2) hace un movimiento rotacional
hasta convertirse en una rampa (1).

Dindmica de rotacién.

La rampa o plano inclinado (1) permite
el deslizamiento del bloque (1).

Cinematica, dindmica,
trabajo y energia.

El bloque (1) sale de la rampa (1) con una
velocidad y una direcciéon tomando una
trayectoria parabdlica hasta introducirse

a la canasta de la maquina de Atwood.

Cinematica:
movimiento parabdlico.

La maquina de Atwood al ponerse en
movimiento libera al perdigén (2).

Dinadmica lineal.

El perdigén (2) rueda por la rampa
o plano inclinado (2).

Teorema del trabajo y la energia
o conservacion de la energia.
Dinamica de rotacion y
momento de inercia.

El perdigén (2) posteriormente entra al rizo,
da un giro completo y choca contra el
bloque (4).

Teorema del trabajo y energia

o conservacion de la energia,
dindmica de rotacién, momento
de inercia. Conservacién de

la cantidad de movimiento lineal.

10

Después del choque, el bloque (4)

se desliza por un plano horizontal hasta
colisionar con el perdigén (3)

que cuelga perpendicularmente.

Conservacion de la cantidad de
movimiento lineal.

11

El perdigén (3), después del choque,
sube hasta accionar el interruptor.

Conservacién de la energia.

12

Finalmente la bombilla (2) se enciende.
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puede calcular el tiempo tedrico de acuerdo al diseno
y luego verificar experimentalmente el tiempo empleado
por la maquina en una situacion real. El funcionamiento
de cada etapa de la maquina es fundamentada con clari-
dad con base en los principios, leyes y conceptos que in-
tervienen, empleando argumentos y conclusiones proce-
dentes de la obtencién o construccién de conocimientos,
del didlogo conceptual con el docente, de la indagacién
de informacién en otros medios, asi como de la deter-
minacién de magnitudes y constantes encontradas en el
laboratorio.

Los datos necesarios para resolver los problemas se
obtienen por mediciones precisas de las magnitudes fisi-
cas sobre el diseno y la maquina, empleando instrumen-
tos pertinentes. En muchos casos se determinan cons-
tantes fisicas mediante procedimientos de investigacién
cientifica en el laboratorio, de tal manera que, cuando
los resultados obtenidos no son los esperados, el equipo
de estudiantes discute y reflexiona utilizando para ello
argumentos técnicos sélidamente fundamentados, hasta
llegar a conclusiones que son comprobadas en la practica.

Un ejemplo de ingeniomadtico se presenta en la Fig. 1,
donde la funcién principal de la mdquina es encender una
bombilla eléctrica. El aparato consta de 12 efectos enca-
denados por combinaciones de movimientos, que estan
relacionados con la mecanica.

Como se dijo, a partir de la descripcion de los efectos
y etapas de la maquina se formulan contenidos de estudio
que son organizados por los estudiantes segin sus nece-
sidades. Estos contenidos son tentativos; pueden surgir
otros en el momento de su aplicacién.

3.2.  El ingeniomdtico como un medio para desarrollar
capacidades generales

La tarea que debe cumplir la a maquina a construir
se discutida en equipo respetando las ideas de cada es-
tudiante, hasta llegar a un consenso sobre la funcién de
la maquina, el modelo ideal de la maquina y las etapas
que ésta realizard. En este proceso, los estudiantes se or-
ganizan y delegan responsabilidades al equipo, de modo
que el trabajo en grupo y el trabajo individual adquieren
importancia. Elaborado el diseno, se seleccionan los ma-
teriales analizando sus propiedades de manera tal que
responda a las caracteristicas de la méaquina. Del mis-
mo modo, se emplean herramientas e instrumentos en la
construccién de los mecanismos y dispositivos.

El ingeniomadtico construido no siempre obedece al
disefio original, ya que se hacen modificaciones y nuevos
calculos mientras se comprueba el funcionamiento de ca-
da etapa junto a la interpretacion de los fenémenos que
intervienen, y mientras se realiza el andlisis critico de
los alcances y limitaciones de las leyes fisicas. De esta
manera, se evalian los célculos realizados, reconocien-
do los errores cometidos (si es el caso) para modificar el
procedimiento hasta lograr el resultado correcto.

3.3. El ingeniomdtico como un medio para reajustar el
aprendizaje

Durante la construcciéon del ingeniomé&tico interesa
averiguar por qué la teoria no se cumple en la préctica
(si es que no se cumple), a través de una reflexién, anali-
sis, comprensién y verificacién de los conceptos, princi-
pios y leyes de la Fisica, a fin de reajustar el proceso de
aprendizaje.

Si la méquina no funciona o no cumple con la teoria,
tanto el docente como los estudiantes se ponen a eva-
luar los inconvenientes en el proceso. Este momento es
aprovechado por el docente, que mediante la observacién
del trabajo y el didlogo con los estudiantes, efectia un
diagnostico del aprendizaje de cada estudiante, detectan-
do conocimientos, procesos, procedimientos, actitudes y
aptitudes, tales como: conocimientos previos, errores sis-
tematicos de medicion, interpretacion de los fendémenos,
manejo conceptual, aplicacién pertinente de una ley Fisi-
ca, dificultades en el empleo de la matemaética al realizar
célculos, manejo adecuado de la mdquina de calcular,
asi como la honestidad en la informacién, habilidades
manuales, creatividad y el trabajo en equipo, entre otros.

La unica finalidad del diagnostico es obtener informa-
cién para afirmar y orientar el desarrollo de habilidades
mentales, destrezas manuales y actitudes personales; por
ningin motivo se asigna una calificacién a las fortalezas
o debilidades de los estudiantes, es decir, el diagndstico
permanente y el consecuente reajuste de los aprendiza-
jes debe permitir alcanzar los propésitos educativos de
la asignatura. En ese marco, si el ingeniomético funciona
y el tiempo de operacién calculado es igual al tiempo de
operacion experimental, entonces ello se interpreta co-
mo que los estudiantes que disefiaron y construyeron la
magquina “saben” Fisica.

4. CONCLUSIONES

El ingeniomdatico no es una maquina para resolver
una necesidad de tipo tecnoldgico, sino que su finalidad
se orienta desde el punto de vista de una pedagogia cen-
trada en el aprendizaje del estudiante, donde a través del
estudio de conceptos y fenémenos procedentes de la Fisi-
ca se desarrollen capacidades intelectuales y manuales.
En ese sentido cabe sefialar:

eLa ensefianza de la Fisica del tipo lineal (libro-
pizarra-cuaderno) aisla los conocimientos de la Fisica de
su aplicacién a situaciones reales y restringe su utilidad
tan sélo para que el estudiante replique la clase y resuel-
va ejercicios irreales en el examen -que casi siempre es
escrito-. Esta ensenanza es cuestionada totalmente con
la incorporacién del ingenioméatico, que brinda espacios
mas apropiados para aprender, construir conocimientos
y desarrollar capacidades. Es decir, los estudiantes no
sblo aprenden Fisica, sino que se forman integralmente.

eLa necesidad de articular los contenidos de la Fisica
con los intereses practicos de los alumnos y la busqueda
de lograr la ensenanza comprometida con las transfor-
maciones técnico-cientificas actuales, ha sido el centro
de las atenciones y preocupaciones de las investigacio-
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nes en didactica de la ensefianza de la Fisica (Campelo).
Al respecto, la experiencia del ingeniomético demuestra
cémo es posible lograr que los conocimientos de la Fisica
de la educacion secundaria tenga su aplicacién préctica
a situaciones reales, orientada hacia la creacién de tec-
nologia®. Por otra parte, la relacién permanente entre
teoria y practica durante el proceso de construccién del
ingeniomatico permite a los estudiantes una asimilacién
critica de los conocimientos, de modo que lo aprendido
a través de la experiencia manual, como consecuencia de
un razonamiento mental, hace més significativo y dura-
dero el aprendizaje.

eLa vieja concepcién de jerarquizar los contenidos y
establecer prerrequisitos es superada mediante la orga-
nizacién de contenidos en funcién de las necesidades del
estudiante, de forma que es el estudiante quien decide
sobre la secuencia de contenidos. Ademds, éstos no son
contenidos aislados, sino que se articulan en cada etapa,
estableciéndose una cadena de contenidos interrelaciona-
dos e interdisciplinarios.

e A diferencia del profesor que s6lo ensefia (o més bien
informa conocimientos) y que hace una representacién
formulistica de las leyes en la pizarra, en este caso es un
facilitador quien atiende y orienta a los estudiantes para
elaborar conjeturas y teorias, consolidar conceptos rele-
vantes y dar significado a lo que el estudiante construye
con sus manos. Se trata pues de un aprendizaje asisti-
do*, donde el profesor es un verdadero consejero que se
mimetiza en el trabajo del estudiante durante el diseno,
la construccion y el funcionamiento de la maquina. El
profesor es un miembro mas del equipo.

3La tecnologia ha sido, y es hoy, el resultado de aplicar los
conocimientos cientificos a situaciones précticas (L. Gonzales).

4Dar ayuda estratégica en los pasos iniciales del aprendizaje,
disminuyéndolo en forma gradual conforme los estudiantes adquie-
ren independencia (Anita E. Woolfolk).

eUn aspecto importante que se debe tomar en cuen-
ta, es que el examen tradicional que sélo sirve para me-
dir conocimientos memorizados y que marca como débil
mental al estudiante que reprueba el mismo, es sustituido
por un diagndstico permanente, que identifica y evalia el
grado de progreso del logro de capacidades, para asistir
al estudiante hasta el desarrollo pleno las mismas.
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SOL Y TEMPERATURA DESDE EL COLEGIO “FRANCISCANO”

Wilson Fuentes M.

Colegio Franciscano
Potost, Bolivia

“Educar es depositar en cada hombre toda la obra hu-
mana que le ha antecedido; es hacer a cada hombre resu-
men del mundo viviente, hasta el dia en que vive; es po-
nerlo a nivel de su tiempo, para que flote sobre él y no de-
jarlo debajo de su tiempo, con lo que no podrd salir a flo-
te; es preparar al hombre para la vida” José Mart{ (Nov.-
1883)

El ano pasado, varios alumnos y alumnas de
la asignatura de Fisica de Primero, Segundo y
Tercero de Secundaria del Colegio Franciscano

(Potosi, Bolivia), participaron del “Proyecto In-
ternacional de Sol y Temperatura” (Stevens Ins-
titute of Technology, http://kl2science.ati.stevens-

tech.edu/collabprojs.html).

Este es un proyecto multidisciplinario que enrique-
ce las experiencias de aprendizaje de los estudiantes por
medio de aplicaciones de tecnologia educativa. En par-
ticular, el proyecto utiliza algunas de las aplicaciones
emocionantes de Internet en educacién y hace que un
gran numero de estudiantes colaboren a distancia para
determinar céomo la proximidad de una regién al ecua-
dor terrestre afecta la temperatura promedio y las horas
de luz solar. El proyecto comprende cuatro actividades
principales que ensefian a los estudiantes cémo aplicar
su conocimiento y habilidades de razonamiento de ma-
tematicas, ciencias y tecnologia para explicar fenémenos
del mundo real. Especificamente, los estudiantes deter-
minan las coordenadas de latitud y longitud de la ciu-
dad donde viven, miden y registran la temperatura y
los minutos de luz solar, grafican y analizaran los datos,
finalmente plantean conclusiones con base en los datos
de Internet y comunican sus resultados. Los estudiantes
también tienen la oportunidad de interactuar con otros
estudiantes de todo el mundo y de estudiar su ubicacién
geografica, cultura y medio ambiente.

En la ensenianza de la Fisica y habilidades colate-
rales, esta experiencia es una alternativa para plantear
contenidos en dmbitos “no tradicionales”, y con medios
educativos que son utilizados por los estudiantes con fi-
nes que a veces son educativos.

A continuacién nos permitimos presentar dos gréfi-
cos que son fruto de la colaboracién entre varios colegios
de secundaria del mundo que participaron del proyec-
to. En la fig.1 podemos observar la relacién lineal de la
latitud con la temperatura, lo cual se puede explicar con-
siderando que en esta temporada los rayos del sol inci-
den directamente sobre el hemisferio norte de la Tierra,
debido a la declinacién de la misma. El dltimo grafico
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(fig-2) -aunque con varias discrepancias- revela que las
ciudades mas cercanas al ecuador tienen temperaturas
mas altas. Deseamos resaltar que el punto cercano a -20
°(latitud sud), representa a la temperatura de nuestra
ciudad (11°C); este valor sale de la tendencia general de
la curva, ya que la ciudad de Potosi estd situada a 4000
msnm y debido a ello el clima es “frio”, a pesar de la
relativa cercania de Potosi al ecuador.

Deseo felicitar al Prof. David Huallpa, a sus alumnos
y alumnas de Primero de Secundaria, a los estudiantes de
Segundo y Tercero de Secundaria, que participaron del
proyecto, haciendo del lema de nuestro querido Colegio,
“disciplina y trabajo”, una practica.
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COHETES IMPULSADOS POR PROPULSION DE AGUA

Roger Apaza Vésquez

Carrera de Fisica
Universidad Mayor de San Andrés
Casilla 8635, La Paz— Bolivia

RESUMEN

El presente articulo trata sobre el estudio de cohetes propulsados por agua o por
algiin fluido no compresible. Es necesario recordar que el asi denominado “cohete de
agua”, no funciona por combustién quimica sino por una reaccién mecdnica. El estudio
que se realiza en este articulo es sobre la cantidad de presién que necesita un cohete
de agua para poder elevarse, y determinar el tiempo en el cual dicho fluido termina de
vaciarse del recipiente a medida que éste se impulsa. Muchas personas que realizan este
experimento, todavia no conocen la explicaciéon matemaética y fisica de estos sistemas

propulsados.

1. INTRODUCCION

Actualmente los cohetes de agua, ademds de ser usa-
dos por los aficionados a la “coheteria amateur”, sola-
mente se usan como un modelo de explicacion para ilus-
trar los principios fisicos comprendidos en la propulsién
de los cohetes de combustién quimica de gran tamaifio.
Pero en si esta clase de cohetes —también llamados wa-
ter rockets [1]— encierran mucha matemdtica para su
explicacion fisica, por lo que el objetivo de estudio sobre
este tema es ensenar y explicar la propulsiéon de cohetes
mediante fluidos no compresibles, asi como la necesidad
de hacer notar que aunque los water rockets son experi-
mentos divertidos para la ensefianza de ciertas leyes fisi-
cas, éstos también encierran una gran complejidad que
muchas veces es ignorada por aquellos que fabrican y
disenian este tipo de cohetes.

Para iniciar el estudio del cohete de agua nos referire-
mos al material tedrico bdsico comprendido en cualquier
texto de Fisica, por ejemplo, Fisica de Resnick, Halli-
day y Krane [2] (capitulo de Dindmica de Fluidos), a fin
de aplicar las leyes usuales de la mecénica (teorema de
trabajo-energia, variacién del momentum, conservacién
de la masa) a un fluido ideal que sirve como agente pro-
pulsor del cohete. El contexto de la aplicacién de estas
leyes es el referido por Finney [1] en su extenso analisis
sobre los cohetes de agua. En este articulo se presen-
tan algunas consideraciones alternativas a las expuestas
en [1] y se sugieren otras investigaciones que no fueron
senaladas en dicha referencia.

2. FiSICA APLICADA A LA PROPULSION DE
COHETES DE AGUA

Consideremos un recipiente cerrado que contiene una
parte de agua y otra parte de aire. El agua expulsada
ejerce una fuerza de empuje similar a la que experimenta
un cohete al expulsar los gases del combustible quemado
por sus toberas. Antes de empezar la explicacién, cabe
recalcar que atribuimos al aire las propiedades de un gas
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Figura 1. Recipiente que contiene cierta proporcién de agua
o algiin fluido incompresible.

ideal, pues éste retine dentro de una buena aproximacién
las condiciones de densidad, presién y temperatura con
la que se trabaja. También se desprecian los efectos de
condensacién.

La forma del recipiente se supone cilindrica, con una
seccion transversal de area A;. Es necesario aclarar que
no se considera el cambio de temperatura al introducir el
aire, i.e., la transformacién que sufra el gas serd isotérmi-
ca. A continuacién se explicard algunos de los estudios
tedricos que se realizaron con los cohetes de agua.

3. LLENADO DE AIRE

Primeramente estudiemos el caso de la cantidad de
presiéon que necesitan estos cohetes para poder propul-
sarse, tratando de encontrar una ecuacién para la pre-
sién en funcién del numero de veces que accionamos una,
bomba de aire.

Imaginemos a continuaciéon el sistema mostrado en
la Fig. 3. Como se puede observar, se tiene un émbolo
que representa a la bomba de aire de una bicicleta u otro
mecanismo similar para insuflar aire; éste se encuentra
conectado al recipiente cerrado y parcialmente lleno de
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Figura 2. Recipiente expulsando la proporcién de agua que
contenia.

agua. Podemos observar que conectado al recipiente se
encuentra un manémetro que nos determinara la presién
inicial del aire. Antes de accionar la mencionada bomba
de aire, tenemos en el recipiente (cohete) ng moles de
aire a presién atmosférica P, y a temperatura ambiente
T.

Entonces de la ley de los gases ideales obtenemos la
siguiente ecuacién (Fig. 1):

PaAl (H - ho) = TL()RT (].)

Cada vez que accionamos la bomba de volumen V7,
introducimos en el recipiente n moles de aire a la misma
temperatura 7, por tanto, aplicando nuevamente la ley
de los gases, tenemos la siguiente ecuacién:

PV, = nRT. (2)

Si accionamos la bomba de aire N veces, tendremos
que la presién Py del aire contenido en el recipiente es:

PyAq (H — h()) = (’TL() + TLN) RT. (3)

El manémetro marcard una presién Py dada por la
siguiente ecuacién despejada de (3):

(no + nN) RT

Php=——7—-—"—.
07 TA (H = ho)

(4)
De (1) y (2) obtenemos una nueva ecuacion:

_ PAy (H — ho) + P,VyN
Ay (H = ho)

P

Finalmente, factorizando P, queda:

ViN >

Ay (H — ho) ©)

%:a@+

Este valor de Pq corresponde a la presion inicial du-
rante la fase de propulsién del cohete.

5 Manometro

Figura 3. Esquema de una bomba de aire conectada a un
recipiente y a un mandémetro.

4. TIEMPO DE VACIADO DEL AGUA

El volumen inicial de aire que tenemos en el recipiente
es:

Vo = A1 (H — ho) - (7)

Luego, el volumen final de aire una vez que termina
de salir toda el agua del recipiente es:

V = A, H. (8)

Ya que la transformacién del gas (aire) se ha supuesto
isotérmica, entonces:

PyA, (H — hy) = PAH. (9)

Si la seccion del recipiente A; es mucho mayor que
la seccién del orificio de salida As, entonces, en vista
de la ecuacién de conservacion del flujo: Ajvi=A45v,, la
velocidad v, es muy pequena comparada con vy, y se
puede despreciar.

La presion debida a la altura del fluido

P = pgh (10)

también puede considerarse pequena respecto a la pre-
sién del aire en el interior del recipiente. Asi, la ecuacién
de Bernoulli se simplifica:

1
P:a+§m§ (11)

Al salir el agua por el orificio de seccién As, el volu-
men del aire V en el interior del recipiente aumenta con
el tiempo:

av
AVy = —. 12
Vo= (12
Suponiendo que la velocidad de escape del aire no es
tan grande como para invalidar la aproximacién de un

proceso isotérmico, entonces

PyVy = PV, (13)

donde Py es la presion inicial del aire y V' es el volumen
inicial.

Despejando V' de (13), V3 de (11), y reemplazando-
los en (12), obtenemos:

d(%):AQ Q(P_Pa)-

. ; (14)
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Observando la ecuacién (14), podemos ver la deriva-
da de un cociente, donde PyVy es una constante; asi,
aplicando las propiedades de la derivada, obtenemos la
siguiente ecuacién:

dpP p? 2
dt POV[)A2 P (P Pa)- (15)

Luego, integrando (15) y acomodando términos ten-
dremos la solucién para el tiempo en el que se vacia el
agua de la botella. Debe recordarse que éste es el tiempo
de vaciado que es mucho menor que el tiempo de vuelo
del cohete. El tiempo de vaciado es:

o BPOVU
t_\@PaAQ (D(P)+

_\/PO_Pa_\/P_Pa
TP P

Py, — P, P-P
E(P) = arctan ( OTOG> — arctan ( 5 a) i

Finalmente, podemos decir que la ecuacién (16) nos
da el tiempo de vaciado del agua del recipiente durante la
fase de propulsion. Para ilustrar esta ecuacién, tomemos
algunos datos tipicos de este tipo de cohetes de agua.
Para una botella de 2 litros, tenemos los siguientes datos:
A =785 x 1073 m?, A, =380 x 10~*m?, V, = 3,05
x 10~* m?. El porcentaje de agua dentro de la botella
es del 33% del volumen total de la botella; ésta tiene
una altura de 0,28 m; la bomba de aire se acciona 4
veces. Con estos datos, la ecuacién (16) da un tiempo de
vaciado de 0,20 segundos.

Otra manera de estudiar este mismo problema es re-
solver (15) mediante el uso de ecuaciones paramétricas.
Entonces usamos la ecuacién (15), y la transformamos
en la siguiente ecuacién

Cil—lt) = -CP?\/P - P, (17)

2 A,
-
p PoVo

Los limites de integracion son los siguientes:

EB(P)
m) (19

donde:

D(P)

donde:

Py < P <A4F,,

0<7Z <3P,

donde se definié Z = /P — P,.

Debido a que Z depende de la presiéon P, y ésta a su
vez depende del tiempo, obtenemos la derivada de Z con
respecto a t, y la combinamos con (17):

dP dz
— =927—= =_CP%Z
dt dt ’

22% = —C(P, +7%?°Z.

Figura 4. Tridngulo construido para resolver la integral tri-
gonométrica de la ecuacién (20).

Separando variables y definiendo a=v P, integramos
la anterior ecuacién:

Z(t) dZ t
¢ :/ LA T
a3 (Z% + a?) 2 Jo

Esta integral se puede resolver por sustitucion trigo-
nométrica (figura 4), con Z = a tang, por lo que dZ =
a sec?¢ d¢ . De la Fig. 4 tenemos que:

a

cos ¢ =

Asi, tenemos que

#(t)
€= (1/a3)/ t cos? pde,

/3

donde 0 <¢(t)<w/3. Evaluando esta ultima integral te-
nemos:

1 - V3 T
= S0k <¢(t) + sin ¢(t) cos ¢(t) — T §>

Sustituyendo lo anterior en (18) queda la funcién pa-
ramétrica t(¢) para el tiempo:

1
t @(1,48—¢—sin¢c05¢). (19)
Después reacomodando algunos términos tendremos
la presién en funcién de ¢:

a2

P = o (20)
El instante inicial t=0 para el que P=4P,, co-
rresponde a ¢=m/3, mientras que el instante final
t=1,48/(Ca®) para el que P=P, corresponde a ¢=0.
Esto es interesante en si, pues aunque el agua dentro
del cohete se vacia por una diferencia de presiones que
tiende a cero, y por lo tanto el flujo de salida de agua
es cada vez menor, aun asi la cantidad total de agua se
vacia en un lapso finito. Para ilustrar estos cédlculos, se
construyé la grafica P(¢) mostrada en la Fig.5.
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Figura 5. Gréafica de presién (en 10° pascales) vs. tiempo (s),
usando los valores numéricos de los pardmetros ya referidos
para una botella de 2 litros.

5. CONCLUSIONES

Una de las conclusiones méas importantes de este es-
tudio es que los fluidos pueden ser usados como propul-
sores en cohetes amateur. En el caso de los cohetes de
agua el empuje que estos desarrollan es muy pequeno, y
por ello estos cohetes generalmente no alcanzan alturas
mayores a los 100 metros. Sin embargo, los cohetes de
agua brindan una buena oportunidad para comprender
la naturaleza fisica de los mecanismos de propulsién a
pequena y a gran escala.

Es importante aclarar que en la seccién 3 (Llenado
de aire) se calculé la presién que la bomba de aire genera
hasta el instante en que el cohete sale propulsado por el
agua. El propdsito de la seccién 4 (Tiempo de vaciado
del agua) fue obtener la ecuacién (16) que permite, te-
niendo en cuenta la condiciones iniciales del sistema (por
ejemplo, el area del recipiente y la densidad del fluido a
utilizar), estimar de manera aproximada el tiempo total
de vaciado del agua durante la fase de propulsién del
cohete. A continuacién, el cohete se eleva por el impulso
desarrollado en la fase anterior hasta alcanzar su altu-
ra maxima. La ecuacién (17) es la ecuacién diferencial
para la presién P(¢) como funcién del tiempo ¢ Se su-
pone P, <P(t)<Py, donde P, es la presién atmosférica
y la presién inicial Py (Llenado de aire) normalmente
no debe sobrepasar 4 atm, que es el limite de resistencia
del material plastico con el que se fabrica este tipo de
botellas.

La integracién de (17) se expresaen (20) y (21) de for-
ma paramétrica, i.e., t=t(¢) y P=P(¢) donde los limites
de 0<¢<7/3 corresponden al instante inicial (¢=0) en
el que P(¢p=7/3)=Py y el instante final (t=T) en el que
P(¢=0)=P,. Nétese que esta integracién paramétrica
—a diferencia de la que llevé a (16)— ya no requiere de la
funcién multivaluada E(P) que estd definida a menos
de nm, un miltiplo entero de 7. Si no se especifica lo

contrario, se debe entender que n=0, lo que resulta in-
necesario en los pasos que llevan a (17). Por otra parte,
se observa que el tiempo total de vaciado T es finito:

ro_ L (T.¥3
CepP\3 4 )

donde la constante C se definié a continuacién de (17).
Para los parametros fisicos de este problema, el tiem-
po de vaciado resulta ser T=0,2 segundos. En el caso
de tener un volumen inicial de agua menor que el re-
querido para vaciarse en el tiempo T de tal forma que
se igualen las presiones interna y externa (P(T)=P,),
entonces después del vaciado de este menor volumen de
agua, habra una diferencia de presiones de adentro hacia
afuera del cohete, lo que provoca el escape de una masa
de aire, que ya no es relevante para efectos del impulso
del cohete. Esto ultimo es lo que considera Finney [1] en
su analisis: la cantidad inicial de agua es relativamente
pequena, asi que ésta se expulsa en un tiempo de unos
0,15 s y luego el cohete —ya libre de la masa de agua—
se eleva por el impulso ganado en la fase anterior “de
quemado”. Esto nos invita a preguntarnos si acaso no
se puede utilizar una cantidad mayor de agua a fin de
aprovechar la diferencia de presiones de adentro hacia
fuera hasta que dicha diferencia sea cero, con lo que se
lograria una fase de impulso de mayor duracién. Obvia-
mente, mientras ello sucede, el agua que ain queda en el
interior del cohete es un “lastre” que se debe arrastrar
mientras el cohete asciende. Lo que se tiene que hacer
pues es plantear un problema de extremos: jcudl es la
cantidad ideal de agua que se puede aprovechar por la
diferencia de presiones sin que ello retarde significativa-
mente el impulso? La magnitud fisica que se debe “ma-
ximizar” serd entonces la velocidad final que se alcanza
durante esta etapa de “quemado”; esta velocidad es la
velocidad inicial durante la fase de ascenso “libre” ya sin
agua (combustible) que arrastrar. Obviamente, a mayor
velocidad, mayor serd la altura que alcance el cohete. Es-
te andlisis que sugerimos como un complemto al trabajo
de Finney [1] se publicard préximamente.

Para concluir, es importante mencionar que no sélo
el agua puede ser usada para propulsar este tipo de cohe-
tes. El hecho de usar por lo general agua obviamente se
debe a que es més econdémica, accesible, y no presenta
riesgo alguno en este tipo de experimentos caseros de
bajo costo.
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