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COLAPSO SECUNDARIO AUTOSIMILAR CON MATERIA
OSCURA Y FORMACION ESTELAR

Urzagasti D.

Instituto de Investigaciones Fisicas
Universidad Mayor de San Andrés
La Paz-Bolivia

RESUMEN

Se estudian los efectos de la materia oscura y de los procesos de formacién estelar
en las soluciones esféricas del colapso secundario sobre una perturbaciéon sobredensa
inicial, la cual, asi como todas las capas de masa colapsantes, se expande inicialmente
en un universo de Einstein-De Sitter (2 = 1). Se trata con un gas colisional, cuyas
capas de masa, luego de alcanzar su maximo radio de expansion, son alcanzadas por un
choque que se propaga hacia fuera. La materia oscura es considerada como un fluido
sin presion y la tasa de formacién estelar es obtenida de un modelo de ley de potencias,
encontrandose un buen acuerdo con la tasa de Salpeter. Se obtienen las variables de
fluido antes y después del choque, asi como su comportamiento en ley de potencias de

la variable autosimilar cerca del origen.

1. INTRODUCCION

El presente trabajo aborda el anélisis de la modi-
ficacién de las soluciones autosimilares (invariantes en
forma y apariencia en el espacio-tiempo) de Bertschinger
(1985) cuando se consideran los efectos de una compo-
nente de materia oscura y procesos de formacién estelar
para la acrecién cosmoldgica con choque de un fluido
colisional en un universo de Einstein-De Sitter.

Es bien conocido que el comportamiento de la den-
sidad de masa en un colapso esférico secundario poste-
rior al colapso inicial de una fluctuacién positiva de la
masa tendria la forma p oc 7225 (Gunn 1977; Deckel,
Kowitt y Shaham 1981), siendo r la coordenada radial.
Esta propuesta es luego verificada semianaliticamente
por Bertschinger (1985), pero sélo considerando un flui-
do bariénico y politrépico.

Consideremos el proceso de expansion y posterior co-
lapso cosmoldgico de una perturbacion inicial esférica de
la densidad dp/p = 0; < 1, al tiempo césmico ¢; e in-
mersa en un universo de Einstein-De Sitter (Q = 1).
Siendo R; el radio de la perturbacién (con R; > Ajeans,
de manera que el fluido no tiene presién durante la ex-
pansién) y v; = H;r el flujo de Hubble sin perturbar,
el incremento de la densidad del material interior a R;
puede escribirse como

p=Q0+1)pu, T=4¢,

PH = 67ré't27
donde pg es la densidad de Einstein-De Sitter. En el
régimen lineal (Peebles, 1993),

5(7) = 837 + 277, )

produciéndose el paso al régimen no lineal cuando § = 1,

o bien cuando 7 ~ 6;3/2. En este punto, la materia ini-
cialmente dentro de R; deja de expandir y comienza a
colapsar al tiempo t;;, = %6{3/2& (tiempo inicial de
retorno) correspondiente al radio de maxima expansién
inicial r;, = Ri(?i_l. Fuera de rj14, p = pg a medida
que r — oo. Posteriormente a este colapso inicial, las
capas de masa, fuera de las capas sobredensas iniciales,
alcanzan también su radio de retorno, el cual se incre-
menta con el tiempo segin %9 y realizan su colapso
secundario.

Al tiempo césmico t = 7t; y al radio r = yr;, el
movimiento para los elementos de fluido con r = r; > R;
en t = t; obedece la segunda ley de Newton:

d*r _ _ Gm(ry)
m(r;) = 3mpiri (1 + A), (3)

_ 1
Pi = e A<D
cuya segunda integracion da como resultado la siguiente
parametrizacion:

7= 2(0 — senf)A=3/2,

yA = senQ(g). (4)

=] w

Al tiempo ¢, el retorno ocurre en y = A™! (# = 7) y
corresponde al radio de retorno:

Tta(t) — (3_’”)78/962/3]%”_8/9’

1 (t > tita)- (5)

La trayectoria, entonces, es normalizada usando este ra-
dio:
r 0 — senf 0
=( ) ¥ 9sen?Z. (6)
Tta (1) v 2

L
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Dado que el radio de retorno, como funcién del tiem-
po, es la unica escala de longitud, el movimiento es au-
tosimilar, esto es, invariante en forma y apariencia en el
espacio-tiempo. L = L(6(7)), la tnica variable indepen-
diente, es univaluada (las capas no se cruzan), y su rango
0 < r,L < oo se corresponde con el rango 27 > 6 > 0.
Con esta normalizacién, todas las particulas del fluido
tienen la misma trayectoria adimensional.

2. COLAPSO SECUNDARIO CON CHOQUE

Si el fluido colapsante es colisional (disipativo), éste
puede ser frenado por un choque que se propaga hacia
fuera. En este caso, los elementos de fluido no se cruzan
y si no hay un agujero negro central son desacelerados
hasta llegar al reposo en el origen. Bertschinger analiza
el caso de un flujo de postchoque de un gas politrdpico.
Ahora se busca estudiar los efectos de una componente
no colisional (materia oscura) dominante de la masa y
procesos de formacién estelar en la componente bariénica
(el gas).

De acuerdo a la autosimilaridad, el choque ocurre en
L = Ly = rs/r(t) y se propaga de acuerdo a la ley
rs(t) = Lgra(t) o t3/9. Por otro lado, las variables del
fluido pueden ser normalizadas de la siguiente manera:

a Velocidad:

o(rt) = "2y, (7)
b Densidad:
p(r,t) = pu(t)D(L), (8)
¢ Masa:
) = Sapr(dra)*MI), ()
d Presion gaseosa:
o) = pu (22 Oy2p(r),  (10)

e Tasa por unidad de volumen de pérdida de masa por
formacién estelar:

srty =220, (1)

Debe tenerse en cuenta aqui que la definiciéon de L
como funcién de 6 en (6) es vélida sélo para el régimen
sin presiéon L > L, (prechoque) y en éste, las variables
de fluido poseen las siguientes formas:

V(L) — L(t‘)) (QfsenG)senQ’

(1—cosh)?
D(L) = (§)* (amss X = 1 = SV(L(6)/L(9),

M(L) = (3)*L(O)* 2.

68
sen 5

(12)

El proceso de formacién estelar es introducido en
el postchoque, y en esta regién, el gas convertido en
estrellas pasa a ser parte de la componente oscura sin
presién. No se consideran procesos de enfriamiento ni de
rotacién, y tampoco los efectos de campos magnéticos.

Para el caso de un flujo de postchoque con mate-
ria oscura y formacion estelar, las ecuaciones del fluido
colisional con simetria esférica: de continuidad, Euler,
del flujo de energia y de la masa, son, respectivamente:

fe] 19,2 19 G(m+m,) v
A U T = S
(13)
op op 4 2p1 0.2,y _P
8tp+v8rp+3pr28r(r ’U)— p2s’
om __ 2
r = 4mrsp,

Aqui, y en lo que sigue, el subindice 0’ denota la
materia oscura, la cual, considerada como un fluido sin
presién, tiene las siguientes ecuaciones:

o 1 0 (.2 —
3iPo + Pr—zm(r Po¥o) = =S,
5l 19,2, Gmtm,) v
at Vo + 2510 + r2 =55 (14)
ome _
5 = 4mrsp,,

Luego, las ecuaciones (13) y (14), normalizadas,
toman las siguientes formas:

(V-30)D'+DV' +28Y _2D =5,

(V-8 -ty B 200EM) _ Vg
(15)
(V=305 —78) -~ 3 +4F + 3V =55,
M'=3L?D,
y
(V, = 8L)D, + D,V + 2Be¥= — 2D, = -,
(Vo - gL)VoI - %Vo + %(1\42-72M0) = %S: (16)

M! = 3L*D,.

En todas ellas, las primas denotan derivadas respecto
de L. Como se ve, los términos de pérdida de masa y
momento del gas por formacién estelar lo son de ganan-
cia para la materia oscura, es decir, las estrellas recién
formadas son consideradas s6lo como particulas masivas
que son agregadas al fluido no colisional.

Las condiciones iniciales se definen completamente
dando el radio y la amplitud de la perturbacién inicial,
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R; y §;. Siendo z; el enrojecimiento al tiempo t;, los
radios de retorno mayores al radio inicial de retorno r;,
se dan para enrojecimientos z:

4
(z+1) < (37)2/3(14‘%)51' = (2zita +1), t>tia. (17)

En este punto es conveniente introducir un parametro
adimensional en el cual todos los parametros iniciales del
modelo queden contemplados; éste es:

(M;/10"°Mg)(1 + Zi)]1/3

F; =
| R2(6; ' + 1)

; (18)

donde h es la constante de Hubble en unidades de
100km/seg/Mpc y M; es la masa interior a R;, el cual,
entonces, queda expresado como:

R; = 205F,0; /3 (1 + 2;)~"3kpe. (19)

Una relacién adicional puede utilizarse, aquella que
vincula d; con z; a través del pardmetro de sesgo b (Pee-
bles 1993):

25

Las ecuaciones de continuidad de la masa en (15) y
(16) proveen una integral analitica:

L*[(V — SL)D +(V, — SL)DD] + ;(M +M,) =0, (21)

que constituye la condicién para que las capas de masa
no se crucen (velocidades siempre negativas). Posterior-
mente (21) es usada en la verificacién de la precisién de
las soluciones obtenidas en forma ndmerica.

Dado que la materia oscura no tiene presién, no es
chocada, y en el prechoque del gas (L > L) toda la ma-
teria es oscura. Es justo en el choque (L = Lg) que se
da la distincién entre las componentes barionica y oscu-
ra. Entonces, las condiciones del prechoque son dadas
por las funciones (12) valuadas en Lg: las velocidades
normalizadas de ambas componentes son iguales pero la
masa y densidad normalizadas son multiplicadas por un
factor 'a’ para la componente bariénica y por un fac-
tor 'b’ para la componente oscura a fin de exigir que un
90% de la masa justo antes del choque sea materia oscu-
ra, cuando ésta estd presente. Las condiciones iniciales
de la componente oscura para una integraciéon numeérica
hacia L = 0 son las condiciones del prechoque que se
acaban de mencionar, mientras que las del gas son las de
su postchoque, es decir, aquellas que resultan del salto
de las variables hidrodindmicas del gas al ser chocado.
Las condiciones de este postchoque gaseoso se obtienen
integrando (15) en la regién de transicién del choque
AL — 0, dando los resultados:

(Vo — 8Ls)Dsy = (Vi — §Lg)aD;

P2 + DZ(V2 - %Ls)2 = aDl(Vi - %Ls)2

(Va = §L)[5Ps + D3 (Vo — 8L,)?)]
= aDl(Vl - %LS)B,

MQ = G,Ml.

donde el subindice (2) denota al postchoque y el (1) al
prechoque.

Escribiendo L en términos del radio y tiempo de re-
torno:

r t
L=——+—(—)"%", 23
rta(tta) (tta) ( )

La ecuacién de la trayectoria toma la forma:

dinT r t
Fi 1/(V(L)—8L/9),R = SNTE T= "
(24)
La obtencién de la trayectoria no es necesaria pero brin-
da una mejor visualizacion del proceso de expansién ini-
cial y colapso posterior.

En este modelo se exige que las capas de fluido nunca
se crucen, pudiendo darse la posibilidad de formacion de
un agujero negro central por acrecién. En principio se
exige la condicién V = 0 en L = 0, la cual es satisfecha
por la mayoria de los modelos que seran presentados mas
adelante.

En el caso de un fluido politrépico de indice y = 5/3,
el comportamiento de las variables a medida que L — 0
sigue una ley de potencias. El andlisis dimensional de
este comportamiento indica que, para este fluido, se
puede escribir:

D=L"9%D, P=L52p M=L*M, (25)

siendo D, P, y M, finitas en el origen. El perfil D
L~9/* es el predicho por Gott (1975) y Gunn (1977)
(Bertschinger 1985). Las soluciones obtenidas en esta
oportunidad no siguen este escalamiento, pero si la forma
de ley de potencias cerca de L = 0.

3. TASA DE FORMACION ESTELAR

La tasa de formacion estelar se obtiene adoptando un
modelo en ley de potencias para la densidad de masa co-
mo funcién de la escala espacial: p o< £~". Escribiendo el
escalamiento en términos de la masa, m, correspondiente
a la escala ¢, con un factor de proporcionalidad depen-
diente sélo de la temperatura, T: p = [(T)m"/(1-3),
y proponiendo como modelo que a la escala £ sélo una
estrella de masa M, se forma a partir de la masa m,
siendo M, una fraccién f oc M, ? de m, se obtiene un
escalamiento con la masa estelar de la forma p oc M¥par,
donde pps o< M1~ es la forma de Salpeter para la densi-
dad de masa de estrellas de masa M, y p = (1-n/3)z—1.
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TABLA 1

PARAMETROS DE LOS MODELOS (Lo = 10-5:273),

Parametro 1 2 3 4 5 6
vy 5/3 - - - - -
a 1 0.1 1 1 0.1 0.1
b 0 0.9 0 0 0.9 0.9
log(g) —00 —00 -2.04680 -0.78792 -14.04932 -0.78792
L, 0.33898 0.29444 0.34247 0.38711 0.29444 0.31564
0 4.58324465 4.71072128  4.57352479  4.45250197  4.71072128  4.64916902
% -1.47080 -1.67584 -1.45612 -1.28312 -1.67584 -1.57378
D, 4.13353 4.93112 4.08160 3.51757 4.93112 4.51696
M, 3.78759 3.72730 3.79259 3.85994 3.72730 3.75522
log(=V(Lo)) -12.51236  -14.17016 -14.04890 0.57033 -14.41016 -14.00042
D(Ly) 2.60171 6.11611 7.15590 0.00055 6.11611 1.85321
P(Ly) 2.40670 9776.94321 1775.66452 0.89320 9776.94325  3083.92552
M(Ly) 10.40676 24.46440 4500.33010  20225.71670 24.46440 909.81296
B(V) 2.13 1.16 1.09 -0.4971 1.16 1.14
a(V) 0.2 04 0.1 -2.053 04 0.3
B(V,) - -0.49881 - - -0.49881 -0.49969
a(Vy,) - 0.0791 - - 0.0791 0.08099
B(D) -2.25014 -2.603 -2.500 -1.5031 -2.603 -2.560
a(D) 0.41459 -1.18 -0.58 0.682 -1.18 -1.45
B(D,) - -1.50119 - - -1.50119 -1.50034
a(D,) - -0.2344 - - -0.2344 -0.22348
B(M) 0.749940 0.448 0.015 1.3 x 1075 0.448 0.016
a(M) 1.01704 -0.15 -0.230 0.350991 -0.15 -0.918
B(M,) - 8 x 1077 - - 8 x 1077 9x 1077
a(M,) - 0.4978601 - - 0.4978601 0.4972693
B(P) -2.50034 -3.592 -3.46 -2.5048 -3.592 -3.547
a(P) 0.3798 -1.84 -1.94 -0.071 -1.84 -2.11
B(R) —7x107%  -0.60 -0.519 -2900 -0.60 -0.57
a(R) -0.36352 -0.24 0.58 3700 -0.24 -0.02
R(L,) ~ 0.4 ~ 0.006 ~ 0.03 ~9x107°%  ~0.006 ~ 0.01
T(L,) ~3x10° ~25x10° ~15x10* ~19 ~25x%x10° ~4x10?

Igualando m ala exp/resi(')r/l para la masa critica de Jeans:

Mj; = (7sRT/uG)32?p=t/2 (R es la constante de los —12

ga;es, u(el pe/slé rr)lole/c)ular rfledio y G la constante de X = —%(%Z)l_w: r =135, (27)

gravitacién) se obtiene 7 = 2 y la siguiente expresién
para la densidad de masa en estrellas formadas:

xM*i[QuGﬁ]ii/?

2
r—13rRT (26)

Px =

donde M,; es la masa estelar minima en el proceso de
formacién.

A fin de verificar su validéz, el modelo es comparado
con la tasa de Salpeter, obtenida de las observaciones en
nuestra galaxia (Shapiro, 1983):

dada en masas solares por afio y por pc®. Siendo tg =
12 x 10%a10s la edad de la galaxia, tal comparacién toma
la forma:

s _Pxlte _ -5 Meivissy sy
= LSIG _ yg=s( ey 1)

X X Mg
donde n es la densidad en ndimero de particulas (en
em™2) y T la temperatura en grados Kelvin. Tomando
T ~ 10K y n ~ 10%cm™3, tipicas de la fase isotérmica
en el proceso de formacion estelar, y M,; ~ 0.1Mg), tam-

S

bién un valor muy usado, se tiene T 1, indicando que
el modelo planteado es razonable.

(28)
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Figura 1. Soluciones para el colapso autosimilar (Modelo 2) de un fluido con gas (linea de segmentos grandes) y materia oscura
(linea de segmentos pequenos) junto con las del fluido politrépico (Modelol) de indice y = 5/3 (linea sélida).

Siendo t el tiempo de universo presentado en la in-
troduccién, proponemos adicionalmente s = —dp, /dt =
—ps«/t, y mnormalizando las variables obtenemos la
siguiente forma para la tasa normalizada de formacién
estelar por unidad de volumen:

S = —g()[D/P'/?P,
(29)

3 M, ; 1+z
g(Z) = m__acl 1011 Mg, Fl;_hz .
Entonces, el cociente entre la tasa (29) y la tasa de
Salpeter toma la siguiente forma:

M,;
S/X = =2 x107°R*(1 + 2)*%(z — 1)(52)*~1S. (30)
Mg
En estas ultimas se deja explicito el exponente x de
la forma de Salpeter, pero para los calculos necesarios se
toma su valor observacional z = 1.35.

4. RESULTADOS

La integracién fue realizada partiendo de los valores
iniciales provistos por el salto en el choque en L, y hacia

el interior de éste. Para cumplir con la condicién V' — 0
para L — 0O se realizan varias integraciones hasta encon-
trar el autovalor Ly = L(#s) que cumpla con la misma
dentro del margen de error exigido. Se ha usado el al-
goritmo integrador Runge-Kutta de quinto orden, con
un error relativo de 10~ para cada paso de integracién,
siendo 3000 el nimero de pasos equidistantes tomados
desde L, hasta Ly = 107°2". Adicionalmente, la pre-
cisién de los resultados es corroborada con la integral
analitica (21), la cual es satisfecha con un error relativo
menor que ~ 10~7. No se integra hasta L = 0, debido
a que las ecuaciones se hacen muy inestables a medi-
da que (V — gL) — 0; sin embargo, es de esperar que
las pendientes de las soluciones cerca de L = 0 son las
correctas.

Luego de variar los parametros, se eligieron aque-
llos modelos que presentaban significativas diferencias.
Son cinco modelos cuyos parametros se muestran en la
Tabla 1. Adicionalmente se presentan los pardmetros
del modelo estdndar (modelo 1) de un fluido politrépico
de indice v = 5/3, sin materia oscura ni formacién es-
telar, y cuyos resultados son discutidos en trabajos an-
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Figura 2. Soluciones para el colapso autosimilar de un fluido bariénico con formacién estelar: Modelo 3 (linea de segmentos
grandes) y Modelo 4 (linea de segmentos pequenos), junto con las del fluido politrépico (Modelol) de indice v = 5/3 (linea

sélida).

teriores (Bertschinger 1985, Urzagasti 2001). En todos
los modelos, excepto el modelo 4, se cumple la condi-
cién V. — 0 para L — 0; sin embargo, el autovalor L
del modelo 4 es tnico. En la Tabla 1 se presenta el es-
calamiento en ley de potencias de la forma A = 10°L”?
para L — 0, donde A es cualquiera de las variables de
fluido, ya sea gaseoso o de materia oscura. En el caso de
las velocidades se usa A = —V, —V,. Se presenta también
el escalamiento para la trayectoria del gas con la forma
R = 10°T?. Los exponentes o y 8 fueron encontrados
realizando un ajuste con los 1iltimos cien puntos de inte-
gracién (aproximadamente desde L = 10733 hasta L),
y los valores presentados en la tabla tienen errores del
orden de la unidad en las dltimas cifras.

La Figura 1 presenta los resultados para el fluido con
gas y materia oscura comparados a los del fluido gaseoso
de indice politrépico v = 5/3 (Modelo 1). En este ca-
so, la presencia de la materia oscura (con un 90% de la
masa) no impide que la velocidad de las particulas se ha-
ga cero en el origen. El choque se retrasa algo respecto
del Modelo 1. Aunque la densidad de la materia os-

cura aumenta hacia el origen, la del gas lo hace mads
rapidamente llegando alcanzar y superar la densidad del
Modelo 1. También la presiéon en el Modelo 2 tiene una
pendiente mayor a la del Modelo 1 y llega a sobrepasar-
la. La masa de la materia oscura presenta un valor méas
o menos constante en el colapso, ya sea para todo radio,
desde el origen hasta el choque, como para todo tiem-
po posterior al choque; y por el contrario, la masa del
gas decae hacia el origen, pero més lentamente que el
gas del Modelo 1. La densidad del gas es inicialmente
menor en un orden de magnitud que la de la materia
oscura, pero luego de que el gas es chocado empieza a
crecer hacia el origen, superando rapidamente la densi-
dad de la componente oscura y llegando a ser hasta seis
6rdenes de magnitud mayor que ella. Esta es la imagen
presente en objetos galacticos, en los que se tiene una
componente gaseosa mas densa y concentrada hacia el
centro y una componente de materia oscura de menor
densidad y distribuida més uniformemente formando un
halo. La masa de la materia oscura, que tiende a un
valor no nulo cerca del origen, nos indica la presencia
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Figura 3. Soluciones para el colapso autosimilar de un fluido con gas, materia oscura y formacién estelar: Componentes
gaseosa del Modelo 5 (linea sélida) y del Modelo 6 (linea de segmentos). No se compara con el fluido politrépico de indice
v =5/3 (Modelol) pues en estos modelos la componente gaseosa constituye sélo el 10% de la masa.

de un agujero negro central. La materia que es acretada
hacia esta singularidad es mayormente de la componente
oscura y el gas se desenvuelve casi independientemente
de ella; mas bien, el comportamiento del gas se aseme-
ja al de un fluido con un indice politrépico menor que
v = 5/3 (Urzagasti 2001). En la Figura 5(a) se pre-
sentan las trayectorias de los fluidos. Se ve que el gas
del Modelo 2 sigue una trayectoria que lentamente se va
acercando al origen, pero méas rapidamente que el gas
del Modelo 1. La trayectoria de la materia oscura sigue
un camino independiente del gas, basicamente es la de
un flujo de Hubble sin perturbar seguido de un colapso
con acrecion hacia un agujero negro central, singularidad
que, a diferencia del gas, es alcanzada rapidamente.

Los resultados para un fluido con formacién este-
lar y sin materia oscura son presentados en la Figura
2 (modelos 3 y 4). Estos son comparados también con
los del Modelo 1. El choque resulta adelantado respecto
del Modelo 1. Para el Modelo 3, en el que el efecto de
la formacién estelar es menor que en el Modelo 4 (pues
tiene un menor valor de log(g)), el gas es detenido al

acercarse al origen y su densidad no difiere mucho de la
del Modelo 1. Por el contrario, en el Modelo 4, el gas
colapsa con velocidades cada vez mayores hacia el origen
y su compresién es menor en varios érdenes de magni-
tud respecto del Modelo 3. La presion hacia el origen es
mayor en el Modelo 3 respecto de los otros modelos. La
caracteristica notable de la introduccién de la formacién
estelar es que la masa decrece muy lentamente hacia el
origen, sobretodo en el Modelo 4 donde este efecto es
mayor, indicando un proceso de acrecién hacia un obje-
to masivo central. La diferencia entre los modelos 3 y
4 se encuentra en el valor de la masa del sistema colap-
sante, pero en ambos casos esta masa es del orden de
una masa solar o menor si es que el parametro de sesgo
es del orden de la unidad. Masas mayores son permiti-
das mientras mayor sea el valor de este parametro. La
situacién para el caso de un colapso galactico da una
tasa de formacién muy baja. Este caso es analizado en
el Modelo 5. La Figura 5(b) muestra las trayectorias
para los modelos 3 y 4. La trayectoria en el Modelo 3 es
similar a la del Modelo 2, mientras que la del Modelo 4
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Soluciones para el colapso autosimilar de un fluido con gas, materia oscura y formacién estelar (Modelo 5):

Componentes gaseosa (linea sélida); componente de materia oscura (linea de segmentos). El comportamiento de la materia

oscura en el Modelo 6 es similar al de este modelo.

sufre una répida caida hacia la singularidad (ver Tabla
1). En los modelos 5 y 6 se consideran tanto la presencia
de materia oscura como el efecto de la formacion estelar.
Sus resultados son mostrados en las figuras 3 y 4. El
bajo valor de log(g) en el Modelo 5 indica que éste es
adecuado para describir el colapso de objetos galacticos
(~ 10'2M), mientras que el Modelo 6 tiene el mismo
valor de g que el del Modelo 4, y en este caso, para
considerarlo aplicable a grandes valores de la masa co-
lapsante, es necesario tomar igualmente grandes valores
del parametro de sesgo, es decir, considerar muy bajas
fluctuaciones de la densidad en la escala espacial que
ocupa esa masa en tiempos anteriores al tiempo inicial
de retorno. Al examinar la Tabla 1 se ve que el Modelo
5 es casi idéntico al Modelo 2, sélo pequenas diferen-
cias en los valores de la velocidad y de la presién los
distinguen, indicando que, al menos en este modelo de
colapso autosimilar esférico, el efecto de la formacién es-
telar no seria decisivo en el estudio del colapso para la
formacién de galaxias. A diferencia del Modelo 4, en el
Modelo 6 la componente gaseosa es detenida cerca del
origen y asi sucede con el gas del Modelo 5. Tanto den-

sidad del gas como presién en los modelos 5 y 6 tienen
un comportamiento muy similar, teniéndose valores algo
menores para el Modelo 6. La diferencia aparece en la
masa gaseosa de estos modelos: en el Modelo 5 la masa
del gas decae monétonamente hacia el origen, mientras
que en el Modelo 6 lo hace méas lentamente, més bien
indicando un proceso de acrecién hacia un centro masi-
vo. En la Figura 4 se compara el comportamiento de las
variables del gas y de la materia oscura del Modelo 5. En
este modelo, luego de observar las curvas de masa, den-
sidad y velocidad, nuevamente se tienen los indicadores
de la presencia de un halo galdctico de materia oscura,
con una mayor concentraciéon del gas hacia el centro y
con la acrecién de materia oscura hacia un agujero negro
central. En la Figura 5(c) se comparan las trayectorias
con la del Modelo 1. Ellas muestran que el gas colapsa
muy lentamente hacia la singularidad, siendo el gas del
Modelo 6 el que lo hace un poco més rapido (ver Tabla
1). El comportamiento de la materia oscura en ambos
modelos, 5 y 6, es similar; se trata de un flujo inicial de
Hubble seguido de un colapso hacia un agujero negro en
un tiempo relativamente corto, dos veces el tiempo de
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Figura 5. Trayectorias en el colapso autosimilar. El fluido politrépico de indice v = 5/3 (Modelol) se representa con la
linea sélida. La linea de puntos representa el flujo sin perturbar de Hubble y cuando estd presente la materia oscura, su
comportamiento después del choque gaseoso sigue el colapso hacia un agujero negro central. (a) Modelo 2: gas (linea de
segmentos grandes). (b) Modelo 3: gas (linea de segmentos grandes); Modelo 4: gas (linea de segmentos pequenos). (c)
Modelo 5: gas (linea de segmentos grandes); Modelo 6: gas (linea de segmentos pequenos).
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Figura 6. Tasas de formacién estelar normalizadas (linea de segmentos) comparadas con la densidad (linea sélida). (a) Modelo

5; (b) Modelo 6.

retorno. En la Figura 6 se compara la tasa normaliza-
da de formacién estelar con la densidad. En el Modelo
5, la tasa de formacién es varios 6rdenes de magnitud
menor que la densidad y su efecto podria despreciarse,
no sucediendo asi en el Modelo 6, donde su importancia
aumenta con la escala L. Finalmente, la Figura 7 mues-
tra el cociente entre la tasa de formacidn estelar obtenida
con nuestro modelo y la de Salpeter. Ella muestra que
en el Modelo 5 es despreciable el efecto de la formacién
estelar, al menos hasta L = L,, mientras que no lo es
en el Modelo 6, donde a medida que se avanza hacia el
interior se supera la tasa de Salpeter.

El resultado aqui obtenido, que muestra una inefi-
ciencia de la formacién estelar para procesos de forma-
cién galactica con parametros de sesgo del orden de la
unidad, puede ser consecuencia de que en el modelo no
se consideran las inhomogeneidades locales en la masa
mientras el colapso avanza. Estas irregularidades son
suavizadas de manera que la masa critica de Jeans no es
alcanzada localmente. Sin embargo, el problema puede
resolverse artificalmente aumentando el pardmetro de
sesgo de manera que las fluctuaciones §; de la densidad
se hagan lo suficientemente pequefias a un dado enro-
jecimiento z; y asi se puedan considerar mayores valores
de la masa del objeto colapsante sin disminuir el valor
del pardmetro g. Un proceso como éste daria resultados
como los del Modelo 6.

5. CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

Se han modificado las ecuaciones del colapso secun-
dario autosimilar y esférico de un fluido colisional con
choque para incluir los efectos de una componente de
materia oscura y procesos de formacién estelar. En lo
que respecta a la materia oscura, se la considera como un
fluido no colisional (sin presién) que domina totalmente
la materia hasta que el gas es chocado por una onda que
se propaga hacia fuera del origen, y desde ese momen-
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Figura 7. Comparacién de la tasa normalizada de formacién
estelar del modelo con la de Salpeter. Modelo 5: linea sélida;
Modelo 6: linea de segmentos. En ambos casos h = 0.72,
z = (Zita)|b:37 M*i = 0.1M® yr= 1.35.

to, se lo distingue del gas bariénico, el cual representa
el 10% de la masa. Para la formacién estelar se modela
una tasa, la cual es comparada con la tasa observacional
estandar de Salpeter, consiguiendo un buen acuerdo con
ésta. Como primer caso se analiza el efecto de la materia
oscura solamente. La presencia de esta componente tiene
un efecto en el gas muy similar a aquél de disminuir el
indice politrépico en las soluciones estandar de una gas
colisional de Bertschinger (1985): la velocidad del gas
llega a cero en el origen pero las densidades y presiones
aumentan hacia éste. La masa del gas tiende a cero ha-
cia el origen pero la de la materia oscura disminuye muy
lentamente indicando la presencia de un agujero negro
central hacia el cual se acreta materia, principalmente
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oscura. La densidad de materia oscura aumenta hacia
el interior del sistema, colapsante, pero no tanto como la
densidad del gas y su valor se hace cada vez mucho menor
que el de la densidad del gas a medida que se avanza ha-
cia el origen. Entonces se tiene la imagen de un proceso
de formacién galactica en el que el gas estd mucho maés
concentrado hacia el centro y rodeado de un halo poco
denso de materia oscura. Basicamente la materia oscura
no es afectada por el gas, sigue inicialmente un flujo sin
perturbar de Hubble y luego sufre un colapso de acrecién
fria hacia un agujero negro en un tiempo que es el doble
del tiempo de retorno. Por su lado, la trayectoria de una
particula de prueba del gas se aproxima muy lentamente
hacia la singularidad, manteniendo practicamente un ra-
dio fijo luego de miles de veces el tiempo de retorno.
Cuando se considera un fluido sélo con efectos de
formacién estelar, pero con la condicién de que la masa
en estrellas pase a formar parte de la componente de
fluido sin presién, inicialmente nula, y que posterior-
mente tiene un efecto gravitatorio sobre el gas, se tiene
una situaciéon en la que efecto de formacién estelar
es apreciable sélo si la masa del objeto colapsante
es del orden de una masa solar (o menor), si es que
el pardmetro de sesgo es del orden de la unidad; sin
embargo, aumentando el valor de éste pardmetro, lo cual
es equivalente a considerar muy bajas fluctuaciones en
la densidad anteriores al tiempo de retorno, el modelo
es aplicable a masas colapsantes mayores. El efecto
de considerar menores valores para estas fluctuciones
origina un aumento de la tasa de formacién estelar,
como consecuencia, la trayectoria de una particula de
prueba alcanza rapidamente el origen con velocidades
de colapso crecientes. El sistema tiene una menor
compresién (menor densidad) respecto del modelo
estandar y la masa contenida dentro de un volumen
esférico colapsante decrece muy lentamente a medida
que se disminuye su radio, tendiendo a un valor finito
cerca del origen e indicando la presencia de un objeto
central masivo que acreta el gas. Es cuando en este

ultimo modelo se introduce materia oscura (con un 90%
de la masa) que se obtienen diferencias importantes: el
gas se detiene cerca del origen, la densidad y presién
son algo similares a las del gas cuando no hay forma-
cién estelar pero si materia oscura, y a diferencia de este
ultimo caso, en el que la masa contenida en distintos ra-
dios decrece tendiendo a cero a medida que esos radios
decrecen, dicha masa alin tiene una tendencia a decrecer
lentamente indicando la acrecién hacia un objeto masi-
vo. En cualquier caso, la materia oscura se desenvuelve
casi independientemente de la intensidad del proceso de
formacién estelar.

Finalmente, se encuentra que el efecto de la forma-
cién estelar es inefieciente cuando el pardmetro de sesgo
es del orden de la unidad. Esto puede deberse a que
no se tomaron en cuenta las irregularidades locales de
la masa. Estas son suavizadas por el modelo, no permi-
tiendo asi alcanzar la masa critica de Jeans en pequenas
escalas posteriores al choque. Sin embargo, el efecto de
estas irregularidades puede ser simulado aumentando el
valor del pardmetro de sesgo y por tanto, disminuyendo
el valor de las fluctuaciones de la densidad en un tiempo
anterior al tiempo de retorno, permitiendo asi considerar
masas colapsantes del orden galactico. Naturalmente, es
necesario un modelo que tome en cuenta estas inhomo-
geneidades locales, asi como su evolucién, para calibrar
la amplitud de dichas fluctuaciones.
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RESUMEN

En un articulo titulado ”Short-Period Variations of Cosmic Ray Intensity”[1], el
afio 1967, M.S.D. Dhanju y V.A. Sarabhai, reportan por primera vez, la observacion de
micropulsaciones del orden de minutos en los rayos césmicos. Se repite el estudio con
datos actuales del mismo equipo. No se observan las micropulsaciones que Dhanju y
Sarabhai reportan. Se concluye que debié haberse tratado un fenémeno esporadico de
fluctuacién periddica de la radiacién y campo magnético interplanetarios.

1. INTRODUCCION

Dhanju y Sarabhai obtuvieron dichos resultados del
andlisis de los datos registrados por el detector de
muones del Observatorio de Chacaltaya entre noviem-
bre de 1965 y marzo de 1966. El detector de muones
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Figura 1.
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es un arreglo consistente en 15 detectores de centelleo
de 2 x 2m? dispuestos de manera que forman un area
total de 60m2. El arreglo tiene un blindaje de gale-
na equivalente a 3m de agua, de modo que la compo-
nente electrénica es totalmente absorbida. El conteo de
muones es del orden de 10%ctas./min.. Utilizaron 487
registros de datos de tres horas de duracién cada uno,
tomados minuto a minuto. Mediante una transforma-
da de Fourier a cada uno de los registros se obtuvieron
sus espectros de potencia, que fueron superpuestos para
obtener aquellos picos persistentes en cada uno de ellos.

Los resultados de Dhanju y Sarabhai se muestran en
la Figura 1.

Se observan en el espectro dos picos muy bien
definidos a 18 y 25 ¢ph correspondientes a periodos de
200 y 144 s, respectivamente.
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Estas micropulsaciones en el flujo de los rayos
cbésmicos pueden entenderse como el reflejo de varia-
ciones periddicas del campo magnético interplanetario
que modula a los rayos césmicos primarios a través de la
variacién de la rigidez de corte (cutoff). Para verificar es-
to, Dhanju y Sarabhai muestran en la Figura 2 el espec-
tro de potencias de los registros de muones del detector
de Chacaltaya correspondientes al intervalo de tres horas
del 16 de diciembre de 1965, simultdneo al registro real-
izado por el Pioneer VI del campo magnético interplane-
tario. Un andlisis espectral de estos datos realizados por
Ness, Scearce y Cantarano [3], en ese mismo intervalo
de tiempo, dio como resultado la observacion de picos
correspondientes a 600, 300, 180 y 120 s, observandose
una buena correspondencia con la densidad espectral de
muones de la Figura 1.

Dhanju y Sarabhai, completaron posteriormente mas
registros de datos hasta junio de 1966, llegando hasta
1034 registros de 3 horas. En la Figura 3 se observa que
a mas registros se van solapando los picos encontrados.
Mediante un ajuste polinomial, determinaron el ancho
de frecuencias de cada uno de ellos con un porcentaje de
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confiabilidad del 99%.

Realizaron también un andlisis de la presién
barométrica compardndolo con los resultados obtenidos
de la radiacién césmica. De éste se deduce que las
variaciones de la presién no estdn relacionadas con el
fenémeno de las micropulsaciones (Figura 4).

Este fenémeno de micropulsaciones de los rayos
césmicos se conoce con el nombre de ” centelleo césmico” .

2. COMPONENTES MUONICA Y’ELECTR()NICA
DE LA RADIACION

Volvimos a repetir la experiencia de Dhanju y
Sarabhai con datos actuales de los mismos detectores
usados aquella vez para el registro de muones en el del
laboratorio de Fisica Césmica de Chacaltaya. Es claro
que si el fenémeno del centelleo césmico se observa en
los muones, con mayor razén se verd en los electrones.
Por ello, se han analizado, ademas, los registros de la
radiacién césmica secundaria que a la altura de Chacal-
taya-5200 m.s.n.m. (540gr/m?)-, est4 mayoritariamente
conformada por electrones (aproximadamente el 55% son
electrones), con el fin de ampliar el estudio del centelleo
césmico.

Los registros para el presente trabajo, tanto de los
muones como de los electrones, se han obtenido del ex-
perimento INCA, que registra las sefiales de cada uno de
los detectores de muones como también de los detectores
L de electrones del experimento BASJE en el Laborato-
rio de Fisica Césmica de Chacaltaya.

En la Figura 5 se muestra la disposicién de estos de-
tectores.

Cada uno de los archivos diarios fue revisado verifi-
cando y seleccionando aquellos que no muestren ningin
tipo de irregularidades. En la Figura 6 observamos un
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detectores ”L”de electrones. El rectangulo corresponde a los
detectores de muones.
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ejemplo de un archivo diario correspondiente a datos de
electrones. Luego, estos archivos son divididos en 8 sub-
archivos de tres horas cada uno, los cuales constan de
10800 datos correspondientes a la cantidad de segundos
en tres horas.

El conteo promedio de los 12 detectores L es de
aproximadamente 5 x 10° particulas/s, es decir, del or-
den de 107 particulas/min. El conteo promedio de los 15
detectores de muones es 10° muones/s, esto es, del orden
de 10% muones/min, que coinciden con el orden de los
registrados en 1966 y 1967. De manera que la eficiencia
de los detectores es la misma en ambos casos.

Tal como procedieron en 1967, para determinar
si existe algiin tipo de periodicidad en estos datos,

8
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Figura 7. Resultado de aplicar la Transformada Répida de
Fourier a 500 archivos de 3 horas para registros de electrones
dentro del rango de frecuencias en estudio, 0 a 30 cph. Tam-
bién se muestra la linea base obtenida mediante un ajuste de
la forma A/w” que es la que mejor ajusta a los datos. w es
la frecuencia.
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Figura 8. Resultado de aplicar la Transformada Répida de
Fourier a 500 archivos de 3 horas para registros de muones
dentro del rango de frecuencias en estudio, 0 a 30 cph. Tam-
bién se muestra la linea base ajustada a la funcién A/w?.

tomamos la Transformada Répida de Fourier (FFT) y
la aplicamos individualmente a cada registro.

Usando la FFT del MATLAB a nuestros datos de
electrones y muones, obtuvimos sus respectivos espectros
de potencias, los cuales se van superponiendo, registro
tras registro, consiguiendo los resultados que se mues-
tran en las figuras para 500 archivos de 3 horas. Las
figuras 7 y 8 muestran el resultado en el rango de 0 a 30
ciclos/hora.

El tamano B del pulso que se espera en la Transfor-
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Figura 9. Transformada para un archivo de electrones +
funciones periédicas. (a) Para una amplitud A = 1lo. Se
distinguen con toda claridad las frecuencias caracteristicas
para una amplitud dada de una desviacién estdndar o. (b)
Con las mismas caracteristicas de (a) pero con un peso A =
0.50. (c¢) Con las mismas caracteristicas de (a) pero con un
peso B =0.1c.

Figura 10.
Registro de un dia del Campo Magnético Bx - 24 horas
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Figura 11. Registro de un difa para la componente z del

campo magnético.

mada de Fourier de una funcién periédica de amplitud
A, tamaiio Tp (ntimero de datos de la muestra), discretos
en intervalos de T, es [4]:
_ AT,
B =57
En nuestro caso, Tp = 10800s (archivos de tres horas
cada uno), T' = 1s; de donde:

B = 54004

El tamano de la senal que se observa en el Espectro
de Potencias es entonces:

B? =2.9 x 107 A2

Es decir, un pulso muy grande.

Para verificar la respuesta del MATLAB a posibles
periodicidades en un grupo de datos, anadimos funciones
periédicas con frecuencias en 5, 10, 15, 20, 25 y 30 cic-
los/hora.

Tomamos como ejemplo nuestros datos de electrones.
Sumamos una funcién periédica del tipo Bsen(wt) al
archivo de electrones y volvemos a calcular la FFT.

En la Figura 9 mostramos los resultados para sen(wt)
con distintos pesos A, donde A serdn submdultiplos de
la desviacion estandar de los datos para un archivo de
electrones (o ~ 7 x 10%electrones/s). Podemos ver que
en caso de existir periodicidad en los datos, la FFT del
MATLAB los resalta notoriamente, tratdndose aun de
pesos muy pequenos, por lo que nuestro paquete in-
formatico pasa la prueba y nuestros datos no presentan
ninguna periodicidad esperada.
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Figura 12. Espectro de potencias acumulado sobre 250 archivos de 3 horas para registros de las componentes B,, By, B. y
By del campo magnético interplanetario. En estos graficos se muestra un ajuste a una funcién base de la forma A/w? donde
w es la frecuencia.(a). Componente B,. (b) Componente B,. (c) Componente B.. (d) Campo magnético total B;.

Si continudsemos disminuyendo la amplitud lo-
grariamos atun ver periodicidades claramente marcadas
hasta valores de 0.050.

3. MODULACION DEL CAMPO MAGNETICO
INTERPLANETARIO

Veremos ahora cémo se
magnético interplanetario.

Para las mismas fechas de la recoleccién de datos
de muones y electrones, de internet hemos bajado los
registros del campo magnético interplanetario de NOAA,
medidos por el magnetémetro del satélite ACE [5]. El
sistema de coordenadas de estos datos es el sistema GSM
(Geocentric Solar Magnetic Field), como se muestra en
la Figura 10.

Trabajamos con datos de las componentes x, y, z y
total del campo magnético interplanetario. Utilizamos
250 archivos de 3 horas tomados minuto a minuto.

Procedimos de igual forma que el andlisis anterior.
Se escogen aquellos archivos que no registren ningtin tipo

comporta el campo

de irregularidades (Figura 11), se aplica la Transformada
Riépida de Fourier (FFT) superponiendo los espectros de
todos de archivos (Figura 12).

4. DENSIDAD PROTONICA INTERPLANETARIA

También, a través de internet se obtuvieron los
registros minuto a minuto de la densidad de protones
medidos por el magnetémetro del satélite ACE [5].

Los resultados obtenidos del analisis aplicado a éstos
datos (ver Figura 13), igual que en los anteriores casos,
no presentan ninguna periodicidad en el rango de fre-
cuencias que analizamos.

5. CONCLUSION

De los resultados obtenidos, tanto para las compo-
nentes mudnica y electréonica de la radiacién cdsmica,
como para los registros de campo magnético y densidad
protoénica interplanetarias, se verifica que no se observa
el fenémeno del centelleo cosmico en el rango de frecuen-
cias de 5 a 30 ciclos por hora. Por lo que las pulsaciones
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Figura 13. Registro de protones del satélite SAE.

de Rayos Césmicos de alta frecuencia observadas y
reportadas por Dhanju y Sarabhai en 1967 concomi-
tantes con una similar oscilacién en el campo magnético

interplanetario, han debido ser un suceso esporadico. En
todo caso, se demuestra que no constituye un fenémeno
permanente.
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RESUMEN

Se estudia el efecto que tiene un campo eléctrico homogéneo con una depen-
dencia temporal (peridédica) del tipo “diente de sierra”, sobre la propagacién de un
electron cristalino con un hamiltoniano de enlace fuerte. Como resultado de las simu-
laciones numéricas, se encuentra que durante los primeros instantes el electrén tiende
a propagarse en una direccién preferencial del cristal, aunque dicha propagacién estd
acompanada de una dispersién creciente del paquete de ondas electrénico a medida
transcurre el tiempo. Sin embargo, al aumentar la frecuencia del campo eléctrico y
la pendiente de cada “diente”, se observa un fenémeno muy interesante: en lugar de
propagarse de forma unidireccional, el electrén entra en un régimen oscilatorio cuya
frecuencia es distinta a la del campo externo; ya que la dispersién del paquete de on-
das oscila y estd acotada, se puede pensar eventualmente en observar dicho fenémeno
en un experimento, al menos durante un lapso corto en el que puedan ocurrir algunas
oscilaciones de Bloch completas. Este efecto es inesperado pues cada vez que un “dien-
te” del campo eléctrico actiia sobre el electrén, éste tiene su velocidad orientada en
una misma direccién del cristal, por lo que intuitivamente se pensaria en un fenémeno
de “resonancia” cuyo efecto seria la propagacién unidireccional del electrén. Se puede
mostrar analiticamente que bajo ciertas condiciones, el electrén tiende a “sentir” un
campo eléctrico promedio estético, cuyo efecto es localizarlo en un régimen oscilatorio

que inhibira su propagacion, i.e., no se medird una corriente neta DC.

1. INTRODUCCION

El comportamiento dindmico de un electrén en pre-
sencia del potencial periddico de una red cristalina,
ademas del potencial provocado por un campo eléctrico
externo arbitrario, es lo que se puede referir en ade-
lante como “el problema de transporte de un electrén
cristalino”. Aunque el formalismo teérico desarrolla-
do en este articulo corresponde al problema de una
particula, su generalizacién para el caso de un flujo de
particulas se podria obtener, por ejemplo, a través de
la ecuacién de continuidad. Ciertamente, a partir de
las propiedades dindmicas de un electrén, se puede dilu-
cidar las propiedades macroscépicas de transporte en
un cristal, como ser el caso del transporte de corriente
eléctrica[l].

Los efectos relevantes en el contexto de este traba-
jo corresponden a las diferentes formas en que se mani-
fiesta el fenémeno de localizacién del electrén cristali-
no, esto es, el movimiento (que puede ser periédico) del
electrén en una regidn finita o localizada del cristal (por
lo que no habria corriente eléctrica directa o corriente
DC); dicho movimiento estd determinado por la posicién

'Email: sanjines@fiumsa.edu.bo
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y velocidad medias del paquete de ondas electrénico, asi
como por su “ancho” o desplazamiento cuadratico medio
definido en el sentido usual de la varianza (cf. seccién
2). El fenémeno de localizacién en presencia de un cam-
po eléctrico estatico y homogéneo, es conocido como os-
cilacién de Bloch (OB), y —aunque fue predicho[2] bajo
la suposiciéon de un modelo semicldsico en 1928— sola-
mente a partir de los afios 80 se comprendid que se trata,
de un fenémeno cudntico[l]; la observacién experimen-
tal directa de la OB como un desplazamiento periddico
de carga eléctrica en una superred de semiconductores
(SSL) se verific6 recién en el afio 1997[3]. Tedricamente
se ha sugerido la posibilidad de observar el fenémeno
de localizacién dindmical4], que ocurrirfa en presencia
de un campo eléctrico homogéneo con una dependencia
temporal arménica. Otra forma de localizacién que ha
sido propuesta recientemente[5] es aquella que se puede
denominar localizacion asintdtica, pues corresponderia
al régimen oscilatorio de un electrén en presencia de un
campo eléctrico homogéneo cuya magnitud crece lineal-
mente con el tiempo; en estas circunstancias, como se
verd en la seccién 2, el electrén se localizaria a una cier-
ta distancia efectiva D a partir de su posicién inicial,
a través de una serie de oscilaciones con una amplitud
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que decrece como funcién inversa del tiempo. De aqui la
denominaciéon de localizacion asintotica.

En este trabajo se examinard algunos de los efectos
tedricos y numéricos que tendria el someter a un elec-
trén a una secuencia de localizaciones asintéticas como
consecuencia de la aplicacién de un campo eléctrico ex-
terno homogéneo con una dependencia temporal del tipo
“diente de sierra”, esto es, un campo eléctrico periédico
donde cada periodo de tiempo consiste de una rampa
que induce al electrén a localizarse; luego el campo se
apaga subitamente y el proceso de localizacion se repite.
Asi, se esperaria que el electrén “avance” en una sola di-
reccién dando lugar a una corriente DC, y constituyendo
por lo tanto un mecanismo efectivo de propagacién por
el que el electron se ve impedido de retornar a su posi-
cién original®>. Sin embargo, ya que este es un proceso
fisico cudntico y debe por lo tanto describirse a través
de la ecuacién de Schrodinger, se sabe —de acuerdo a
la teoria de sistemas dindmicos bajo la accién de poten-
ciales periddicos[6]— que las soluciones para este tipo
de sistemas fisicos suelen (bajo ciertas condiciones) ser
periédicas y estar acotadas, lo que implicaria la loca-
lizacién del electrén y por lo tanto no habria corriente
DC.

Esta cuestion se investigard a través de calculos
analiticos y simulaciones numeéricas de la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo, de acuerdo al al-
goritmo pseudo-espectral, que ha sido estudiado ex-
haustivamente y puesto a prueba en una serie de ca-
sos relevantes[5][7]. En la seccién 2 a continuacién se
presenta el modelo fisico del problema a tratar y la in-
terpretacion fasorial; en la seccién 3 se presenta el for-
malismo de la localizacion asintética; en la seccién 4 se
presenta los resultados importantes de este trabajo con-
cernientes al efecto acumulado que provoca una secuen-
cia de localizaciones asintdticas; finalmente, en la seccién
5 se resume los aspectos relevantes de todo el trabajo.

Vale la pena mencionar que, aunque los efectos de-
bidos a un campo “diente de sierra” son ampliamente
conocidos en areas tales como la electrénica, no ocurre
lo mismo en el dominio de la dindmica de electrones
cristalinos, cuyo tratamiento estricto corresponde al de
la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, con
un hamiltoniano que usualmente es de enlace fuerte
(tight-binding)[8]. Se sabe (cf. Alekseev[9], por ejem-
plo), que ain el uso de dicho modelo (hamiltoniano) en
un tratamiento semicldsico —a través de la ecuacién de
balance— conduce a la prediccién de una corriente DC
como resultado de la aplicacién de un campo externo

AC.

2El modelo fisico comprendido en este trabajo no incluye efec-
tos disipativos debidos —por lo general— a dispersién fonénica o
por electrones térmicos o por impurezas de la red, que impiden al
electrén completar la OB.

2. EL MODELO FISICO Y LA INTERPRETACION
FASORIAL

El modelo fisico supuesto para este tipo de problema
estard representado por el hamiltoniano de enlace fuerte
de una sola banda, con interacciones a primeros vecinos
y en una dimension,

H=T(p)+V(z1), (1)

donde
T(p) = —2Acos(ap) (2)

es la “energia cinética” o “energia de banda” dependien-
te del momentum cristalino p, con A el elemento de salto
(hopping) del electrén entre sitios vecinos de la red que
estan separados por una constante de red a. La energia
potencial V(z,t) en H describe el efecto sobre el elec-
trén de cualquier fuerza externa que no es intrinseca
a la red, mientras que los efectos debidos al potencial
periédico atémico ya estdn incorporados en T'(p). Este es
el modelo fisico que usualmente representa a la dindmica
electrénica en sistemas tales como heteroestructuras de
semiconductores[10] (que comprenden a las SSL), donde
el electréon se transporta bajo el efecto de algiin cam-
po eléctrico externo a lo largo del material a través del
mecanismo de salto entre sitios vecinos de la red. En
este caso, la solucién de la ecuacién de Schrodinger de-
pendiente del tiempo

O (z, 1)

i (3)

HY(z,t)

es la funcién de onda electrénica ¥(z,t) que se expande
en un conjunto completo de funciones de Wannier de una
sola banda ®(z — ma) localizadas alrededor del sitio m
de la red cristalina, esto es,

U(x,t) = ZC’m(t)@(m—ma), (4)

donde la suma abarca a todos los sitios atémicos de una
red cristalina infinita (—co < m < o). Ya que las fun-
ciones de Wannier ® son estacionarias y estian fuerte-
mente localizadas, los coeficientes Cp,(t) dependientes
del tiempo describen el perfil o curva envolvente de la
funcién de onda ¥(z,t) cuando ésta se evalda en cada
sitio de la red, por lo que los Cyy, (t) representan la evolu-
cién del electrén cristalino. En efecto, los principales
parametros de dicha evolucién son la posicién media z(t)
del paquete de ondas definida por

2(t) = (m) = Y m|Cu(t)”, ()

y el “ancho” w?(t) o desplazamiento cuadréatico medio
del paquete de ondas definido por

w?(t) = (m?) = m?|Cu ()] (6)

Como ya se mostré en trabajos anteriores[5][7], para el
caso particular de un potencial lineal V(z,t) = a(t)x
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asociado a un campo eléctrico externo homogéneo, los
coeficientes C,(t) obedecen la ecuacién de evolucién i-
terativa

C;)L+1 — Z CrrrLLefia(m+p)(an+1+an))\/2imprm_p(T)’
m

(7)
donde C = Cy, (nAt), a, = a(nAt), T = 2AAt = 4A\.
En este trabajo se eligié, por comodidad, trabajar en las
unidades fisicas denominadas “atémicas” (cf., por ejem-
plo, Yoshida[11]) donde i = 1, M (masa del electrén)=1,
e (carga del electrén)=1y a (constante de red)=1. La
férmula (7) representa pues el valor que toma el coefi-
ciente C’g“ después de un instante At como funcién de
todos los coeficientes ()}, en el instante inmediato ante-
rior. Asi, el proceso de evaluar (7) en forma iterativa
comienza a partir del paquete electrénico inicial definido
por los coeficientes C9,; luego, al establecer la depen-
dencia temporal espemﬁca del potencial lineal V (z,t) a
través de «(t), se puede conocer el valor de los coefi-
cientes C}, para un instante arbitrario t = nAt. De esta
manera se calcula entonces los pardmetros relevantes (5)
y (6) necesarios para describir la dindmica electrénica.

Ciertamente, la férmula recursiva (7) no seria muy
util de no ser que para ciertos casos, como el de un campo
eléctrico homogéneo de la forma E(nAt) = a(nAt), la
ec. (7) se puede resolver de manera exacta para obtener
CP como funcién de los C} iniciales. Asi, en el limite del
continuo temporal (At — 0, n — oo, con t = nAt) la
solucién de (7) es:

Zc

zp&(t) n(t)] g—imé(t) jm— P T p((£))

Y

(8)

donde se definié
t
o) = [ aeyi. 9)
0

7(t) = 7()e") = u(t) + iv(t), (10)

—2A/ cosn(t —2A/ sinn(t
11)

A partir de las ecs. (8)-(11) se puede mostrar[5] que la
posicién media del paquete de ondas dada por (5) y su
correspondiente velocidad media v(t) se expresan por

— |So 7(2) sin [£(£) + o] , (12)

v(t) = v(o) LD L0l

V(O) = —2A|S()|Si1100, (14)

(13)

donde se ha supuesto un paquete de ondas inicial repre-
sentado por los coeficientes C9, tales que

[Sole™® =3 (Cnia)” Cn- (15)

m

Luego, dado un campo eléctrico homogéneo E(t) = a(t),
la evolucién dindmica del paquete de ondas electrénico
se puede representar graficamente como la evolucién del
vector 7(t) en el plano complejo (o plano de Argand)
definido por los ejes u-v de acuerdo a (10). Esta repre-
sentacién gréfica se denomina “interpretacién fasorial” [5]
(Fig.1). Asi, a medida que varfa el tiempo ¢, el vec-
tor T(t) describe una curva en el plano complejo u-v,
donde los valores medios de la posicién z(t) y veloci-
dad v(t) quedan determinados de manera unica por las
propiedades geométricas de dicha curva. Si el electrén
tiene una velocidad inicial v(0), de acuerdo a (14) existe
un angulo 6y por el que se obtiene el plano rotado u’-v’.
Luego, el desplazamiento del electrén es proporcional a
la proyeccion del vector 7(¢) a lo largo del eje v’, mientras
que, de acuerdo a (13), la velocidad del electrén resulta
ser proporcional a sin[n(t) + 6y], donde n(t) + 6o es el
dngulo que forma (en el instante t) la recta tangente a
la curva generada por 7(t) con el eje u”.

En el caso particular de un campo eléctrico ho-
mogéneo y estatico (E(t) = a) en el que se mueve un
electrén cuya velocidad inicial es v(0) = 0, la curva que
describe el vector 7(t) en el plano u-v es una circunferen-
cia de radio R = 2a/a centrada en el punto (0, R). Asi,
bajo la interpretacién fasorial, la dindmica del electrén
se traduce en un movimiento circular uniforme que no es
otra cosa que la conocida oscilacién de Bloch (OB) con
amplitud R y periodo 75 = 27/«.

RIOR=0

-

2021y~

Figura 1. Representacién en el plano complejo u-v de la curva
descrita por 7(t) de acuerdo a (10). El dngulo 6y corresponde
a los ejes rotados u’-v’, y estd relacionado con la velocidad
inicial del electrén segin (14).
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3. LOCALIZACION ASINTOTICA

Cuando el campo eléctrico homogéneo depende del
tiempo linealmente como

E(t) = kt, (16)
entonces el vector 7(t) es
7(t) = 2A7[C (t/7) +iS (¢/7)], (17)

donde v = /7/k; los simbolos C(t/y) y S(t/) estan
relacionados con las integrales de Fresnel[12] como

C(z)+iS(z) = /Ox exp (zng) dy. (18)

Asi, la curva descrita por el vector 7(¢) (aparte de un
factor global 2A+) corresponde a la “espiral de Cornu”
o “clotoide”[13] (Fig.2), para la que se verifica el limite
asintdtico

Jlim |7 (1)] = v24y. (19)

Debido a la naturaleza geométrica de la espiral de Cornu,
se puede inferir el comportamiento dindmico del electrén:
a medida que el tiempo transcurre, el campo eléctrico
E(t) o« t localiza al electrén en un régimen oscilato-
rio “amortiguado” con periodo y amplitud decrecientes
alrededor de la posicién final z(oo) dada por

. sin (6o +7/4) [ 7

) 2
sin 6y 2K (20)

Ya que el valor de |7(t)| permanece acotado de acuerdo al
limite asintético (19), se puede mostrar que el desplaza-
miento cuadratico medio w?(t) en (6) queda asimismo
acotado, dando lugar a un régimen dindmico de locali-
zacion asintdtica que resulta ser esencialmente diferen-
te de los casos ya conocidos de localizacién estatica
y dindmica considerados, por ejemplo, por Dunlap-
Kenkre[13].

Este tipo de fenémeno es intuitivamente comprensi-
ble, pues ya se sabe que para las OB, la amplitud de cada
oscilacién en inversamente proporcional a la magnitud
del campo eléctrico, R oc a—'; luego, si dicha magnitud
crece linealmente con el tiempo, entonces la amplitud de
cada “OB instantdnea” disminuye como ¢!, localizando
asi al electrén a una distancia neta D = |z(o0) — z(0)|
a partir de su posicién inicial. La designacién de locali-
zacién asintética se debe pues al comportamiento ¢!
de la amplitud de esta oscilacién. Un valor particular-
mente interesante de la velocidad inicial v(0) en (14)
corresponde a 6y = 7/4, pues —como se puede apreciar
de las Figs. 1y 2, asi como de (20)—ello implica un
desplazamiento maximo

2
D = AlSoly/ =T, (21)

asi como un valor minimo del desplazamiento cuadratico
medio w?(00). En la Fig.4 se puede ver varias simula-
ciones numéricas realizadas de manera iterativa con la
férmula pseudo-espectral (7).

SHxL
1

CHxL
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2. Espiral de Cornu graficada en el plano de Argand
de acuerdo a (18) con 0 < z < 10.

4. EL EFECTO ACUMULADO DE
LOCALIZACIONES ASINTOTICAS

En vista de lo anterior, surge una posibilidad intere-
sante que es el motivo principal de este trabajo: scudl
seria el efecto neto de someter a un electrén a una suce-
sion de localizaciones asintéticas? Consideremos que,
para lograr tal sucesion, el campo eléctrico correspon-
diente tendria que depender del tiempo como una fun-
cién periddica del tipo “diente de sierra”:

E(t) =k(t—nT), te[nT,(n+1)T], (22)

para todo entero n. La eleccion del periodo T' deberia ser
tal que el electrén inicie su movimiento en el intervalo
temporal [(n + 1)T, (n + 2)T] bajo las mismas condi-
ciones en que se inicié en el intervalo inmediato anterior
[nT, (n+1)T]. Asi, —a primera vista— podria pensarse
que el electrén se transportara en una direccién preferen-
cial del cristal a través de una sucesién de desplazamien-
tos netos de magnitud D dada por (21). El efecto fisico
de dicho transporte se manifestaria entonces como una
corriente DC. Por otra parte, como se mencioné en la sec-
cién 1, de acuerdo a la teoria de los sistemas dindmicos
bajo la acciéon de potenciales periédicos, la solucién de
la ecuacién de Schrédinger (3) bien podria ser periddica
y acotada, lo que implicaria localizacién del electrén y,
en consecuencia, ninguna corriente DC.

A fin de investigar esta cuestién, establezcamos las
condiciones necesarias para lograr un efecto acumulado
de localizaciones asintéticas. Para que el electrén ini-
cie su movimiento en cada periodo [nT, (n+1)T] con las
mismas condiciones que en el periodo inmediato anterior,
la velocidad debe cumplir que v(T') = v(0) en (13), i.e.,
sin[n(T")+6o] = sin by, de donde se tiene que n(T') = 2mn
para todo entero m. Sustituyendo a(t') = E(t') = st
en (9), se obtiene n(T) = kT?/2, de donde T? = 47m/k.
El entero m representaria al nimero de “oscilaciones de
Bloch” de amplitud decreciente que ocurren a medida
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que el electrén tiende a localizarse asintéticamente en
cada periodo [nT,(n + 1)T]. Estableciendo arbitraria-
mente m = 36, se tiene que

T =12+/7/k. (23)

De esta manera, la funcién periddica E(t) en (22) se
representa como la serie de Fourier

E(t) = ko

W—Qi Sin(TTLLt/U)] , (24)

donde se defini6 ¢ = T/27 = 6/y/nk. En la Fig.3 se
puede ver la simulacién numérica de E(t) correspondien-
te a 30 términos de la suma en (24). Noétese que
para cada transiciéon entre un periodo de E(t) y el
siguiente, la funcién E(t) exhibe valores ligeramente
negativos a través de pendientes muy pronunciadas, lo
que se debe ciertamente al truncamiento de la serie
de Fourier. Sin embargo, resulta interesante notar la
eventual conexién con un teorema reciente debido a
Dignam[14] sobre la localizacién provocada por poten-
ciales eléctricos peridédicos: “los inicos campos eléctricos
AC que producen localizacién dindmica exacta nunca
pueden ser nulos, por lo que necesariamente son discon-
tinuos alli donde cambian de signo”.

Un caso relevante que se puede explorar de manera
analitica corresponde al limite

lim Tk = 12/, (25)

T—0,k—00

que representa a una serie muy densa de “dientes de sie-
rra”, donde cada diente tiene una pendiente k muy pro-
nunciada. En este caso, ya que el desplazamiento neto en
(21) varfa como D  1/+/k, se podria esperar que ocurra
la propagacién del electrén cristalino a través de una se-
cuencia continua de desplazamientos D infinitesimales.
Sin embargo, ya que la suma en (24) converge (aunque
lentamente), también se podria pensar en la aparicién
de un campo eléctrico “efectivo” estdtico E* cuyo va-

E(t)
200 |
150 -:-
100

50|

Figura 3. Simulacién numérica de E(t) correspondientes a 30
términos de la suma en (24).

lor se puede calcular como el promedio de E(t) sobre un
periodo T,

T
E* = T/ ktdt = 6v/Tk = k7o (26)
0

el valor asi calculado de E* corresponde al primer
término del desarrollo de Fourier de E(t) en (24).
En este caso, la “presencia” dominante de un cam-
po eléctrico efectivo estdtico implicaria asimismo un
régimen dindmico efectivo de OB con periodo

2 1 /=«
s ST _ 2 T 2
BT T3\ % (27)

El resultado de (27) anuncia que la OB efectiva tiene
un periodo que disminuye como x~'/2, esto es, mientras
mayor es la pendiente de cada diente de sierra, menor es
el periodo de OB.

En la Fig.5 se tiene una secuencia de simulaciones
realizadas por medio de la férmula iterativa pseudo-
espectral (7). En todos los casos se muestra z(t) y w?(t)
como funciones del tiempo ¢. La linea segmentada en el
grafico (a) representa al campo eléctrico E(t) “diente de
sierra”, donde el periodo T se calcul6 segin (23). En los
siguientes graficos se incrementé el valor de la pendiente
k de cada diente, por lo que el periodo T es menor. Co-
mo se puede ver, en (a) y (b) el electrén se transporta
en una, direccién preferencial, al menos hasta donde se
puede apreciar en estas simulaciones numéricas dados
los valores maximos de ¢t que se eligié en cada caso. En
(c) se nota un punto de retorno en el movimiento del
electrén; en (d) y (e) ya es evidente que la dindmica
electrénica corresponde un régimen oscilatorio cuya am-
plitud y periodo disminuyen a medida que aumenta k,
en concordancia cualitativa con lo que se esperaria que
suceda en presencia de un campo eléctrico estéatico efecti-
vo; sin embargo, el periodo de esta oscilacién no coincide
numéricamente con el valor de 77 calculado en (27), lo
que indica seguramente que en el desarrollo de E(t) en
(24) no solamente el primer término —que coincide con
el lado derecho de (26)— es importante para el célculo
de un campo efectivo E*, sino que debe tomarse en cuen-
ta mas términos. Un cédlculo preliminar mostrard la fac-
tibilidad de hallar un periodo efectivo 75 asociado al
régimen oscilatorio inducido por un campo E*. Ya que
en este régimen oscilan tanto la posicién z(t) como la ve-
locidad v(t), entonces se debe cumplir simultdneamente
que

z(t+75) = 2(t), v(t+71H)=v(t). (28)
De acuerdo a (13), la segunda ecuacién (28) implica que
sin(n(t +7) +7/4) = sin(u(t) +7/4), (29)

lo que ocurre cuando

n(t + 1) =n(t) + 2mm (30)





