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RESUMEN

Se caracterizan diferentes sistemas dinamicos descritos por mapas mediante el calculo de
periodicidades. Este método es alternativo a los diagramas de bifurcacion utilizando los ex-
ponentes de Lyapunov ya que no sélo permite visualizar las estructuras existentes en el
espacio de parametros, tales como los “camarones”, sino también proporciona el detalle de los
regimenes oscilatorios lo cual puede tener importancia desde el punto de vista practico.

Descriptores: sistemas dinamicos no-lineales — bifurcaciéon — caos — fractales
Cédigo(s) PACS: 05.45.-a, 05.45.Pq, 05.45.Df

ABSTRACT

We characterize, by means of periodicities, some dynamical systems represented by maps.
This is an alternative method to the common bifurcation diagrams computed by using the
Lyapunov exponents and allows us to visualize the typical structures onto the parameter
space such as the “shrimps” but in addition with the detail of the oscillatory regimes which
could be important from a practical viewpoint.

Subject headings: dynamical systems (nonlinear) — bifurcation (nonlinear dynamics) —

chaos (numerical simulations) — fractals (nonlinear dynamics)

1. INTRODUCCION

Un aspecto muy importante en el estudio de sis-
temas dinamicos es el concerniente a los que tienen
caracter no lineal lo cual permite estudiar no sola-
mente cuestiones relacionadas a la estabilidad sino
también posibles comportamientos caéticos. Los sis-
temas dinamicos pueden ser representados ya sea
por mapas (ecuaciones en diferencia) o mediante
flujos continuos (ecuaciones diferenciales). Cuando
los sistemas son no lineales, su estudio se encara
a menudo de manera numérica puesto que en gen-
eral es dificil encontrar soluciones analiticas. Aspec-
tos tales como bifurcaciones, periodicidades y caos

Tmravila@fiumsa.edu.bo
http://www.flumsa.edu.bo/docentes/mramirez/
tjgallas@if.ufrgs.br
http://www.if.ufrgs.br/ jgallas/

son parte basica de la denominada Dinamica No Li-
neal y existen varias formas de abordarlos (ver li-
bros introductorios tales como Argyris et al. (1994);
Nicolis (1995); Sprott (2003); Strogatz (1994); Tel
& Gruiz (2006). En el presente trabajo se carac-
terizan diferentes sistemas dinamicos representados
por mapas mediante el calculo de las periodicidades
en los mismos, aspecto que fue desarrollado inicial-
mente en Gallas (1993a,b) y mas recientemente en
Freire & Gallas (2011a,b); Nascimento et al. (2011).
Por otra parte, se compara esta caracterizaciéon con
otros métodos tales como los diagramas de bifur-
cacion y el calculo de exponentes de Lyapunov.

El articulo esta organizado de la siguiente ma-
nera: En la Seccién 2 se introduce el mapa logistico
y se describen las periodicidades en el mismo. En la
Seccion 3 se analiza el mapa de Hénon y principal-
mente la estructura de su espacio de parametros por
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medio de periodicidades. En la Seccién 4 se anali-
zan algunas regiones del espacio de parametros del
mapa Tinkerbel, donde se encuentran estructuras de
periodicidad diferentes a los tipicos “camarones”. En
la Seccién 5 se estudia el comportamiento en el es-
pacio de parametros de un modelo de neurona, en el
que parece ser importante el rol que juegan las pe-
riodicidades. Finalmente, en la Seccion 6 se dan las
conclusiones y perspectivas de la investigacion rea-
lizada.

2. EL MAPA LOGISTICO

La denominada ecuacién logistica surge hace mu-
cho tiempo como modelo alternativo de crecimiento
de poblacion diferente al Maltusiano que tiene un
caracter exponencial. Su primera formulacién se
debe al matematico bruselense J. F. Verhulst (Del-
mas 2004; Verhulst 1838). Este modelo, descrito por
una ecuacién diferencial, es utilizado ampliamente
en demografia y ecologia (Gabriel et al. 2005; Meade
1988). La importancia del trabajo de Verhulst se re-
fleja en los homenajes que se le rindieron conmemo-
rando los 200 anos de su nacimiento, especialmente
en su ciudad natal donde tuvo lugar la conferencia
Verhulst 200 on Chaos de cuyas memorias se edit6
un libro con una revision detallada de la ecuacion
logistica y sus aplicaciones (Ausloos & Dirickx 2005).
Sin embargo, este modelo puede ser reducido a un
mapa y en esta forma, ser analizado de una mane-
ra mas simple pero a la vez mas profunda. El mapa
logistico puede ser expresado en la forma:

Ti+1 = 4/“51(1 — xi), (1)

siendo z la variable dinamica y u el parametro
de control. El analisis del mapa logistico consti-
tuye una de los elementos basicos de la dinamica
no lineal pues permite estudiar comportamientos
que van desde la estacionariedad, pasando por com-
portamientos periédicos cada vez méas complicados
hasta llegar al caos (ausencia de periodicidad), so-
lamente variando el parametro de control.
Justamente, el término caos es introducido en 1975
en razén a un estudio del mapa logistico (Li &
Yorke 1975). Numerosos estudios fueron realizados
utilizando este simple modelo que sin embargo pre-
senta una dindmica complicada (May 1976). Parti-
cularmente, el aspecto caético que presenta este sis-
tema para ciertos valores de ;. ha sido abordado
bajo diferentes perspectivas; desde calculos senci-
llos para mostrar el surgimiento de ciclos de periodo
3 como consecuencia de una bifurcacién tangente
y que emerge luego de un comportamiento caético
(Bechhoefer 1996; Gordon 1996; Saha & Strogatz
1995); hasta el desarrollo de nuevos conceptos tales
como el de intermitencia (Hirsch et al. 1982). Por
otra parte, partiendo del analisis de las cascadas
de desdoblamiento de periodo en el mapa logistico,
se pudieron generalizar y universalizar algunos re-
sultados (Feigebbaum 1978, 1979). En la Fig. 1 se
muestran tres formas de caracterizaciéon del mapa
logistico: (a) diagrama de bifurcacion, (b) exponentes
de Lyapunov y (c) periodicidades. Todas estas re-

presentaciones nos muestran claramente la dife-
rencia entre comportamiento periédico y caético; asi
en la Fig. 1(a) se identifican las cascadas de des-
doblamiento de periodo y las regiones oscuras del
diagrama representan situaciones de caos. En la Fig.
1(b), las regiones periddicas se diferencian de las
cadticas en que para las periddicas, el exponente de
Lyapunov es negativo (A < 0), en tanto que para las
caéticas, es positivo (A > 0). La distribucién de perio-
dicidades se muestra como una especie de escalones
en la Fig. 1(c), correspondiendo al escalén cero el
comportamiento caético del sistema.

Lo interesante de trabajar con periodicidades ra-
dica en el hecho de identificar mas finamente el com-
portamiento oscilatorio del sistema, lo cual no queda
muy claro en las otras representaciones. Sin em-
bargo, una desventaja es que para tener una buena
determinacién de las periodicidades, es necesario
un proceso de iteracién largo; lo anterior se aplica
también al calculo de exponentes de Lyapunov pues
se debe alcanzar la estabilidad de estos.

Para finalizar esta seccion, se debe resaltar el he-
cho de que el mapa logistico es quizas el ejemplo
tomado mas a menudo para encarar el estudio de
nuevos conceptos. Ver por ejemplo: Lind et al. (2005);
Masoller & Marti (2005).

3. EL MAPA DE HENON

En 1976, Hénon propone un modelo reduccionista
(Hénon 1976) capaz de reproducir de modo computa-
cionalmente mas simple los resultados provenientes
del paradigmatico modelo de Lorenz (Lorenz 1963).
En su forma maés sencilla puede expresarse como:

S @ig1 =1 —ax? + by,
rf st @)

Esta transformacién tiene como una de sus carac-
teristicas mas importantes la de preservar el area en
el espacio de fases cuando |b| = 1 puesto que J = 1;
siendo J, el determinante jacobiano, lo que significa
que bajo esta condicion, el sistema que describe es
conservativo. Un gran numero de estudios ha sido
realizado acerca del mapa de Hénon, entre los que
podemos destacar el analisis de desdoblamientos de
periodo (Bountis 1981),, el analisis de puntos fijos
que dan lugar a ciclos limites con diferentes periodos
(Hitzl & Zele 1985); la exploracion exhaustiva en el
espacio de parametros donde se encuentran las es-
tructuras de “camarén” (Gallas 1993b; Lorenz 2008);
el analisis con diagramas isoperiddicos (Cabral et al.
1993; Gallas 1994) y de las cuencas de atraccion
(Rech et al. 2005), entre otros.

La ruta al caos en el mapa de Hénon puede ocu-
rrir a través de una cascada de desdoblamiento de
periodo como se muestra en la Fig. 2 en la que se
fija el valor del parametro a y se varia b. Se hace la
misma caracterizacion que para el mapa logistico y
se observan algunos aspectos importantes tales como
bifurcaciones con colisiones de borde similares a las
expuestas en Nusse et al. (1994); Nusse & Yorke
(1992). Volveremos sobre este aspecto en el estudio
del mapa Tinkerbell.
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F1G. 1.— (Color online) Caracterizacién dinamica del mapa logistico en funcién del parametro de control i, mediante (a) un diagrama
de bifurcacién, (b) los exponentes de Lyapunov y (c) las periodicidades.
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F1G. 2.— (Color online) Caracterizacién dindmica del mapa de Hénon en funcién del parametro de control b, mediante (a) un diagrama
de bifurcacién, (b) los exponentes de Lyapunov y (c) las periodicidades, cuando a = 1.5.

En la Fig. 3, mostramos un diagrama de fases para
el mapa de Hénon, considerando los mayores expo-
nentes de Lyapunov (a) y las periodicidades (b). Uti-
lizando la misma regién que se reporta en Gallas
(1993b). Como se puede notar, las estructuras que
denotan comportamiento periddico tienen la forma
de “camarones”. Del diagrama obtenido a partir de
los mayores exponentes de Lyapunov, si bien se
pueden identificar algunas regiones de superesta-
bilidad al interior de los camarones, aparte de eso,
no se pueden identificar las periodicidades que cor-
responden a cada una de estas estructuras lo que

se consigue facilmente si se utiliza el diagrama de
periodicidades. Es interesante observar que los ca-
marones no son completamente isoperiédicos y que
en los bordes de los mismos existen desdoblamientos
de periodo que como es natural, conducen a la region
cadtica.

4. MAPA TINKERBELL

El mapa Tinkerbell, aparece en general como un
ejemplo académico de sistema dinamico (Alligood
et al. 1996; Sprott 2003). Sin embargo, dadas sus ca-
racteristicas, ofrece una riqueza dinamica que puede
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F1G. 3.— (Color online) Espacio de parametros del mapa de Hénon obtenido a partir de (a) los mayores exponentes de Lyapunov y
(b) las periodicidades; en este caso, cada color de la barra a la derecha corresponde a una determinada periodicidad; las situaciones de
caos y estacionariedad estan indicadas por los colores de los cuadros inferiores (azul y blanco respectivamente) y la situacién en que la
periodicidad es mayor o igual a 25 por el color negro, correspondiente al cuadro superior de la barra.

ser explotada. La forma explicita de este mapa es:

Tni1 = Tp — Yp + aZn + by,

YUn+1 = 2TpYn + €Ty + dyn. C)

Una de sus caracteristicas es la de presentar una
estructura fractal en las fronteras de la cuenca de
atraccion, tal como se observa en la Fig. 4. La forma
de la cuenca de atraccion es geométricamente la
misma para otros valores de los parametros a pe-

sar de que el comportamiento pueda resultar total-
mente diferente. Asi, se puede tener una cuenca com-
pletamente cadtica como la de la Fig. 4(a) o una
cuenca completamente periédica con otros valores de
parametros, tal como se muestra en la Fig. 4(b).

Por otra parte, dado que existen 4 parametros de
control en el modelo, se pueden obtener diferentes
secciones del espacio de parametros, cada una de
las cuales tiene aspectos interesantes a estudiar. Por
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F1G. 4.— (Color online) Cuencas de atraccién (a) cadtica para
el modelo Tinkerbell cuando los valores de los parametros son:
a=0.5,b=—-0.6,c=2.2yd = 0.5. (b) periédica con a = —0.51,
b= -0.9, c = 2.2 yd = 0.5. Las regiones rojas corresponden a
periodicidades de orden 5 en tanto que las amarillas son de orden
15. En ambos casos, la zona rosa indica que para esos valores de
parametros, no se tiene convergencia.

simplicidad, nos abocaremos a la seccion del espa-
cio de parametros (a,b) que se muestra en la Fig. 5.
Como se pudo observar en la Fig. 4, existen muchas
regiones en las cuales se tiene divergencia; sin em-
bargo, se pueden localizar regiones en las cuales exis-
ten estructuras periddicas rodeadas de caos. En la
Fig. 5(a) se ven dos de estas regiones separadas por
una regién donde el comportamiento del sistema es
estacionario.

También, se ve que parece haber una suerte de
conexion entre estructuras de igual periodicidad, lo
que se resalta mediante flechas para el caso de perio-
dicidades 5 y 7. Es interesante observar en la Fig.
5(b), una de estas regiones, en la cual se nota la pre-
sencia de secuencias de camarones y otras estruc-
turas periodicas que indican rutas degeneradas al
caos similares a las encontradas en Gallas (1993a).
En particular, la secuencia que va de periodici-
dad 1 a co y que se muestra con la flecha blanca.
Por supuesto, existen otras secuencias considerando
estas mismas estructuras multiperidédicas. Asi, se
tendran por ejemplo, secuencias:

3—-4-5-6—-7-8-9-10—...
6-8-10—-12-14-16—-18—-20—...
12-16-20-24—-28-32—-36—-40—...

La forma en la que se distribuyen las regiones
periédicas nos lleva a pensar que la ruta al caos no
necesariamente ocurre a través de una cascada de
desdoblamiento de periodo y que mas bien tienen lu-
gar otro tipo de bifurcaciones como la de colisiones
de frontera que se mencioné al analizar el mapa de
Hénon. Se ve también la existencia de estructuras
periédicas menores y cuyas periodicidades también
parecen seguir una cierta secuencia. Por dltimo, se
debe sefialar también que las estructuras periédicas
encontradas en el mapa Tinkerbell, tienen una mor-
fologia diferente a la de los “camarones” que se en-
cuentra en la mayor parte de los sistemas dinamicos,
tanto discretos como continuos.

5. UN MODELO DE NEURONA

Como es sabido, el cerebro —en particular de los
humanos- es uno de los sistemas complejos mas
dificiles de analizar y aunque en los dltimos afios
se ha avanzando considerablemente en Neurocien-
cia, hay todavia aspectos que permanecen oscuros
en relacién a la funcionalidad del mismo. El cere-
bro tiene como piezas fundamentales a las neuronas
que pueden llegar en nimero a 10'!. Estas neuronas
estan conectadas entre si formando redes altamente
complejas pues el numero de vinculos que puede
tener cada neurona puede llegar a 10*.

Existen diferentes tipos de neuronas y desde hace
muchos afios se ha tratado de modelizar las mis-
mas tanto individualmente como cuando se conectan
a otras. Una neurona es considerada como un sis-
tema que no esta en equilibrio y que ademas posee
varios mecanismos de retroalimentacion y de re-
tardo, los cuales permiten el caracter oscilatorio de
la misma (Abarbanel et al. 1996). Una de las ca-
racteristicas del comportamiento de las neuronas es
la de poseer excitabilidad eléctrica. Por otra parte,
se destacan el potencial de reposo y el potencial de
accion como tipicos en el funcionamiento neuronal.
Dado que existen muchos tipos de neuronas y cada
una de ellas con diferentes caracteristicas, se han
propuesto diferentes modelos para la descripcion de
las mismas. El primer modelo propuesto fue el de
Hodgkin-Huxley en 1952 (Hodgkin & Huxley 1952)
que fue la parte culminante de una serie de trabajos
experimentales con neuronas de calamar gigante.

Posteriormente, se postularon otros modelos que
trataron de expresar de forma mas simple las ecua-
ciones que gobiernan el comportamiento de las neu-
ronas. Todos estos modelos consisten en sistemas
de ecuaciones diferenciales no lineales por lo que
su solucion analitica resulta casi imposible. Es asi,
que en general se aborda el problema de manera
numérica. Con el afan de simplificar estos modelos,
Rulkov plantea un modelo consistente en un mapa
con dos variables que permite rescatar los compor-
tamientos mas importantes en las neuronas, tales
como el hecho de tener oscilaciones sostenidas, situa-
ciones de estacionariedad y las denominadas rafagas
0 “bursts” consistentes en episodios oscilatorios de
tipo “spikes” (picos) seguidos por fases de estaciona-
riedad o “silencio” (Rulkov 2001, 2002). E1 modelo se



6 G. M. RAMIREZ AVILA & J. A. C. GALLAS

1.01 | | | |

1
a 1.43

F1G. 5.— (Color online) Espacio de parametros (a, b) para el mapa Tinkerbell utilizando periodicidades para su caracterizacion. (a)
Dos regiones que presentan estructuras periédicas y caos, separadas por una region de estacionariedad. (b) Magnificacién de la region
encuadrada en (a), donde se observan secuencias bien definidas en las estructuras mayores y otras para las menores. La flecha blanca
indica una secuencia en la que participan las regiones periédicas de mayor tamafio..Se utiliza para denotar las periodicidades un cédigo
de colores similar al de la Fig. 3, donde enfatizamos que la region azul corresponde a caos, la blanca a estacionariedad y la rosa a

divergencia.

expresa por:

Tn+l1 = f(iCmyn), 4)
Ynt1 = Yn — p(Tn + 1) + po,

donde z y y son las variables dindmicas rapida y
lenta respectivamente cuando el parametro p toma
valores pequefios como por ejemplo p = 0.001. Si-
guiendo los valores tipicos considerados en Rulkov
(2002), se pueden determinar 3 regiones en el espacio

de parametros (o, o), tal como se muestra en la Fig.
6; estos parametros son los que determinan el com-
portamiento de la neurona y estan en relacion con las
influencias externas aplicadas. En los recuadros, se
observan los comportamientos tipicos de la variable
xZ.

Como se puede ver, la determinacion de la fron-
tera entre la region de “rafagas de picos” (“burst of
spikes”) y la region de picos continuos (oscilaciones
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F1G. 7.— (Color online) Periodicidades en el espacio de parametros del modelo de Rulkov. Se utiliza un cédigo de colores similar al de
la Fig. 3 con el objeto de identificar las regiones de estacionariedad y caos.

sostenidas) no queda muy bien delimitada; en parti-
cular, la region inferior de la “rafaga de picos” podria
ser considerada con mas propiedad como una region
de oscilaciones en las que existe un impulso como
si se tratase de una funcién delta de Dirac y que
ademads, como se explicitara posteriormente en la
Fig. 9(a), se trata de una regién caracterizada por un
comportamiento caético. Para un analisis mas fino,
se procede en la Fig. 7 a estudiar con mayor detalle
esta area del espacio de parametros.

Llamamos también la atencion sobre el hecho de
que las fronteras reportadas en Rulkov (2002) no
coinciden plenamente con las que nosotros determi-

namos haciendo un exhaustivo barrido de los va-
lores de los parametros. Como se puede ver en la
Fig. 7, las periodicidades en la regién de oscilaciones
sostenidas estan bien definidas y disminuyen en pa-
sos de 1 luego de que el sistema sale de la ventana
cadtica. Es interesante notar también que las areas
correspondientes a periodicidades menores aumen-
tan a medida que la periodicidad disminuye, lo que es
coherente si se piensa que la ruta al caos implica ven-
tanas de periodicidad cada vez mas estrechas. Para
tener una idea mas clara de cémo ocurre la bifur-
cacion, se representa en la Fig. 8, la misma caracte-
rizacion dinamica utilizada en las Figs. 1y 2, donde
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F1G. 8.— (Color online) Caracterizacién dindmica para el modelo de Rulkov en funcién del parametro de control o, mediante (a) un
diagrama de bifurcacidn, (b) los exponentes de Lyapunov y (c) las periodicidades,.cuando o« = 2.5y p = 0.001.

es interesante observar el paso de la estacionariedad
al caos sin mediar una cascada de desdoblamiento de
periodo.

Para finalizar nuestro analisis del modelo de neu-
rona, nos concentramos en la regiéon donde se tienen
las rafagas de picos pues en algunos sectores de la
misma se presenta un comportamiento caético. En
la Fig. 9(a) se representa esta region mediante ex-
ponentes de Lyapunov y en la Fig. 9(b) a través
de un analisis contando el nimero de picos de las
rafagas, cuando estas son periédicas. Se observa que
el namero de picos en las rafagas tiende a aumentar
cuando los parametros o y « crecen. Debemos men-
cionar también que variando el valor del parametro
para las mismas regiones del espacio de parametros
(0,a), se observa que la regién cadtica es mayor
cuando el valor de i disminuye.

Existen otros modelos de neurona basados en ma-
pas cuyas descripciones se exponen en Ibarz et al.
(2011).

6. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En primer lugar, se verificoé la pertinencia del
calculo de periodicidades como una alternativa
util y sencilla para la caracterizacion de sistemas
dinamicos.

Comparando las caracterizaciones mediante expo-
nentes de Lyapunov y periodicidades, una de las
ventajas de trabajar con las tultimas es la de poder
discriminar cada orden de periodicidad y verificar
las posibles secuencias de las mismas que permiten
tener una idea mas clara de céomo se presenta la
ruta hacia el caos. Sin embargo, uno de los pro-
blemas de trabajar con periodicidades es el de tener
que considerar tiempos bastante largos en las re-
giones donde se presentan las bifurcaciones pues

de lo contrario, se obtienen resultados erréneos que
parecerian mostrar caos en todas las fronteras entre
periodicidades.

El analisis de modelo de neurona de Rulkov mues-
tra resultados interesantes pues nos permite identi-
ficar 3 zonas con caracteristicas bien definidas. En
la region de oscilaciones sostenidas, la ruta al caos
ocurre a través de una cascada pero no con des-
doblamiento de periodo sino con un aumento dis-
creto de la periodicidad (en pasos de uno). Por otro
lado, la salida del caos es directamente hacia la esta-
cionariedad. Adicionalmente, el analisis en la region
donde se presentan rafagas de picos, nos indica que
existen regiones cadticas que podemos identificar-
las mediante el calculo de exponentes de Lyapunov
y ademas, se puede también describir el compor-
tamiento de estas rafagas mediante la cuantificacion
del numero de picos por rafaga cuando estas rafagas
son periddicas. Esto es importante puesto que per-
mite escoger el comportamiento de acuerdo al sis-
tema que se estudia. Este tipo de comportamiento, se
observa también en algunas especies de luciérnagas
macho (Moiseff & Copeland 1995; Ramirez et al.
2011) y este modelo eventualmente podria ser apli-
cado para estudiar la emisién de flashes de es-
tos insectos. Otra aplicaciéon de esta clase de mod-
elo se puede dar en sistemas que describen ritmos
biol6gicos en los que ocurren rafagas de picos como
los que se mencionan en Goldbeter (1996) y més es-
pecificamente en lo referente a oscilaciones de Ca?*t
(Dupont & Combettes 2009). Es importante el estu-
dio de mapas similares no sélo individualmente sino
también formando redes tal como lo hacen las neu-
ronas.

El analisis de periodicidades puede ser relacionado
con ciertas series tipicas como la de Farey estudiadas
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F1G. 9.— (Color online) Espacio de parametros para el modelo de Rulkov considerando (a) los exponentes de Lyapunov. La barra de
colores indica el valor de los mayores exponentes de Lyapunov. (b) El nimero de picos por rafaga; en negro se representan las regiones
caéticas y en colores las regiones donde existe periodicidad. La region blanca significa que no existen rafagas de picos.

en otros sistemas que presentan multiestabilidades
como en Albahadily et al. (1989); Ringland et al.
(1990) y aun mas recientemente en Freire & Gal-
las (2011b). Finalmente, el analisis de periodicidades
puede ser reemplazado por un andlisis de conteo de
picos en series de tiempo periédicas provenientes de
sistemas continuos tal como se hizo en Freire & Gal-
las (2011b).
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RESUMEN

INCA II es un experimento que emplea los detectores del arreglo BASJE (Bolivian Air
Shower Joint Experiment) situado en el monte Chacaltaya, Bolivia. INCA II opera desde
septiembre de 2009 y emplea la técnica de las particulas individuales para la busqueda y es-
tudio de destellos de rayos gamma (GRB) en el rango de energias de 1GeV aun 17TeV. En este
trabajo se muestran los resultados de simulaciones para la determinacion de la sensibilidad
del experimento a la deteccion del los GRB, asi como el analisis de datos para el estudio de es-
tabilidad de los detectores; ademas se realiza la busqueda de alguna significancia estadistica
en los registros debido a algun evento registrado por los satélites. Finalmente se calcula el
limite superior de la fluencia de la energia de GRB para que éstos puedan ser detectados.

Descriptores: destellos de rayos gamma — rayos césmicos — observatorios y pruebas de
campo

Cédigo(s) PACS: 95.85.Pw, 96.50.5-, 95.45.+1

ABSTRACT

INCA II is an experiment that uses the detectors of the BASJE project (Bolivian Air Shower
Joint Experiment) located at Mount Chacaltaya, Bolivia. INCA II has been running since
September 2009 and employs the single-particle technique for the search and study of gamma
ray bursts (GRB) in the energy interval 1GeV — 1TeV. In this work we show the results of
the simulations for determining the sensitivity of this experiment to detect GRB, as well as
the data analysis of the detectors stability. We also look for some statistical significance of
data registered by the satellites due to some event or other activity. Finally, we calculate the

energy fluence upper limit of GRB so that they can be detected.

Subject headings: gamma ray bursts — cosmic rays — observatories and site testing

1. INTRODUCCION

Los estallidos de rayos gamma o gamma-ray bursts
(GRB), son los eventos mas energéticos y brillantes
en el universo. Los GRBs son principalmente obser-
vados por satélites, y su componente mas energética
(> 1GeV) puede ser detectada en altas montanas.
El experimento INCA II fue instalado en septiembre
de 2009, que emplea los detectores de centello del
arreglo de chubascos atmosféricos de BASJE en el
monte de Chacaltaya, para observar la componente
de alta energia de los GRBs en coincidencia con
satélites y otros experimentos detectando particulas
con energias mayores a 1GeV, usando la técnica de
las particulas individuales (Vernetto 2000).

TEmail: nosferatum_777@yahoo.es
tEmail: avelarde@fiumsa.edu.bo

2. ARREGLO EXPERIMENTAL

El antecedente a este experimento fue INCA que
funcioné en el periodo: diciembre de 1996 hasta
marzo de 2001. Fue una colaboracion entre el IIF-
UMSA, la Universidad de Torino y el Instituto Tec-
nolégico del Japon. El arreglo experimental consistio
de 12 centelladores de 2 x 2m? del proyecto BASJE
distribuidos sobre un area de 20 x 20m?2. Durante ese
periodo se estudiaron posibles eventos en correlacion
con los 135 eventos detectados por el satélite BATSE,
ningdn evento significativo fue encontrado (Cabr-
era & et al. 1999). Desde septiembre de 2009 se ha
renovado el arreglo de BASJE, con un area de de-
teccién de 600 x 700m?2, INCA II utiliza las sefiales de
este nuevo arreglo, que consiste de 12 detectores de
2 x 2m? y 87 detectores de 1 x 1m? (figura 1).
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FIG. 1.— Nuevo arreglo experimental de BASJE. INCA II emplea los detectores de 4 m? y de 1 m?2.
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F1G. 2.— Arreglo experimental de INCA II, sistema de adquisicién de datos.

3. SISTEMA DE ADQUISICION DE DATOS

Para el registro del contaje de particulas fue
disenado un detector - monitor multicanal llamado
BASJE - INCA Detector Spectrum Monitor (DSM)
(Tsunesada & Tajima 2009). Este dispositivo tiene 64
canales de entrada y mide los contajes de las senales
con 8 discriminadores (bins) cada 10 segundos para
los 49 detectores.

La senal proveniente de un detector es preampli-
ficada de modo que genera pulsos de la forma expo-
nencial Viy(t) = NViexp(—t/7), donde N es el nimero
de particulas y V; es el voltaje de salida en el caso
de una particula, 7 el tiempo de decaimiento. Luego
la sefial es amplificada generando senales rectangu-
lares “Log out” de manera que el contador DSM fue
disenado para este tipo de sefiales. El numero de
particulas en el detector o densidad local es medido
a partir del ancho de pulso. El ancho del pulso de la
salida de un discriminador es logaritmicamente pro-
porcional al altura del pulso de la sefnial exponencial
y asi al numero de particulas.

El tiempo de decaimiento () del pulso exponencial
de un amplificador es de alrededor 1.2us y cada de-
tector es calibrado de modo que el “Log out” tenga un
ancho T, = 0.8us.

Por cada detector se tienen 8 contadores de

diferentes ancho de pulso, con valores menores
a 0.5,1.0,2.2,3.3,4.5,5.6,6.8 y 7.9us. Los registros
son llevados a cabo cada 10segundos, el contaje a
particula individual de un detector de 4m? es de
20000/10s y 5000/10s para uno de 1m?.

Para el registro de datos del DSM se emplea
una computadora con Windows XP y un software
disefiado en Visual C++ 2009 Express Edition. Los
datos del DSM estan escritos en formato binario. Un
dato (cada 10segundos) incluye el tiempo en Dia Ju-
liano Modificado, temperatura, presion y los contajes
de los 49 detectores con sus respectivos 8bins.

4. SENSIBILIDAD DE INCA II

Los GRBs pueden ser observados con un arreglo de
detectores (en nuestro caso de centelleo) a grandes
altitudes, detectando las particulas secundarias de
chubascos puramente electromagnéticos desarrolla-
dos en la atmoésfera. A fin de evaluar la sensibi-
lidad de INCA II a la deteccion de GRBs en el
rango de energias 1GeV — 1TV, se realiz6 una si-
mulacién Monte Carlo, empleando el paquete COR-
SIKA (CORSIKA 2010). Para este propoésito se ha es-
cogido una combinacién entre el médelo de interac-
ciones hadrénicas a bajas energias como GHEISHA
y un modelo de interacciones hadroénicas a altas e-
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Desarrollo longitudinal de particulas cargadas descrita por la funcién de Gaisser-Hillas. (d) Distribucién lateral de electrones dado por

la funcion NGK.

nergias como QGSJETII, debido a que el primero
trata con energias menores de 80GeV y el segundo
con energias mayores a 10''eV; también las opciones
EGS4 y NGK fueron incluidas para la simulacion de
chubascos puramente electromagnéticos.

4.1. Distribuciones de Particulas

Las simulaciones fueron ejecutadas, inicialmente,
para fotones primarios con incidencia vertical
(angulo cenital § = 0°), con indice espectral a = 2
que toma en cuenta la absorciéon en el espacio in-
tergalactico a través de la produccion de pares (Ver-
netto 2000). Con el objeto de comparar la sensibili-
dad a grandes altitudes, en la figura 3a se muestran
las distribuciones de particulas cargadas en funcion
de la energia del fotén primario a 5200m.s.n.m. y
3500m.s.n.m.; en la figura 3b también se muestran
las distribuciones de particulas secundarias produci-
das al nivel de Chacaltaya.

En la figura 3c se muestra la distribucién longitu-
dinal del nimero medio de particulas cargadas para
las energias de 1GeV, 10GeV, 100GeV y 1TeV, de-
scritas por la funcién de Gaisser-Hillas, que tiene la
forma:

t—X,

Xmaw -

N(t) = Npaxl X,

Donde N(t) es el nuimero de particulas como
funcién de la profundidad atmosférica ¢, X, la pro-
fundidad en la primera interaccién y o el camino li-
bre medio de interaccién. Por otro lado en la figura
3d se muestra la distribucion lateral de Nishimura-
Kamata-Greisen (NKG) para electrones.

4.2. Evaluacién de la Sensibilidad

La evaluacion de la sensibilidad a la deteccion de
GRBs depende de diferentes parametros del GRB.
Considerando la ecuacién diferencial del espectro de
energias de los GRBs (Castellina & et al. 1997), dado
por:

dN i fotones

dE cm?2sGeV

extendiéndose desde 1GeV hasta una energia de
corte E,,,, con un tiempo de duracion At¢. Entonces
el nimero de eventos del GRB es dado de la siguiente

forma:
Emam
N, = kAt/
1GeV

-

I, (2)

Acts (E)E_a dE 3)

Donde A.s; es el area efectiva del detector.

4.2.1. Area Efectiva
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del espectro E,,q. para un GRB de una duracion At = 1sy 10s, para dos angulos cenitales.

De acuerdo al analisis estadistico dado por Castel-
lina & et al. (1997) en area efectiva del detector A.y,
esta dada por:

Acps(E,0) =~ Aq- Nc(E,0) - cost, (4)

donde A, es el area total de deteccién, (N.) el nimero
medio de particulas cargadas por un fotén primario
de energia E alcanzando el nivel de observacion y 6
el angulo de incidencia. Puesto que INCA II trabaja
con la técnica de las particulas individuales con 49
centelladores, 12 de 4m? y 37 de 1m?, podemos calcu-
lar el area efectiva total como:

Acpr =85-N(E,0) - cos ()

La figura 4 muestra el area efectiva de INCA II com-
parada a INCA para GRBs con incidencia vertical y
un angulo cenital de 30°. El area efectiva de INCA II
es 1.8 veces mas sensible que INCA.

5. SENAL DEL GRB

Con la técnica de las particulas individuales, una
sefial proveniente de un GRB, es detectable con
una significancia estadistica de n = 4 desviaciones
estandar. El numero de particulas N; tiene que ser
significativamente mayor al fondo de fluctuaciones
estadisticas o, = AqBAt, donde B es el fondo de

cuentas y At el tiempo de duracion del GRB, asi
Ng/op > n. Para los siguientes calculos es necesario
mencionar que el contaje de fondo de particulas a
5200m.s.n.m. es B = 500 cuentas m~2s~!, y para de-
terminar el valor minimo del coeficiente & del espec-
tro de energia de los GRBs, se establece n = 4 y ha-

llamos la siguiente relacion:

Emam
kAt / AJN(E, §)cos§E~* dE = 4\/A,BAL (6)
1GeV

5.1. Fluencia de Energia

Para la evaluacion de la minima fluencia de e-
nergia que INCA II puede observar, asumimos que
el flujo de rayos gamma en la atmésfera es descrito
como en (2) en el rango de energia de 1GeV + E, 4.,

Emaax
F = kAt / E~°tdE (7
1GeV

La figura 5 muestra la minima fluencia de energia
para un GRB detectable, con una duracion de At =
1s 0 10s como funcién de E,, .., para dos angulos ce-
nitales. Con el nuevo arreglo de INCA II la minima
fluencia F(E > 1GeV) es del orden de 10~ 5erg-cm 2.

6. ANALISIS DE DATOS
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6.1. Estabilidad de los Detectores

Debido a la naturaleza probabilistica del re-
gistro de particulas provenientes de un chubasco at-
mosférico extenso, en un futuro analisis de eventos
de GRBs es necesario determinar si los detectores
muestran estabilidad.

En las figuras 6 y 7 se muestran las distribuciones
de cuentas (de un dia) de los detectores L00, SO0 y
G00 con sus 8bins o discriminadores. El ajuste rea-
lizado muestra que todos exiben una distribuciéon
muy cercana a una funcién normal. El andlisis se
realiz6 para los 49 y todos se ajustan a tal funcidn,
con una bondad de ajuste: 0.90 < r? < 0.98.

6.2. Registros de Cuentas

En la figura 8 se muestran los registros durante
10 dias sin la correcién por la presién, de los de-
tectores S, G y L, en el bin 0. A fin de no saturar
los graficos con muchos datos (debido a los 49 detec-
tores), se muestran solo algunos registros de los mis-
mos.

6.3. Busqueda de un GRB

En principio, el analisis de datos consiste en la
busqueda de excesos significativos sobre el fondo de
registros de los detectores en coincidencia con aque-
llos que son registrados por los satélites (GRBOX
2010).

Debido a fallas técnicas, como cortes inesperados
de energia, rayos o ruido, lamentablemente para mu-
chos eventos registrados por los satélites que se en-
cuentran justamente dentro del angulo de vision de
Chacaltaya, no se tienen los registros en aquellos
dias, pero al menos existen 2 registros completos,
para analizar posibles eventos significativos debido
a GRBs.

En particular se ha analizado el registro disponible
para el evento de GRB101017A, que tuvo una du-
racién de 70 segundos, su inicio a 10:32:47 y con una
posicién de 291.377 (Ascencion Recta) y —35.141 (De-
clinacion).

Para establecer alguna correlacion con este evento,
se realizaron sobre los registros, basicamente el si-
guiente analisis:

e La correcion por la presion de los 49 registros.

e Los contajes fueron normalizados al segundo y
al metro cuadrado.

e Se eliminaron los intervalos donde el contaje
sufre una caida o es interrumpida en algin
punto.

e Los contajes de cada detector fueron sumados,
para obtener la distribucién total de cuentas
versus el tiempo, donde se busca la senal del

GRB.

e Empiricamente se buscé si hubo alguna senal
en coincidencia (en el tiempo) con el evento.

o Se realiz6 un analisis de distribuciones de fluc-
tuaciones estadisticas alrededor de 20 minu-
tos entorno al intervalo de tiempo del GRB,
del nimero de cuentas versus la desviacion
estandar, para los 8bins de cada detector en la
distribucién total de contaje.

Las figuras 9 y 10 muestran las distribuciones
mencionadas anteriormente, las curvas se ajustan
a distribuciones de Gauss, con r.m.s. en el intervalo
de 1.01 y 1.20. Se concluye que no se detecté ningun
evento significativo en ninguno de los 8 discrimi-
nadores (en los graficos se muestran solamente los
primeros 4), porque no se ha encontrado alguna fluc-
tuaciéon mayor a 4 sigmas (desviacién estandar), que
permitiria confirmar una correlaciéon con el evento
detectado por el satélite.

6.4. Limites en la Fluencia de Energia

Finalmente se realiz6 un analisis para determi-
nar los limites en la fluencia de energia del experi-
mento durante el afo 2010, es decir se seleccionaron
los 13 eventos de GRBs (GRBOX 2010), aquellos que
tienen angulos zenitales menores a 60 grados. Las
fluencias han sido calculadas como se describe en la
seccion 5, con 4 desviaciones estandar, suponiendo
que el espectro del GRBs se extiende desde la region
de 1GeV hasta 1Te¢V con un indice espectral de oo = 2.
En la figura 11a se muestran los limites que, se ex-
tiende desde 10~%erg- cm 2 hasta 10~ lerg- cm ™2, de-
pendiendo del angulo zenital y el tiempo de duracion
del evento. Se observa que la tendencia es similar a
aquella que fue reportada por INCA (Castellina &
et al. 2001) (figura 11b).

7. CONCLUSIONES

A partir de las simulaciones con el paquete COR-
SIKA se han obtenido la distribucion de particulas
secundarias que se producen al nivel de observacién
generadas por el chubasco electromagnétco del rayo
gamma primario, a partir de ello se ha determinado
la sensibilidad del experimento a los GRBs, calcu-
lando basicamente el limite en la fluencia de energia
y el area efectiva del experimento para el rango
de energia que se pretende estudiar de 1GeV hasta
1TeV. Se ha visto que INCA II es 1.8 veces mas sen-
sible que el pasado experimento INCA.

La distribucién de contaje de todos los detectores
con sus 8bins respectivos se ajustan a la curva de
gaus, que en promedio muestra una buena estabi-
lidad de los detectores en el tiempo, excepto cuando
existen cortes insesperados, ruido o rayos. Se ha es-
tudiado solo un evento de GRB, debido a que se con-
taba con muy pocos registros para analizar en co-
rrelaciéon con lo registrado por los satélites. Con la
técnica de la busqueda de anomalias estadisticas,
se han buscado sobre los registros alguna sefial que
supere 4 desviaciones estandar y también alguna
fluctuacion significativa alrededor de 20 minutos del
evento de GRB, y no se ha encontrado ningin exceso
significativo (figuras 9 y 10).

Finalmente se ha comparado la distribucién de
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la fluencia de la energia para 13 GRBs que ocu-

rrieron en el campo de vision de Chacaltaya, con
la distribuciéon del pasado experimento INCA, se ha
visto que la tendencia es similar y ademas el limite
superior de la fluencia determinado por simulacién
(figura 5) de 10~ %erg- cm ™2 es similar a aquel que se

calcula con datos experimentales (figura 11a).
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RESUMEN

Un conjunto de rutinas computacionales, disefiado para calcular y visualizar -en tiempo
real- las trayectorias de N cuerpos cargados y urgidos, en consecuencia, por fuerzas electro-
magnéticas de tipo Coulomb-Abraham-Lorentz, ha sido empleado en la solucion explicita y
completa de la ecuaciéon de movimiento del “atomo clasico”. El cédigo encargado de evaluar
el efecto de tales interacciones es de particular interés, obviamente, por contener el término
de radiacion por desaceleracion, proporcional a la derivada temporal de la aceleracién y su-
jeto de recelo por su dificil tratamiento analitico e interpretacion. Los resultados permiten
representar graficamente las trayectorias y obtener una estamacién razonable del “tiempo de
colapso” de este sistema.

Descriptores: radiacion de cargas en movimiento — técnicas computacionales y simulaciones
— electrodinamica clasica

Cédigo(s) PACS: 41.60.-m, 02.70.-c, 03.50.De

ABSTRACT

A set of computational routines has been employed for calculating in real time the trajec-
tories of N charged bodies which are acted upon by electromagnetic forces of the Coulomb-
Abraham-Lorentz type. These routines yield the complete solution of the motion equation for
the “classical atom”. The computer code that evaluates the interaction effect is interesting
in itself because it contains the radiation damping term, which is proportional to the time-
derivative of the acceleration; this is often a cumbersome analytical and interpretational
task. The results permit the graphical representation of the trajectories and, a reasonable
estimate of the “collapse time”.

Subject headings: radiation by moving charges — computational techniques and simulations
— classical electrodynamics

1. INTRODUCCION

La capacidad de los computadores actuales per-
mite ya cierta sofisticacion en el calculo y despliegue
grafico de sistemas complejos, como el problema de
N cuerpos eléctricamente cargados, el cual puede ser
simulado en tiempo real para un apreciable namero
de componentes. Se ha disefiado, al efecto, una se-
rie de rutinas (ensamble 32) de las cuales, en el pre-
sente trabajo, interesa sélo la que evalua las ecua-
ciones de movimiento; aplicindola al caso de dos
particulas con cargas y masas propias del proton y
el electrén, sistema conocido en la literatura como el
“atomo clasico”.

Un procedimiento rapido (y obvio) de estimar el

fymiguel@fiumsa.edu.bo

tiempo que tardaria un electréon en caer sobre el
protén en un atomo, clasicamente tratado, es el de
recurrir a la formula de Larmor para un dipolo rota-
torio

2r2e2wt dU

(P) 3c3 Cdt

y combinarla con las variables obtenidas para una
trayectoria circular:

9 €
mrw :—2

r

2 2

e e
U=E=_—mriw? - — = ——
2 r 2r

para obtener, con 79 = e?/mc? (radio cldsico del



20 V .M. PENAFIEL

F1G. 1.— Trayectoria eliptica estable: 20000 puntos calculados
con unicamente la fuerza de Coulomb.

electron),
dr3
dt
Integrada ésta desde rp (radio de Bohr), parat = 0,

hasta 0 para ¢ = tcoiaps0, queda, usando las magni-
tudes usuales,

_ 2
= —4ecry.

3

/r' —
tcolapso = ng =1.6 x10 11[8]. (1)

Otra manera de estimar este “tiempo de co-
lapso” es, por supuesto, la de resolver completa-
mente las ecuaciones de movimiento para tal sis-
tema. En lo que sigue, se describira la respectiva
solucién numérica, orientada a ese propésito. Si-
multaneamente, los resultados obtenidos sirven para
validar la aproximacion del esquema simulador.

2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

En un sistema aislado con N particulas cargadas,
despreciando las interacciones gravitacionales,
actuan las fuerzas de Coulomb y las de Abraham-
Lorentz; el conjunto se puede escribir:

. 7o
Eij = i%imz_ﬂjs :

N da;
/2 ?
m;a; = 7; Fi] + kg i dt ; (2)
siendo
, 1 o [ Nm?
K, = 8.988 x 10° [~

F1G. 2.— Trayectoria eliptica estable: 20000 puntos calculados
con las fuerzas de Coulomb y Lorentz. Casi indistinguible de la
que aparece en al fig. 1

/ Ko -7 N
== -
k 47 0 [A2] ’
2 1 Ns
kh==-—— =2224x 10710 [——
37 3dmeycd % [AQm]

El hecho de que, al margen de las variables, las
constantes cubren un intervalo de 25 érdenes de
magnitud no es relevante para la simulacién pues
las magnitudes de unas y otras pueden ser dimen-
sionadas internamente; sin embargo, el propésito
inmediato aqui es el de verificar la correcciéon de
las soluciones de la ec. (1); entonces, para un
tratamiento numérico apropiado es necesaria la
renormalizacién en el siguiente sentido:

= x107% t =t x 1077,

de modo que, agrupando las potencias de 10, una
vez que los valores numéricos de todas las magni-
tudes relevantes (como ¢ = ¢ = 1.602 x 10716) han
sido incluidas en las ecuaciones de movimiento (y ab-
sorbidas en las constantes auxiliares kY, kY y kY), se
tiene

md; = kY x 1024320 Fr, 1 kY 5 10014 BY, +
+EY % 10°7%q; .

Eligiendo o« = 13 y 8 = 19, se obtiene un esquema
numéricamente mas manejable:

m;d; = k1E'; + ko B’ + ksd; , 3)
con
N - .
E/l _ E _7:1 __7:33
= |75 — 77
y
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F1G. 3.— 60000 puntos de la trayectoria espiral eliptica de-
scrita por el electron sometido a la fuerza de Coulomb-Abraham-
Lorentz.

F1G. 4.— Trayectoria espiral eliptica del electrén hasta el punto
de colapso. 340000 puntos en total.

Las constantes devienen

ki = 23063.208
ks = 0.2566 |
ks = 0.0005707 ;

ademas, puesto que N = 2,
my = my, = 16726.217 ; my = m. = 9.109 .

Finalmente, las unidades a emplear durante el
calculo son [7] = [mA] (mili angstroms) y [t] = [das]
(deci ato segundos).

3. EVOLUCION TEMPORAL DEL ATOMO CLASICO

4

La forma de (3) permite “conectar” o “desconectar’
cada una de las fuerzas usando el valor inicial de las
constantes k o cambiandolo a cero, seguin el caso. Asi,
con ko = k3 = 0y los valores iniciales

r19 = —0.288 910 =10.0 z10 = 0.0
Vz10 = 0.0 vy10 = —0.000273  v;10 = 0.0
Tog = 529.2 y20 = 0.0 220 = 0.0
Vo0 = 0.0 vy20 = 0.50 Vy90 = 0.0 ,

F1G. 5.— Trayectoria eliptica estable de la carga positiva (el
proton). Corresponde a los mismos resultados de los que apare-
cen en la fig. 1 ampliados aproximadamente 1000 veces (ver las
escalas de los ejes z, y).

F1G. 6.— Trayectoria eliptica estable del proton afectado por las
fuerzas de Coulomb y Lorentz (20000 puntos).

obtenidos fijando el radio inicial del electrén igual al
radio de Bohr x4y = 75 = 529.2 [mA] y variando grad-
ualmente las velocidades iniciales, se logra -sé6lo para
la interaccion coulombiana- érbitas estables (figuras
1y5).

Las orbitas del electrén y del proton resultantes de
la accion adicional de la fuerza de Lorentz (figuras
5y 6) son casi indistinguibles de las anteriores (figs.
1y 2). Las velocidades involucradas no son, inicial-
mente al menos, suficientemente grandes para que el
efecto magnético (una pequena fuerza atractiva) sea
numéricamente significativo.

Ahora, el computo de las trayectorias cuando la
atenuacion radiativa se afiade a las anteriores inter-
acciones, se muestra en las figuras 3 y 7, correspondi-
endo al comportamiento esperado: las dos particulas
“caen” espiralmente una hacia la otra.

La evaluacion iterativa continuada para la fuerza
de Coulomb-Abraham-Lorentz implica el “colapso”
del sistema. Cuando la distancia alcanza algtun valor
pequeiio (=~ 1.4 [mA]), el algoritmo diverge. Las solu-
ciones espurias se ven en las figuras 4 y 8 en forma
de trazos rectos finales (en direcciones opuestas).
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F1G. 7.— Parte de la trayectoria del protén cuando el frenado por
radiacién es tomado en cuenta.

F1G. 8.— Trayectoria espiral del protén (plano z=0) hasta el
punto de colapso. 340000 puntos.

4. TIEMPO DE COLAPSO

La rutina de cémputo, en cada iteracion, determina
primero las distancias entre particulas luego, sucesi-
vamente, las componentes cartesianas de las fuerzas
de Coulomb y Lorentz usando las expresiones que
acompanan a la ec. (3). Para la fuerza de frenado,
a; requiere el registro de las aceleraciones previas,
de modo que @; ~ (Gigctual — Tiprevio)/At. Entonces,
hasta el primer orden (Euler), ¢; = d@;At y, posterior-
mente, 7; = U;At. El paso At = 0.05[das] mostré ser
suficiente para un comportamiento razonablemente
rapido y regular.

Como la evolucién de las trayectorias concluye
cuando, a distancias pequenas, la ecuacién de
movimiento produce soluciones espurias, los valores
no regulares deben ser ignorados para, mediante un
procedimiento de extrapolacién, encontrar el tiempo
total para el cual |4 — 7| = 0. Ahora, la distan-
cia interparticular oscila entre maximos y minimos
relativos sucesivos; el seguimiento a éstos es, por
supuesto, mas util que el registro completo. La figura
3. muestra esas dos envolventes, desde el punto ini-
cial rp hasta el comienzo de la inestabilidad.

Por otra parte, la figura 10 refleja el tratamiento
seguido para encontrar el tiempo de colapso el
cual, basicamente, consiste en el ajuste (cuadrados

600 T T T
- i
480 "o i
'a‘f}.
- ¢€} —
QE “5
E 360 [ e, .
]
2 B
&
B M0
= —
120
U o O I q
0 20000 160000 240000 320000 400000
tisrmpe [das]

F1G. 9.— Envolvente del registro de las distancias entre las
particulas en funcién del tiempo (sin tomar en cuenta el paso tem-
poral At).

a0 T T T

B

distancia [mA]

Q
350040 351632 353224 354818

tiempo [das)

356408 356000

FIG. 10.— Ajuste de la curva d = a(b — t)1/¢ a los ultimos 92
puntos regulares de la grafica en la fig. 9. Se advierte la proximi-
dad de los ceros de la ecuacion, no obstante la gran diferencia en
la inclinacién de los valores previos de maximos y m’inimos rela-
tivos.

minimos) de la funcion
d=a(b—t)/e

a los ultimos 92 puntos del registro de maximos y
minimos relativos; esto es,

a b c
Maximos 0.3656653 357527.42829 2.052633
Minimos 0.8823065 357503.12226 3.894156

y, claro, los valores interesantes son los que corre-
sponden al parametro b y no todos los digitos re-
sultan realmente significativos. Basta escribir ¢ =
3.575 x 10°[das]; el tiempo de colapso es esta canti-
dad multiplicada por el paso temporal At, esto es,

teolapso = 1.79 x 10%[das] = 1.79 x 107 [s].  (4)

El valor en (4) es cerca de diez mil veces menor que
el de (3). Probablemente la diferencia tiene que ver
con la forma de la trayectoria -muy eliptica para (3)-
y la presencia de la fuerza de Lorentz, cuya magnitud
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crece al aumentar paulatinamente las velocidades de
las particulas.

Conviene notar también que, no obstante la cu-
riosa forma de las trayectorias, especialmente la del
proton, todo el proceso tiene lugar en el plano z = 0,
como debe ser en virtud de la conservacién del mo-
mento angular.

5. CONCLUSIONES

La deduccin de la ecuacion de movimiento
de Abraham-Lorentz (2) y la discusion de sus
propiedades aparecen detalladas en varios lugares
Jackson (1975), Landau & Lifshitz (1966), Harte-
mann & Luhmann (1995). La utilidad y el interés del
atomo clasico, ya sea para encontrar soluciones es-
tables bajo radiacién electromagnética o como limite
semiclasico del atomo de Bohr, se refleja en trabajos
como Braun (1993) y Uzer et al. (1991).

La solucién numérica emprendida aqui, permite
comprobar directamente que la atenuaciéon radia-
tiva -proporcional a la derivada de la aceleracion-
conduce a resultados aceptables cuando su con-
tribucion a la ecuacion de movimiento es pequefia
-casi como una perturbacién-. En el caso presente,
esta contribucién es intrinsecamente menor en ocho
ordenes de magnitud respecto de la fuerza domi-
nante (Coulomb); el descenso espiral de la 6rbita, en-

tonces, se confirma plenamente.

Por otra parte, el ensayo con los valores iniciales
lleva a la inferencia de que las 6rbitas elipticas son
mucho mas probables que la circular. Por tanto, el
tiempo de colapso estimado a partir de la formula de
Larmor debe ser una especie de cota superior para
los tiempos de colapso.

Finalmente, para los fines que motivaron este tra-
bajo, existe confiabilidad en la simulacion de un sis-
tema de IV cuerpos cargados a condicién de que:

(i) la presencia del término de frenado por
radiacién se mantenga permanentemente
pequena respecto de las otras fuerzas y

(ii) se prevea en cada iteracion -y para todos los
componentes del sistema- una restriccion a la
aproximacion excesiva; ello se logra, sin duda,
estipulando expresamente, en el algoritmo, que
los N cuerpos deben poseer una extension finita
determinada.

Las rutinas computacionales fueron elaboradas es-
pecficamente para un entorno amigable que permita
ciertos rangos de variacion en los parametros. Se es-
pera que la version final esté disponible en la in-
terned Penafiel (2011).
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RESUMEN

Se obtiene soluciones de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) como ser la ecuacion de
Laplace para una regién plana irregular y la ecuacion del calor para una region plana circular
y regular. Para ello se utiliza el método Monte Carlo a fin de simular paseos aleatorios que se
realizan en regiones discretizadas que resultan de las EDP desarrolladas en diferencias fini-
tas. La forma de discretizacion limita las direcciones de paso entre los nodos de la regiény a la
vez asigna probabilidades de transicion entre dichos nodos. La idea de 1a metodologia es que
para determinar el valor de un nodo (i.e., la solucién de un punto de la region discretizada)
se lanza varias particulas desde el nodo y se las hace evolucionar de acuerdo a las proba-
bilidades de transiciéon hasta que choquen con el borde de la region discretizada, terminando
asi el paseo aleatorio; este borde constituye la condicion de contorno de las EDP. Se presen-
tan los resultados para la ecuacién del calor en una placa delgada para seis instantes; los
resultados de la ecuacién de Laplace se presentan mediante dos situaciones fisicas distintas:
una membrana elastica delgada estacionaria y la distribucién estacionaria de temperatura
en una placa delgada.

Descriptores: técnicas computacionales y simulaciones — métodos de diferencias finitas —
aplicaciones de métodos de Monte Carlo

Cédigo(s) PACS: 02.70.-c, 02.70.Bf, 02.70.Uu

ABSTRACT

We use the Monte Carlo method to obtain solutions of partial differential equations (PDE)
such as the Laplace equation for a flat irregular region and the heat equation for a flat circu-
lar and regular region. With this method we simulate random walks in the discrete regions
that result from the PDE developed as finite differences. The discretization process limits
the possible directions between the region nodes and assigns them transition probabilities.
To determine the value of the node (i.e., the solution for a point in the discretized region)
we launch from the node several particles and let them evolve according to their probabili-
ties until they reach the boundary region, which is the boundary condition for the PDE. We
present the results of this method for the heat equation in a thin board for six different ins-
tants. For the Laplace equation the results correspond to two different physical systems: a
stationary and elastic thin membrane and the stationary temperature distribution of a thin
board.

Subject headings: computational techniques and simulations — finite-difference methods —
applications of Monte Carlo methods

1. INTRODUCCION exclusivamente analiticos cuando las condiciones de
contorno e inicial no son sencillas, y en muchos ca-
sos no es posible encontrar una solucién analitica, en
especial problemas fisicos reales que tienen regiones
con una geometria no muy regular.
Existen varios métodos numéricos, como por ejem-
t znarf@correo.nu plo el Método ADI (Press 1995) y el Método de Crank-
Nicholson (Kreyszig 2000) que son bastante flexi-

Problemas fisicos de estado estacionario o proble-
mas de evolucion temporal son modelados a través de
EDP’s elipticas y parabdlicas respectivamente, estas
ecuaciones tienen una dificil solucién por métodos
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bles para las condiciones iniciales y condiciones de
contorno del problema, estos métodos consisten en
desarrollar las EDP’s en diferencias finitas y medi-
ante operaciones matriciales obtener la solucion. Y
en relacion a problemas que tienen regiones no tan
regulares esta el método de elementos finitos, en el
que intervienen matrices y ecuaciones integrales 1.

La importancia de la aplicaciéon del método Monte
Carlo para resolver EDP’s elipticas y parabdlicas,
radica en que se pueden asociar a un modelo pro-
babilistico artificial de factores aleatorios, transfor-
mando el proceso de la solucion del problema a sim-
ples conteos y promedios.

Un ejemplo sencillo para resolver la Ecuacién de
Laplace de una region plana cuadrada asociando un
modelo probabilistico ? se realiza con la siguiente
analogia (Sheid 1972). Un perro que estd perdido en
un laberinto cuadrado que tiene corredores interiores,
en cada interseccién escoge una direccién al azar y
sigue hasta la siguiente interseccion donde escoge de
nuevo al azar y asi sucesivamente, ;Cudl es la pro-
babilidad que un perro que parta de una determi-
nada interseccion emerja eventualmente por el lado
sur?. Segun las condiciones de contorno el lado sur
tiene el valor de 1 y los restantes lados el valor de 0, y
estas intersecciones o probabilidades son la solucion
del problema.

Entonces, el propésito del presente trabajo es,
mostrar una metodologia para resolver EDP’s a
través de dos problemas especificos; la Ecuacion
de Laplace para una regiéon plana irregular y la
Ecuacion del Calor para una region plana circular
regular.

2. DISCRETIZACION DE REGIONES

Al igual que los métodos nimericos mencionados,
la metodologia a seguir se basa también en desarro-
llar las EDP’s en Diferencias Finitas, con la finalidad
de Discretizar la Region.

.......................................................

Si se considera el Laplaciano V2u de una EDP para
una Region Plana, su desarrollo en diferencias fini-

1 Métodos Matematicos versién 30/1/2008,
http:/matematicas.uclm.es./ind-cr/metnum/index.html

2 Se asocia el modelo probabilistico a la Iteracién de Gauss-
Seidel y la Super-Relajacién

tas debe tomar en cuenta la Geometria de la Region
(forma de la Frontera).

2.1. Region Rectangular

El Laplaciano de una geometria rectangular se
debe discretizar en Coordenadas Rectangulares. En-
tonces el desarrollo del Laplaciano V?u en coorde-
nadas rectangulares es:

u 0%
2 = — [
Viu = 02 + oy?
Pu_ Utit1j) — 2V + U1
Ox? (Ax)?
Pu Ui = 2065 + Uiy
dy? (Ay)?
o2y~ i) T U1y | Vg + UG-
(Az)? (Ay)? D
—92 # + L Ui ;
(A2 T (Ay2] )

2.2. Region Circular

El Laplaciano de una geometria circular se debe
discretizar en Coordenadas Polares.

.......

Si tenemos p = iAp y ¢ = jA¢ entonces el desa-
rrollo del Laplaciano V2u en coordenadas polares es:

g2y o Lu 10w 1 0%
02 pOp  p? 02
Ou _ Uiy —Ui-1p
dp Ap
Pu _ Utit1g) — 2V + U1
9p? (Ap)?
Pu_ Uijiny = 204 + U
0¢? (Ag)?
Ugiv1, 1\ Ui-15) , Ugg+r) + Ui -1
Viy = (i+1.5) + (1 _ _.) (i—1,j + »J : \J
(Ap)? i) (Ap)? (Ap)?(iAg)?
1 1 2
‘XAmz[‘?+uA@JU“”

(2)
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2.3. Region Irregular

Una geometria se dice que es irregular cuando
las divisiones (A’s) no son constantes. Este tipo de
geometrias por simplicidad se deberian discretizan
en Coordenadas Rectangulares (Si una region circu-
lar se desarrolla en coordenadas rectangulares, esta
region llega a ser una region irregular).

frontera

' / irregular

e A Y

Las distancias a,b y ¢,d son constantes e iguales
a Az y Ay respectivamente, excepto cerca a la fron-
tera irregular en el cual a < Az y ¢ < Ay. Por tanto,
de manera general tenemos: a,b < Az y ¢,d < Ay,
entonces el desarrollo del Laplaciano VZu de una ge-
ometria irregular es:

o
oy?

V2u _ 2bU(i+17j) + 2aU(i—1,j)
ab(a +b)

1 1
-2 (E + a) U(iyj)

Para cualquier regiéon en dos dimensiones sea i-
rregular o no pero que esté desarrollada en coorde-
nadas rectangulares, se utiliza la Ec. (3) de manera
general (Véase que la Ec. (1) es un caso especial de
la Ec. (3)).

2dU; j11) +2¢U0 -1y
cd(c+d)

3

3. PROBABLIDADES DE TRANSICION

Al desarrollar las EDP’s en Diferencias Finitas,
ademas de Discretizar la Region, también se pueden
obtener Probabilidades de Transicién que se tienen
entre los nodos de la region.

Para tal objetivo, partimos de la Ec. (4) que es una
EDP homogénea que no contiene el término de la
funcién sin derivar f(,, . ), sin embargo ain esta
ecuacion es bastante general al cual se aplica el si-
guiente teorema que se propone en el presente tra-
bajo.

Teorema. En el desarrollo en diferencias finitas de
cualquier ecuacion diferencial parcial donde todos
los términos poseen derivadas de primer orden o
mayor, puede afirmarse que, el coeficiente del término
en el cual se desarrolla la serie es igual al negativo

0% 2bUy1 ) — 2(a+b)Us ) + 20Uy 5 de ?a suma de coeﬁciem%es que ocupan los términos
902 ba+0) vecinos. Entonce.g, despejandg el término en el que se
r asta desarrolla la serie, los coeficientes resultantes de los
Pu_ 2dUG 1) — 2(c+ d)Ug 5 +2cUg -1 términos vecinos pueden ser tratables como probabi-
oy2 cd(c + d) lidades.
" f(a,y,2,00) anilf(w,y,zw) O @y,z)
ﬁ(m,y,z, ) ox " + ﬁ(m,y,z,...) Ox "1 + o+ V(z,y,z,...) O
o™ f ) o ) f )
5 Y% ToYsZyee e LYo R ) L
+ (z,y,2,...) aym + /L(m,y,z,...) ay m—1 + + @(m,y,z,...) ay + (4)
an(myz ) aT_lf(zyz ) a2f(zyz )
T,Y,z — XY, 2y /.’ .’ 1/ T,Y,z = =0
G, "")8xri8yﬁ'8z’”k...+n( v )axm’ayﬁ'az’“k,,_ T ez Ox Ay

Demostracion. De la formula de interpolacion con
diferencias hacia adelante de Gregory-Newton
(Kreyszig 2000):

n

r .
f) B D (2) = Z (Z.)Nf(zo) T =2, +rAx

=0
k k—1 k—1
AFfy =D =AMy k=1,2,3,.

Se obtienen las Ecs. (5) que son las derivadas n-

ésimas de la funcién f(,, . . ), donde estas ecua-
ciones llevan una sumatoria de coeficientes binomi-
ales por cada variable que es derivado.

Estas derivadas n-ésimas pueden descomponerse
aislando un término determinado de la(s) sumato-
ria(s), en este caso; cuando (i = a) en la primera y
cuando i =a A j=b A k=c A ...)en la segunda.
Resultando de esta manera las Ecs. (6).

Entonces, al desarrollar alrededor de (z.,s,...) la
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Ec. (4) en Diferencias Finitas utilizando las Ecs. (6) ~se reemplazaron dos términos representativos pero
se obtiene la Ec. (7), donde la funcién en el punto de ~ generales; la derivada n-ésima de una variable y la
desarrollo esta despejada (a modo de ilustracién solo  derivada r-ésima cruzada).

" faye (D" ¢ (7

1=0
0" f@,y.2,) =4 CARCARC itk (T (T [Tk
6x"iay”jaznk L (A:C)"?(Ay)”J(Az)"k ;;;(—1) (z) (] ><k> ...f(wi,,yj,zkwn)
| (5)
"fwy.) (=" af M - it1(n
et = (e |0 () e = 0 (e
i#a
3nf(m7y7m) - (=)™ a4+ b+ [T\ [Ty
dz iy ... (Ax)mi(Ay)m ... (=1) (a) ( b> R ©
i=0 j=0 ! J
ita Aj#£b A...
. -1 (_1)n = RV n (_1)T
i#a
Ty T i r; Tj (7)
Sy (2 (D)
i=0 j=0
iF#Ea AjFEb AL

Por tanto, haciendo uso de la siguiente propiedad (i=a A j=b A k=c A ...). Entonces:
de coeficientes binomiales (Spiegel 1986):

o))+ (0) i) S (5) ()
(i) S5 (B (1) -

i=0 j=0 J

Se puede aislar y despejar el coeficiente cuando (i = ita njb A

a), y de manera semejante cuando existe una com-

posicién de coeficientes binomiales, es decir cuando (_1)a+b+”' (nz> (ZL)J ) o
a
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Finalmente, utilizando estas dos ultimas igual-
dades al sumar todos los coeficientes de los términos
fez;v;..) del numerador (términos vecinos) de la
Ec. (7), resulta que, la sumatoria es igual al denomi-
nador del mismo 2.

Entonces, al ser distribuido el denominador a todos
los términos feiw;s la sumatoria de los coeficientes
resultantes es igual a la unidad. Con tal resultado
queda demostrado el Teorema propuesto aplicado a
la Ec. (4). O

3.1. Normalizacion de Coeficientes

Los coeficientes de la Ec. (7) cuando se reparte el
denominador pueden tener valores; positivos, nega-
tivos 6 ceros. Pero la sumatoria de dichos coeficientes
es igual a la unidad. Véase el siguiente esquema.

1:Zc+—Zc_+ZCO

1
—
S S Stet
_CI;
—4 —3 -2 —1 0 1 2 3 4 5 R

Pero al cambiar el signo de los coeficientes nega-
tivos a positivo se obtiene el siguiente esquema.

Zco Zc*—f—Zc’

R

En el cual la longitud de un determinado coefi-
ciente ¢, (sea positivo, negativo o cero) y la longi-
tud total no cambia. Por tanto, se puede normalizar *
los coeficientes cambidandole el signo a los negativos
y dividiendo a cada coeficiente por la longitud total.
Entonces, estos coeficientes resultantes de la norma-
lizacién pueden ser tratables como Probabilidades.

4. EL METODO MONTE CARLO

La Region Discretizada mas las Direcciones y
Probabilidades de Transicién obtenidas mediante el
desarrollo por Diferencias Finitas, nos permite rea-
lizar Paseos Aleatorios en dicha regién. Ademas es
necesario la generaciéon de Numeros Aleatorios en
toda la trayectoria del paseo aleatorio, siendo este el
fundamento del método Monte Carlo.

3 También se puede llegar al mismo resultado utilizando de-
sarrollos de interpolacién con diferencias hacia atrés o diferencias
centrales

4 Si al aplicar el Teorema a una ecuacién, todos los coeficientes
resultan positivos, no es necesario realizar el proceso de normal-
izacién

El algoritmo del método Monte Carlo para aproxi-
mar u consiste en lo siguiente: Para conocer el valor
de solucién v en un nodo (7, j) de la region, se larga
una particula desde ese nodo y se la hace evolucionar
de acuerdo a las direcciones y probabilidades de tran-
sicion calculadas, hasta que choca con la frontera de
la regién 5, almacenédndose el valor del dato de fron-
tera en ese punto. Se repite este procedimiento para
una gran cantidad de particulas, y se estima el valor
de u(; ;) como el promedio de esos valores. Grafica-
mente se muestra a continuacién paseos aleatorios
en regiones rectangulares y circulares respectiva-
mente.

4.1. Condiciones de Frontera

Si una particula simulada llega a una frontera que
tiene Condiciones de Contorno de Dirichlet o Condi-
ciones Iniciales, termina el paseo aleatorio de la
misma. Pero no sucede lo mismo cuando la particula
llega a una frontera que tiene Condiciones de Con-
torno de Neumann, en este caso se debe desarro-
llar el gradiente en diferencias finitas centrada en
la frontera.

Ou Uity = Ui-1,)
ox 2Ax
Donde U;1; ;) estd fuera de la region. Si el gra-

diente es igual a cero entonces se tiene U(; ;1 ;) =
Ugi-1,5) que puede ser reemplazado en la ecuacién

5 Dependiendo de la condicion de frontera; Dirichlet, Neumann
o Condiciones Iniciales la particula termina o continia el paseo
aleatorio
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F1G. 1.— Solucién de la Ecuacién del Calor Analitica y por Monte
Carlo

que lleva las probabilidades de transicién para
generar una nueva ecuacion, que se utiliza cuando
la particula llega a esta frontera.

4.2. Comparacion de resultados

Se compara soluciones obtenidas por este método
con soluciones analiticas de problemas que tienen
condiciones de Dirichlet, Neumann e Iniciales.

e En la Fig. (1) se muestra la solucion de la
Ecuacion del Calor unidimensional para diez
instantes de tiempo.

e En la Fig. (2) se muestra la solucion de la

Ecuacion de Laplace bidimensional.

Comparando la solucién Analitica con el Método de
Montecarlo para 100, 1000 y 10000 particulas en am-
bos casos.

5. LA ECUACION DE LAPLACE

Se resuelve la Ecuacion de Laplace, Ec. (8), en co-
ordenadas rectangulares para una region irregular
en el plano, ver Fig. (3).

Viu=0 8

Entonces u = u, ,). El problema tiene condiciones
de contorno de Dirichlet y Neumann que se listan a
continuacién.

U(z,0) = 60 (6<z<8) V(12 <z <14)
8”(;7’;'”=0 (8<z<12)A(y=0)
Uz, 6) = 100 6<z<9

Uz, 12) =0 0<z <12

u(o,y) = 1004/1 — (y?_g)Q 6<y<12

u(e,y) = 100 6 <y <12

U(z,y) =0 0<z<6)A(0<y<6)
U(z,y) =0 (O<z<IYA(0<y<6)

Para desarrollar la Ecuacion de Laplace en dife-
rencias finitas, se reemplaza el Laplaciano en coorde-
nadas rectangulares para una region irregular, que
es la Ec. (3), en la Ec. (8).

2b U(i+1,j) + 2a U('L'fl,j) i 2dU(,LJ+1) + 2CU(i7j,1)
ab(a +b) cd(c+d)

1 1
_2 —_— —_— R p—
(ab + Cd> U(w) 0

Luego, segin la definicion se procede a despejar el
término central U, ;.

bed acd
Uiy — " Uiy — U
(4,9) (a + b)(ab + cd) (i+1,5) T (a + b)(ab + cd) (i—1,5)
abd abc

. y. . IR § S
T T D@t ed) Y T T d)(ab ted) Y

En el cual se tiene, cuatro direcciones de tran-
sicion: U(’i+1.,j)? U('L'fl,j)? U(i,j+1) y U(,L'ﬁjfl), entonces
el paseo aleatorio se realiza en el plano, donde las
condiciones de contorno son los bordes de la region
plana, ver Fig. (3). Y las probabilidades de transicion
a esas direcciones son los valores de sus respectivos
coeficientes.

5.1. Resultados

Los resultados obtenidos se  presentan
graficamente para dos situaciones fisicas distin-
tas:
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F1G. 3.— Dimensiones espaciales de la region plana irregular.
2 También se muestran tres paseos aleatorios
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F1G. 5.— Se muestra la solucién de la Ecuacién de Laplace para
la Temperatura estacionaria en una placa delgada

o Mmoo @M o O

1. Una membrana eldstica delgada estacionaria.
Que es deformada en los bordes segun las
condiciones de contorno dadas, ver Fig. (4).

F1G. 2.— Solucién de la Ecuacién de Laplace Analitica y por 2. La temperatura estacionaria en una placa del-
Monte Carlo
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F1G. 6.— Dimensiones espaciales de la region plana circular reg-
ular. También se muestran tres paseos aleatorios

=

i

73

B

F1G. 7.— Se muestran tres paseos aleatorios realizados en la
regién discretizada del problema (volumen cilindrico).

gada. Los bordes estan a temperaturas segun
las condiciones de contorno, ver Fig. (5).

6. LA ECUACION DEL CALOR

Se resuelve la Ecuacion del Calor, Ec. (9), en coor-
denadas polares para una region circular regular en
el plano, ver Fig. (6).

10u

Viu=—-—

K Ot

Entonces u = u, 4. La condicion Inicial mas las
condiciones de contorno de Dirichlet y Neumann que

9

tiene el problema se listan a continuacion.

u(p,d,,t) =100 t=20
400 3
U(2,p,t) = gﬁb 0<d< il
400 3 3
W(2,p,t) = 200 — gé Zﬂ— < ¢ < 57}'

2
¢— g7 3
Uer, 1) = 100 1—< — 0<o<gm

‘Zﬂ'
Ou(p,g,1) _ _
u(py.%ﬂ’t):o 2<p<T
1
U(4,p,t) = 0 571' <¢o<m
1
U(5,p,t) = 0 571' <¢o<m
U(p,%yt):() 4<p<h
U(p,m,t) = 0 4 < p<5H

La Ec. (2) es el desarrollo de la parte espacial de
la Ecuacion del Calor, y de la parte temporal, es la
Ec.(10).

Ou _ Uijm = Uligk-1)
ot At
Por tanto, reemplazando la Ec. (2) y Ec.(10) en la

Ec.(9), se obtiene el desarrollo en diferencias finitas
de la Ecuacién del Calor.
Uit1,5.k)

1N\ Uii—1,5,k)
(Ap)? < i) (Ap)?
Ugi + Uiy , L o
Utk

(10)

(Bp)(180)°
! L, 2 (Ap? -
(Ap)? { it GaeE T m} Uiy =0

Realizando los siguientes cambios de variable para
una mejor manipulacion:

S S
T YT Gagr 0T
Se procede a despejar el término central U ;1
segun la definicion.

U, _ o U, + O‘(l -) U
(i,3,k) = 1+ a2+28—17) (i41,5,k) T+a(2+238—7) (i—1,5,k)
af af
[ O § PP [ SO
+1 o+ 28 =) Lk +1 e+ 28 =) LR

1
- Ui
+1+o¢(2+2ﬁ—'y) (i,4,k—1)

En el cual se tiene, cinco direcciones de transicion,
cuatro espaciales: U(i+1,j,k)7 U(i*l.’j,k)a U(i,j+1,k)?
Ui,j—1,k) y una temporal U, ; ;—1). La direccion tem-
poral hace que el paseo aleatorio se realice en un
volumen cilindrico, ver Fig. (7), donde las superficies
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)

F1G. 8.— Se muestra la solucién de la Ecuacién del Calor de una regién plana circular regular para seis instantes de tiempo consecu-
tivamente, posteriores a la condicién inicial. La paleta de colores muestra el rango de temperatura de 0 a 100.

oH&EBEER

a)

F1G. 9.— Solucién de la Ecuacién de Laplace en coordenadas polares para una regién plana circular regular. El inciso a) muestra la
temperatura estacionaria en una placa delgada. El inciso b) muestra a una membrana elastica delgada estacionaria.
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laterales son las condiciones de contorno y la super-
ficie inferior es la condicién inicial.Y las probabili-
dades de transicion a esas direcciones son los valores
de sus respectivos coeficientes.

6.1. Resultados

Los resultados obtenidos son presentados
graficamente mediante seis instantes de tiempo
consecutivos, posteriores a la condicién inicial, ver
Fig. (8). El primer inciso de la grafica muestra
que predominan las Condiciones Iniciales en un
comienzo, mientras que el ultimo inciso, muestra a
las Condiciones de Contorno como predominantes.

Finalmente, en un tiempo relativamente largo, solo
sobrevive la informacién de las condiciones de con-
torno y la informacion de las condiciones iniciales
desaparece totalmente. Entonces los resultados de
la Ecuacion del Calor deben desembocar en los re-
sultados de la Ecuacion de Laplace al transcurrir el
tiempo.

Entonces para fines comparativos, se obtiene la
solucién de la Ec. (11), que es la Ecuacién de Laplace
para este problema, cuyos resultados se muestran en
la Fig. (9).

Observando la Fig. (8) y la Fig. (9), se puede com-
probar, que en un tiempo relativamente largo, el pro-
ceso de difusion del calor se detiene llegando a un
estado estacionario.

7. CONCLUSIONES

El método Monte Carlo aplicado para resolver
EDP’s es destinado especialmente para las ecua-
ciones Elipticas y Parabdlicas, porque estas modelan
fenomenos que inducen un proceso de achatamiento
o promediado, donde las ecuaciones de Laplace y del
Calor abordados en este trabajo son un buen ejemplo
de este tipo de EDP’s.

La eficacia del método se comprueba al com-
parar resultados en problemas que tienen soluciones
analiticas, obteniéndose buena aproximacién a me-
dida que se aumenta el numero de particulas en las
simulaciones. Por tanto se aplica el método con la se-
guridad de obtener buenos resultados en problemas
que tienen regiones no muy simétricas los cuales no
tienen una solucién analitica.

Por otra parte, en este trabajo se resolvieron pro-
blemas que tienen dos dimensiones espaciales, tanto
en la Ecuacién de Laplace como en la Ecuacién del
Calor. Pero el método se puede extender a tres di-

@ n 10u 1 &u —0 (11) mensiones espaciales sin ninguna dificultad en am-
0p2  pdp  p? 0> bos casos, porque lo tinico que cambia es, el aumento
en una dimension de la region discretizada en el cual
se realiza el paseo aleatorio.
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RESUMEN

Se presenta un método iterativo para la correccion de las aberraciones de un microscopio
electrénico de transmisién de alta resolucién (con resolucién puntual de 1.77 A). E1 método
se basa en la técnica de correlacion de fase compensada para el alineamiento de las imagenes
experimentales. La técnica empleada permitié calcular la funcion de onda de los electrones
en el plano de salida de 1a muestra antes de pasar por el sistema de proyeccioén y ser afectada
por la aberracion esférica de la lente objetivo. Se comprobé que la resolucion fue mejorada
hasta por lo menos 1.4 A. La resolucién de los “dumbbells” de silicio confirma este resultado.
Se puede realizar pruebas adicionales con otros materiales para determinar la resolucién
alcanzada.

Descriptores: microscopia electronica de alta resolucion — aberraciones 6pticas — proce-
samiento optico e imagenologia

Cédigo(s) PACS: 68.37.0g, 42.15.Fr, 42.30.-d

ABSTRACT

We present an iterative method for the correction of aberrations in an high resolution trans-
mission electron microscope (with point resolution of 1.7 A). The method is based on the tech-
nique of compensated phase correlation for the alignment of the experimental images. This
technique helped us for calculating the wave function of electrons in the outgoing plane of the
sample before passing through the projection system and be affected by the spherical aberra-
tion of the objective lens. We found that the resolution has been increased at least by 1.4 A.
The resolution of silicon dumbbells confirm this result. Additional tests with other materials
can be made to determine the achieved resolution.

Subject headings: high-resolution transmission electron microscopy — optical aberrations —

imaging and optical processing

1. INTRODUCCION

La nanotecnologia ha tenido un avance significa-
tivo hasta el dia de hoy, debido a esto, nace la necesi-
dad de caracterizar sistemas cada vez menores. Un
instrumento util para esta caracterizacion es el mi-
croscopio electronico de transmision. Este microsco-
pio nos permite analizar muestras con resolucion
atémica, pero las imagenes obtenidas tienen aberra-
ciones e imperfecciones, debido a las limitaciones del
microscopio.

Existen métodos para corregir estas aberraciones,
ya sea el corrector en la columna del microscopio, de-
sarrollado por Haider y que recién empez6 a operar
como un prototipo en el laboratorio de microscopia
electronica del Forschungszentrum de Jilich, el afio
2003 con el Prof. Knut Urban, estando disponible

ftelleria@fiumsa.edu.bo

comercialmente en el microscopio Titan 300 de la
FEI, el ano 2005; o mediante técnicas computa-
cionales que mejoran la calidad de la imagen, dando
informacién mas exacta al momento del analisis de
la muestra.

2. TEORIA
2.1. TEM

Un microscopio electrénico de transmision, (TEM,
Transmission Electron Microscope), es un instru-
mento que wutiliza electrones de alta energia
(tipicamente entre 200 — 300keV) en lugar de luz,
esto, debido a que la longitud de onda de De Broglie
de los electrones es menor que la longitud de onda
de la luz (William & Carter 1998). Las fuentes de
estos electrones, que normalmente se encuentran
en la parte superior del microscopio, pueden ser
cafiones termoidnicos compuestos por un filamento
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Sin resclver
Resuelta Criterio de
Rayleigh
a) ki c)

FiG. 1.— a) Perfil de intensidades del disco de Airy para
dos fuentes puntuales que se pueden resolver. b) Los discos
estan separados tal que el maximo de una coincide con el
minimo de la otra. La distancia entre picos estd dada por
R. ¢) Los dos discos de Airy estan tan cerca que no se puede
llegar a distinguirlos.

de tungsteno o LaBg, también mediante un cafién de
emision de campo. Este dltimo trabaja con campos
eléctricos intensos para arrancar electrones del fila-
mento (William & Carter 1998).

Para poder analizar una muestra, esta debe ser
los suficientemente delgada para que los electrones
puedan atravesarla.

Los haces de electrones son difractados por la
muestra y luego proyectados por un sistema de
lentes magnéticas. Debido a la naturaleza cilindrica
de las lentes, los haces mas préximos al eje 6ptico,
convergen después que los haces lejanos a éste,
este efecto es conocido como aberracién esférica
(Born & Wolf 1959). La aberracion esférica en un
TEM, solo puede ser corregida quebrando la simetria
cilindrica de las lentes, mediante sistemas de multi-
polos (Haider et al. 1998; Scherzer. 1949) introduci-
dos en la columna del microscopio o mediante una
técnica de reconstruccion de la funcion onda de los
electrones antes de atravesar la lente objetiva (plano
de salida de la muestra)via software. Este ultimo
puede ser mediante iteraciones(IWFR) o maxima
probabilidad (MAL) (Meyer et al. 2002; Allen et al.
2004; Coene et al. 1996).

Finalmente, los electrones son proyectados a un
sistema de deteccién.

2.2. Resolucion

La minima distancia entre dos puntos que el ojo
humano puede distinguir o resolver es tipicamente
entre 0.1 — 0.2mm, dependiendo de cuan buena sea
la vista. A esta distancia se la denomina resolucion.
Un instrumento util para poder resolver distan-
cias interatémicas, es el TEM. Los TEM de alta
resolucion (HRTEM high resolution TEM) actuales
tienen resoluciones menores que un angstrom (0.5A
para el TITAN-ULTIMATE y 0.8A para el JEOL
JEM-ARM200F, ambos con correctores de aberracion
esférica en la columna del microscopio)(www.fei.com;
www.gatan.com).

El poder de resolucién de un microscopio es difer-
ente a su magnificacién. Magnificar una fotografia
indefinidamente usando lentes de mayor potencia,
solamente hara que la imagen se ponga borrosa e
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F1G. 2.— Semiangulos mas importantes en TEM. «

semiangulo de convergencia del haz, 8 semiangulo de
coleccion y 6 semiangulo de dispersion.

ilegible. Por lo tanto, una mera ampliacién no mejora
la resolucién.

La resolucién angular R de un sistema o6ptico se
puede estimar (a través de la abertura y la longi-
tud de onda de la luz), por el criterio de Rayleigh
(William & Carter 1998). Este criterio afirma que dos
fuentes puntuales son resueltas cuando el maximo
de difraccién principal de una imagen coincide con
el primer minimo de la otra, como se muestra en la
Fig.1.

Considerando la difracciéon por una abertura circu-
lar, se tiene:

A

sen()

D =1.22 (1)
El factor 1.22; se deriva de un calculo de la posicién
del primer anillo oscuro central del disco de Airy,
dado por la difracciéon del patron. Para el caso del
microscopio, la resolucion depende de la abertura an-
gular y se representa como:
A
R=0.61-. (2)
B
A es la longitud de onda de la luz que incide la mues-
tra y 3 es el semiangulo de coleccion, entre el eje
optico y la abertura objetiva, como se muestra en la
Fig. 2.

2.3. Contraste en el TEM

El contraste en una imagen se origina porque los
electrones que inciden en la muestra, con intensi-
dades uniformes, pierden esa uniformidad al ser dis-
persados. Esta diferencia de intensidades es captada
por el sistema de deteccion y traducida como con-
trastes en la imagen. Cuando formamos imagenes
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usando un TEM, podemos obtener la imagen con el
punto central, o utilizar los electrones dispersados.
La manera en que se eligen los electrones para for-
mar las imagenes es incertando una abertura en la
lente objetiva, como se muestra en la Fig. 2. Esta
bloquea la mayor parte del patron de difraccion, ex-
cepto aquellos haces que atraviesan la abertura de
la lente objetiva. Usando las unidades externas del
microscopio podemos mover dicha abertura para se-
leccionar los haces que pasaran. Si el haz directo es
seleccionado llamamos a la imagen resultante, ima-
gen de campo claro, y si seleccionamos los electrones
dispersados llamamos a la imagen resultante, ima-
gen de campo oscuro. Para obtener imagenes de alta
resolucion utilizamos todos los haces, los difractados
y el haz directo.

El contraste de fase se origina por la diferencia de
fase en los electrones difractados (Willian & Carter
1998). Este contraste es dificil de interpretar porque
es sensible a muchos factores, como ser, el grosor
de la muestra, orientacién cristalografica o factores
de dispersion de la muestra y variacion del foco
o astigmatismo de la lente objetiva. Estos factores
pueden ser optimizados para obtener imagenes con
resolucién atémica.

La distincion entre imagenes de contraste de fase y
otra forma de imagenes TEM, es el nimero de haces
colectados por la abertura objetiva, utilizados para
formar la imagen.

Imagenes con contraste de fase, requieren la se-
leccion de todos los haces difractados.

2.4. HRTEM

En la difraccion clasica de la microscopia
electronica de transmisiéon, la imagen puede ser
construida utilizando un haz (difractado o trans-
mitido) ver Fig. 2. Sin embargo, en la microscopia
de alta resolucion (High Resolution Transmission
Electron Microscopy), se usa el contraste de fase.
Esta técnica de imagen, permite obtener mayor
resolucion (Allen et al. 2004). La funcion de onda de
los electrones difractados por la muestra, al pasar
por el sistema de lentes magnéticas, es modulada
por una funcién proporcional a exp(—ix(u)), donde
Xx(u) es la funcién de modulacién en fase de la lente
objetiva y u la distancia en el espacio reciproco. Esta
funcién describe como se modula la funcion de onda
al propagarse hasta el plano imagen y esta dada por:

x(u) = TAA fu? + 0.57A3Csu’. 3)

Donde X es la longitud de onda de los electrones y
Cjs la aberracion esférica de la lente objetiva. Usando
la ecuacién 3, se encuentra la funcion de transferen-
cia para el proceso de formacion de la imagen, que
esta dada por (Willian & Carter 1998).

Tr(u) = 2sin(x(u)). 4)

Esta funcién modula las intensidades de los elec-
trones difractados por diferentes planos atémicos,
como se muestra en la Fig. 3.

La funcién de transferencia no se extiende in-
definidamente para altas frecuencias u, porque es
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Fi1G. 3.— Funcién de transferencia versus la frecuencia
espacial u, acotada por la funcién envolvente (linea pun-
teada), Af = —100 nm, C's = 2.2 mm. Imagen tomada del
libro "Transmission electron microscopy Imaging III”.

acotada por una funcién envolvente que depende
de los factores del microscopio, como ser aberracion
cromatica, coherencias espaciales y temporales. La
presencia de ceros en la funcion de transferencia,
significa brechas en la salida del espectro que no
contribuyen con la sefial; es como si esas frecuen-
cias estuviesen filtradas. El primer cero de la funcion
de transferencia indica la resolucién puntual del
microscopio y en el valor de frecuencia espacial
donde la envolvente se anula, se conoce como limite
de informacién.

La mejor funcién de transferencia es aquella con
menor numero de ceros y engloba valores mayores
de alta frecuencia espacial.

Scherzer en 1949, (Scherzer. 1949), propuso que la
funcién de transferencia podria ser optimizada com-
pensando el efecto de la aberracién esférica con un
valor negativo particular de Af.

Este valor es conocido como “Desfocalizacion de
Scherzer o foco de Scherzer” representado como:

Afsen = —1.2(CsA)? (5)

Con este valor de foco, la funcion de transferencia
se optimiza de tal manera que tiene el maximo valor
posible de la frecuencia espacial u antes del primer
cero. Si propagamos la funcion de onda que sale de
la muestra ¢y(r) (plano de salida) hacia el plano de
observacién, donde se obtiene la imagen (plano ima-
gen) mediante el sistema de lentes magnéticas con
aberraciones coherentes ¢(r), esta propagacién puede
ser descrita por la siguiente convolucién (Allen et al.

2004):
Y(r) = 1o(r) @ t(r) (6)

Si se expresa esta funciéon de onda en el espacio
reciproco se obtiene:

U (u) = Wo(u)T'(u) @
Donde T'(u) es expresada como:
T(u) = A(u)exp[—ix(u)]. ®

A(u) es una funcién cuadrada igual a la unidad
para valores de |u| < umqe ¥ cero paro otro valor.
Umaz €8 el valor de frecuencia espacial, que coincide
con el limite de informacion.

Para el caso bidimensional, el vector u en el espacio
reciproco esta dado por el niumero complejo w = Au,+
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iAu, (Meyer et al. 2002), y la funcién de modulacién
para este caso esta dada por (Meyer et al. 2002):

27

x(w) = - Re O.5Afw*w+icsw*2w2 ®

2.5. Coherencia espacial

Debido a que la fuente de electrones tiene un
tamarfio finito, el haz contiene una distribuciéon de
direcciones incidentes. Estas son cuantificadas por
la convergencia del semiangulo 5. La funcion de co-
herencia espacial esta dada por (Allen et al. 2004):

Ees(u) = eap {—% [(%x(mr} .

2.6. Coherencia temporal

(10)

La diferencia de energias de los electrones al salir
del cafion, hace que el haz de electrones sea tem-
poralmente incoherente. Aunque la dispersién en e-
nergias del haz incidente sea de pocos eV, la diferen-
cia en la longitud focal de la lente objetiva para dis-
tintas energias es relevante. La funcion de coheren-
cia temporal se expresa como (Allen et al. 2004):

Ea(u) = exp {—AT [%X(u)} } . (11)

Donde A es la propagacion del foco, debido a las fluc-
tuaciones de corriente en las lentes magnéticas.

2.7. Serie focal

Este método, consiste en tomar una serie de
imagenes de una misma muestra y region, a di-
ferentes focos. Esto se debe a que cada imagen lleva
consigo diferente informacion de la funcién de trans-
ferencia, con su respectivo foco. Toda esa informacion
de las funciones de transferencia es utilizada para
poder reconstruir la funciéon de onda de los electrones
en el plano de salida, mediante métodos iterativos.

2.8. Alineacién de imdgenes

Durante el proceso de adquisiciéon de imagenes, la
muestra puede desplazarse debido a diversos fac-
tores externos, como temperatura y vibraciones. Por
ese motivo, es necesario alinear todas las imagenes
para realizar la reconstruccion de la funcién de onda.
Una forma de alinear es usar el método de co-
rrelacion cruzada entre dos imagenes, que esta dada
por Co(r)=FFT~![a}az], donde a; y ay son las trans-
formadas de Fourier de las imagenes y * indica la
conjugada; sin embargo el método no es eficiente
para imagenes periédicas. E1 método de correlacion
de fase, que utiliza un analisis del dominio de las fre-
cuencias espaciales, estima el desplazamiento entre
dos imagenes del mismo objeto con distinto foco.

Considerando dos imagenes i; e io y aplicando la
transformada de Fourier en 2D, se obtienen I; e I,
(Meyer et al. 2002). La funcién de correlacion de fase
esta dada por:

(12)

Cp(r) = FFT™! [F(u) Il } .

17 Io|

Donde FFT~! es la transformada rapida de Fourier
inversa, F'(u) es un factor real, isotrépico y positivo,
que se usa para suprimir la influencia de altas fre-
cuencias, que en muchos casos son solamente ruido y
|17 I5| es el médulo del producto de las transformadas.
Para obtener una correlacion de fase con mayor
precision, se puede compensar la correlacion y asi en-
contrar la diferencia exacta de foco entre cada ima-
gen. Esta compensacion esta dada por la funcién:

cos(x(u))I7 1>
lcos(x(u)) ;12 + h| |’

donde h es un factor positivo que evita la existencia
de ceros en el denominador.

Cro(r) = FFT! | F(u) (13)

2.9. Método de reconstruccién de la funcién de onda
de salida

Este es un método cuyo objetivo es encontrar
una imagen sin aberracion esférica. Para la recons-
truccién de la funcién de onda de salida mediante
iteraciones, se deben seguir los siguientes pasos
(Allen et al. 2004):

1. En una serie de imagenes, cada una tomada
con diferente foco, el algoritmo necesita una
semilla, que en este caso es la fase para cada
uno de los planos de las imagenes. Se establece
la fase inicial ¢} = 0 para todos los planos.

El superindice indica la primera iteracion
(G=1 y el subindice n indica el nimero de
imagenes.

2. La funcion de onda se
Ph,(r)=/ I (r)explig],(r)].

3. Calcular la transformada de Fourier de la
funcién de onda para cada plano y obtener
U7 (u). Propagar estas funciones al plano de sa-
lida donde Af = 0.

define

como,

W, o(u) = W, (u)[T(w) Eg(w) Ea(w)] ™. (14)
\Ilfljo(u) es la funcion de onda propagada para
cada plano n.

4. Se construye la funcion de onda promedio
N
\Ilg;ro(u)=%z ¥/ ,(u). Donde N es el nimero
n=1
total de imagenes.

5. Propagar la funcién de onda promedio al plano
imagen, para cada imagen con su respectivo
Af, obteniendo la nueva funcién de onda:

I (u) = W

w)[T(u) Es(u) Ea(u)] (15)

iro(

6. Al obtener la transformada inversa de Fourier
de la funcién encontrada en el paso 5 se tiene

Wi(r)=

I3 (r)expli¢i (r)], para cada imagen.
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F16. 4.— Diagrama del flujo del método reconstruccion de
onda mediante iteracién. FFT representa la transformada
de Fourier rapida.
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7. Calcular la suma de errores cuadraticos, para
cada imagen usando:

z(\/f—m—ﬁ)

SECI = (16)
> (In(r))
Las sumatorias se dan sobre cada pixel de las
imagenes.

8. Calcular el promedio SEC], = Z SECY.

9. S8i SECJ '-SEC],, es menor que ¢, donde ¢

es un parametro de convergencia adecuado, la

a2
l' 3 :” .im-&fh:_

F1G. 5.— a) Imagen de referencia para el método de serie focal.
b) Imagen alineada con respecto a la imagen a), donde la parte os-
cura indica cuanto se desplazé la imagen (en pixeles) para quedar
alineada.

funcién de onda reconstruida es completada y
esta imagen esta dada por la transformada in-
versa de Fourier de U7 (u).

pro

En la Fig. 4 se tiene el diagrama de flujo para la
reconstruccion de la funcién de onda.

3. PROCEDIMIENTO DE ALINEACION DE LAS IMAGENES

Se utilizaron 8 imagenes de alta resolucion de do-
mos de germanio crecidos en un substrato de Si(001)
orientados en el eje de zona [110] (Motoro et al.
2009), con una variacién de foco de —5nm entre e-
llas. Las imagenes fueron tomadas en un microscopio
JEOL JEM-3010URP, de 300keV. De las 8 imagenes
de 1024 x 1024 pixels, se tom6 una (donde la infor-
macion esté centrada) y se la utilizé como referencia
para el alineamiento de las demas. Para la funcién
F(u), mencionada en la ecuaciéon 12, se eligié una
gaussiana bidimensional, porque cumple con las ca-
racteristicas dadas.

Utilizando el entorno matematico
“Digital M icrogmph®” (www.gatan.com) y usando
la ecuacion 13; se encontré la funciéon de correlacién
de fase compensada, que permitié cuantificar el
desplazamiento (en pixeles) de una imagen con
respecto a la imagen de referencia y la diferencia de
foco entre cada una de ellas, la correccién de foco
encontrada fue de —8nm. Con esa informacién se
corrigié la imagen desplazada para que quede perfec-
tamente alineada, ver Fig. 5. Este procedimiento fue
realizado para cada una de las imagenes restantes.
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AF = —1207m Af =—152nm

- A =-=160nm

Af =—128nm

Af =—136nm A =—168nm

Fi1G. 6.— 8 iméagenes alineadas (512 x 512 pixeles) para
realizar la serie focal. Cada una de ellas se encuentran a
distinto foco Af.

Una vez completado el alineamiento de las
imagenes, se escogié una regién en la que todas
contengan la misma informaciéon. De todo el juego
de imagenes alineadas se selecciono una regién de
512 x 512 pixeles, comun a todas ellas, ver Fig. 6.

4. RECONSTRUCCION DE LA FUNCION DE ONDA EN EL
PLANO DE SALIDA

Usando el algoritmo descrito en la secciéon 2.9, se
encontré las funciones de onda para cada imagen,
con una fase inicial ¢} = 0.

Utilizando las ecuaciones 9 y 10, se calculé la
funcion de coherencia espacial, que esta dada por

Ees(ug, uy) = exp{—B*m[Af (uz + uy) +
+OsA N (ul + ui) +
+CsA? (uZuy + uwui)]z} amn

De igual forma la funcién de coherencia temporal
se calculé con la ecuacion 11 y haciendo las opera-
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F1G. 7.— Imé&genes de la amplitud y fase de la funcién de onda
reconstruidas.

ciones adecuadas se llegé a la siguiente expresion

(ATTN)?

1 (18)

EA(tg,uy) = exp| — (uf +up)?|.

Con la ecuacién 14, se propagaron las funciones de
onda al plano objeto, donde A f = 0.

El arreglo bidimensional dado por el producto
de las tres funciones mencionadas anteriormente,
tiene regiones cuyos valores son cero, debido a la
funcién T'(u), por lo que al momento de propagar
las funciones, existen valores infinitos en dichas re-
giones. Estos valores impiden seguir con el desarrollo
del método y para evitarlos, se adicioné un valor
pequeno al producto de las funciones espaciales, tem-
porales y de aberracion coherente, antes de la propa-
gacion. Posteriormente, se realizoé los pasos del 4 al 9
mencionados en la seccién 2.9.

Los parametros que se usaron para realizar el
método, fueron: A = 0.01969 A, (correspondiente a
electrones de 300keV), Cs = 7% 10% A, A = 32 A,
B8 = 0.00017ad, tmeez = 0.77 A1 y el pardmetro de
convergencia elegido fue ¢ = 0.0001.

Con estos valores y haciendo uso del diagrama de
flujo mostrado en la Fig. 4, se realiz6 la primera i-
teracion. El valor de la suma de error cuadratico fue
SEC,,, =0.716604 y como se mostré en el paso 6 de
la seccion 2.9, se obtuvo la nueva funcion de onda,
de la cual, separando la parte imaginaria se adquirié
las fases para cada imagen y con la parte real las
imagenes relacionadas con la amplitud.

Estas nuevas fases se introdujeron en la funcién de
onda mostrada en el paso 2, de la seccion 2.9, para
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Imagen original

F1G. 8.— Comparacién de la fase con la imagen original tomada
en el foco Af = —152nm.

luego realizar la siguiente iteracion. Esta segunda i-
teracién entregé un valor de SEC?,, = 0.716425, por
tanto la diferencia entre los errores cuadraticos fue
SEC},., — SEC,,, = 0.000179, como es mayor que
el parametro de convergencia ¢, usamos las nuevas
fases de las imagenes para realizar una nueva i-
teracion.

El nuevo valor de la suma de error cuadratico fue

SEC3., = 0.716368. La diferencia entre este valor y
el anterior fue SEC3., — SEC?,, = 0.000057, este
valor cumple con la condicién del parametro de con-
vergencia, por lo tanto aplicando la transformada
inversa de Fourier a la funciéon de onda promedio,
se encontré la funcién de onda reconstruida. Esta
funcion lleva la informacion de la amplitud y de la
fase de la onda. La Fig. 7 muestra la imagen recons-
truida de la amplitud y la fase libre de aberraciones.

5. ANALISIS DE LAS IMAGENES

La imagen reconstruida cuenta con mejor re-
soluciéon y mejor contraste, lo que permite hacer
mediciones con mas precision, como por ejemplo la
medicion entre distancias interplanares.

La calidad y resolucion de la imagen reconstruida
es superior a cualquiera de las imagenes original-
mente tomadas por el microscopio, la Fig. 8 muestra
esta comparacion, entre la imagen inicial tomada con
un Af = —152nm y la imagen de la fase reconstrui-
da.

Se observa que en la fase, los dumbbells de sili-
cio, como se los conoce en la literatura, logran ser
resueltos. Estos son las regiones oscuras en la fase,
donde se puede observar imagenes de las columnas
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F1G. 9.— a) Perfil de intensidades de la fase. b) Perfil de intensi-
dades de la imagen original.

atomicas de silicio.

Un perfil de intensidad (de la regién que corres-
ponde a las lineas de color azul mostradas en la Fig.
8) de ambas imagenes se muestra en la Fig. 9, con la
aclaracion de que las escalas no son las mismas.

Como se observa en la figura, los valores de los
picos para la fase son negativos, esto debido a que
los atomos corresponden a las regiones oscuras en la
fase. La distancia medida entre estos picos, corres-
pondiente a la separacion de las columnas atémicas
de los dumbbells de silicio fue 1.4 A.

Este valor, limitado por los pixeles en la Fig. 8,
préacticamente coincide con el valor real de 1.36 A. En
la imagen original, se observa un menor contraste y
peor resolucion que no consigue resolver los dumb-

bells.

6. CONCLUSIONES

El método de alineamiento de imiagenes mediante
la correlacion de fase compensada y la reconstruccion
de la funcion de onda libre de aberraciones mediante
el método serie focal, fue aplicada con éxito al Si
a lo largo del eje de zona [110]. La calidad de las
imagenes (contraste mejorado, ruido reducido, etc.)
reconstruidas en relacién a las imagenes originales
fue mejorada. La resolucion punto a punto del mi-
croscopio utilizado (1.7 A) fue mejorada por lo menos
hasta 1.4 A, donde se consiguieron resolver los dumb-
bells de silicio.

Futuramente podrian utilizarse combinaciones y/o
comparaciones con otros algoritmos de serie focal,
optimizar los resultados y minimizar el tiempo de
computo, haciendo que el algoritmo sea mas efi-
ciente.
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Para la determinacion de la resolucién alcanzada
por la técnica serie focal, podrian utilizarse otros sis-
temas cristalinos con distancias interplanares dis-
tintas.
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RESUMEN

En este trabajo se estudia la distribucion de potencia electromagnética en el interior de
un recinto metalico con una apertura sobre la que incide una onda monocromatica plana
desde el exterior. Se utiliza el método de reemplazar a la apertura como fuente de los cam-
pos eléctrico y magnético calculando las correspondientes corrientes eléctrica y magnética;
este método analitico conduce directamente a potenciales vectoriales de los que se obtiene los
campos eléctrico y magnético, y luego el promedio temporal del vector de Poynting que pro-
duce un “mapa” de la distribucion de potencia electromagnética en el interior del recinto. La
“apertura radiante” se modela por una guia de ondas rectangular a fin de lograr consistencia
con las condiciones de contorno apropiadas. Las expresiones analiticas obtenidas se evalian
numéricamente para obtener dicho mapa asi como para verificar los resultados conocidos del
limite de longitud de onda pequena y de longitud de onda comparable al tamarfio de la aper-
tura. Asimismo se verifica el resultado para la condicién trivial de una apertura de dimen-
siones nulas (jaula de Faraday). Los resultados generales de este trabajo son satisfactorios y
permiten su verificaciéon experimental.

Descriptores: electromagnetismo clasico aplicado — propagacion de ondas electromagnéticas
— guias de onda

Cédigo(s) PACS: 41.20.q, 41.20.Jb, 84.40.Az

ABSTRACT

We study the distribution of electromagnetic power within a metallic enclosure when ex-
posed to a monochromatic plane wave that passes through a slit located on the enclosure. We
use the method of replacing the slit with a source of electric and magnetic fields and calcu-
late the corresponding currents. This analytical method yields the vector potentials and the
fields, and thereafter we calculate the time-average of the Poynting vector, which allows to
draw a “map” of the electromagnetic power within the enclosure. The model for the “radiant
slit” is a rectangular wave guide so that the appropriate boundary conditions are satisfied.
The analytical expressions produced by this work are evaluated numerically to obtain the
“map”, as well as to verify the known limiting cases of small wavelength and a wavelength
comparable in size to the slit dimensions. When the slit has a null size we obtain the Faraday
cage effect, as expected. The general results of this work are satisfactory and allow for their
experimental verification.

Subject headings: applied classical electromagnetism — electromagnetic wave propagation
— waveguides

1. INTRODUCCION liza blindajes metalicos para proteger dicho equipo.
El caso ideal es el conocido como “Jaula de Faraday”,
que anula la componente eléctrica del campo en el in-
terior del recinto por lo que la potencia correspondi-
ente es cero. Cuando existen aperturas en el recinto
tevaristomamani@gmail.com la onda electromagnética penetra en su interior y
ttdiegosanjinescastedo@gmail.com puede afectar al equipo electréonico. Este es el motivo

Cualquier equipo electronico que se encuentra en
un ambiente electromagnético esta sujeto a pertur-
baciones de diferente naturaleza. Usualmente se uti-
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que inspira este trabajo pues se investigara como se
distribuye la potencia electromagnética adentro del
recinto por causa de las aperturas.

Existen modelos analiticos (ver, por ejemplo, Ali
et al. 2005) y numéricos (Cerri & Primiani 1992)
para calcular la efectividad de un blindaje. El re-
sultado presentado por Bethe (Bethe 1944) para un
pequeio agujero afirma que la eficiencia del blindaje
se vera notablemente reducida. Su solucion sélo se
aplica a geometrias simples (McDonald 1985) para
formas mas complejas de aperturas se necesitan
técnicas numéricas (Arvas & Harrington 1983). Un
método analitico simple acude a un modelo de lineas
de transmision donde el recinto en forma de caja
rectangular se considera como una guia de ondas
(Robinson et al. 1996 y Dawson et al. 1998). Asi, el
voltaje y corriente en un punto dado del circuito de
la linea de transmisién equivalen al campo eléctrico
y magnético respectivamente en ese punto.

Las formulaciones analiticas coinciden razonable-
mente bien con las simulaciones numéricas en el
calculo de la eficiencia de un blindaje. Se puede men-
cionar: el método de elementos finitos, el método de
dominio-tiempo de diferencias finitas, el método de
los momentos (Kimmel & Singer 1995 y Wallyn &
Zutter 2001), el método de la linea de transmision,
y métodos hibridos. Asimismo existen paquetes com-
putacionales para calcular la eficiencia de un blin-
daje, por ejemplo Emap5'.

En este trabajo se utiliza la teoria electro-
magnética (ecuaciones de Maxwell) para la deter-
minacion de los campos eléctrico y magnético en
funcién de sus correspondientes potenciales vecto-
riales. Se utiliza asimismo el método de momentos
junto al método de Galerkin a fin de acoplar los cam-
pos eléctrico y magnético y garantizar su continuidad
en la apertura. Aunque el método general utilizado
en este trabajo permite modelar un recinto metalico
de cualquier forma y con un nudmero arbitrario
de aperturas, por razones de simplicidad conside-
raremos sélo el modelo elemental de un recinto en
forma de un paralelepipedo recto con una apertura
rectangular, pues éste conserva las caracteristicas
que seran esenciales en el tratamiento de un pro-
blema mas general. En lo que respecta a la onda
electromagnética incidente, se considerara una onda
plana que tiene una direccién y orientacién arbi-
trarias, asi como cualquier frecuencia. En la seccion
2 se describe el modelo del paralelepipedo recto (atin
con varias aperturas) y se propone la aproximacion
de tratar a la apertura rectangular como si fuera una
guia de ondas. En la seccion 3 se desarrolla de ma-
nera concisa la relacion fundamental entre los poten-
ciales vectoriales eléctrico y magnético y los campos
correspondientes. La seccion 4, que es el nucleo de
este trabajo, comprende el desarrollo analitico de las
expresiones para los campos con las que se calculara
la potencia electromagnética promedio en el interior
del recinto. En la seccion 5 se reporta los resulta-
dos de aplicar numéricamente las expresiones calcu-

I Disponible en http://www.emclab.umr.edu/emap5/

FI1G. 1.— Geometria de un recinto metalico (paralelepipedo
recto) con aperturas rectangulares

ladas en la seccién 4 a los casos de incidencia nor-
mal e incidencia oblicua de la onda electromagnética
sobre la apertura del recinto. En la seccion 6 se
describe un procedimiento heuristico para simular
numéricamente el problema central de este trabajo
y asi disponer de otro método para confirmar, hasta
donde lo permitirian las aproximaciones supuestas,
las predicciones fisicas anunciadas en los resultados.

2. FORMULACION Y MODELADO DEL PROBLEMA

Considere un recinto metalico en forma de un pa-
ralelepipedo recto con aperturas rectangulares ubi-
cadas en la cara frontal donde incide una onda elec-
tromagnética plana y monocromatica. El problema
consiste de la determinacién de los campos eléctrico
(E) y magnético (H), y de aqui calcular la dis-
tribucién de potencia electromagnética (S « E x
H) en dicho recinto. La onda puede incidir desde
cualquier direccion y tener cualquier orientacion es-
pacial.

En las ecuaciones de Maxwell los campos (E y H)
se relacionan con las cargas y corrientes eléctricas
(p y J), pero no existen los equivalentes de car-
gas y corrientes magnéticas de conduccion (p,, y
M). Las ecuaciones permiten explicar la totalidad de
los fenémenos de radiacion, pero en algunos casos,
como el de las antenas de apertura, conviene susti-
tuir los campos eléctricos y magnéticos por fuentes
equivalentes (ver, por ejemplo, Collin 1980). La in-
troduccién del concepto de corriente magnética sim-
plifica los calculos, como por ejemplo en las espiras
donde el problema del hilo eléctrico circular podria
estudiarse como una corriente magnética perpendi-
cular a la superficie que contiene a la espira.

En la Figura 1, la onda incidente plana induce
campos eléctricos sélo en las aperturas, pero se a-
nulan en las demas regiones del metal. Se utilizara
entonces el modelo de aproximacién propuesto por
Ali (Ali et al. 2005) para los campos eléctricos en las
aperturas como si éstas fueran guias de onda rectan-
gulares.

3. ASPECTOS PRELIMINARES:DETERMINACION DE LOS
CAMPOS USANDO POTENCIALES VECTORIALES
Las fuentes de radiacién pueden ser de dos tipos:
vector densidad de corriente eléctrica (.J) y vector
densidad de corriente magnética (M). Algunos prob-
lemas que involucran corrientes eléctricas pueden
ser proyectados en forma equivalente a problemas
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F1G. 2.— Relacion entre los potenciales vectoriales magnético y
eléctrico (A y F) para determinar los correspondientes campos (H
y E) en funcién de las fuentes magnética y eléctrica (J y M).

que involucran corrientes magnéticas como afirma
Collin (Collin 1980; el uso de corrientes magnéticas
es simplemente una herramienta matematica,
aunque tales corrientes no existan). La figura 2
muestra los caminos por los cuales pueden tratarse
los problemas electromagnéticos que involucran
campos de radiacién. La fuente J produce el poten-
cial vectorial magnético (4) y la fuente M produce el
potencial vectorial electrico (F).

Dentro de la aproximacién de ondas planas y
monocromaticas, se puede proponer como solucién de
las ecuaciones de Maxwell (Jackson 1996):

Bt

E — Eoe_i( »F—wt)7

F—wt)

1)
é = goe_i( “ 5

Bt}

de tal forma que dichas ecuaciones se reescriben
como:

V-D=p,
vg:pma

L . (2)
VxH=J+wD,

VxE=—wB-M.

Recordemos que el uso de los potenciales en la de-
terminacion de los campos permite aplicar el prin-
cipio de superposicion, es decir, los campos totales

(E JH ) en algun punto especifico resultan de la suma
de los campos debidos a las corrientes eléctricas

(Ea,H,) y los campos debidos a las corrientes
magnéticas (Er, Hp):

b= Ba B 3)
H=H,+ Hy,
donde E, y H, resultan del potencial vectorial
magnético A (que se obtiene de las fuentes eléctricas
Jy p)y Ep y Hp resultan del potencial vectorial
eléctrico F (que se obtiene de las fuentes magnéticas
My p).

z ..'j(ﬂi)\ Ffr]

J(F) M)

P

P
/ x

F1G. 3.— Potenciales vectoriales magnético y eléctrico (A y F)
generados por las fuentes magnética y electrica (J y M) dis-
tribuidas en la regién finita V.

Si se combina las ecuaciones de Maxwell (2) para
el caso eléctrico (F = M = 0, p,, = 0) y para el
caso magnético (A = J =0, p = 0), y ademas se uti-
liza el calibre de Lorentz (ver, por ejemplo, Jackson
1996), se obtiene las ecuaciones de onda vectoriales
inhomogéneas de Helmholtz:

V2A + k2 A = —pd,
2 23 7 (4)
V2F + K2F = —elM,

cuyas soluciones tienen la forma usual (ver, por ejem-
plo, Khan et al. 2005):

E(f‘) _ ﬁ/ j(fv’)e_ik‘F_FI‘ dV’
o 47 \" |7?— 7:7| ’
—ik|F—7| ®)
- € - e
F(r)=— M) —=——=—dV’;
M =1 /V )=V

la region de integracion correspondiente se indica en
la figura 3.

4. DESARROLLO DEL MODELO

En una guia de ondas rectangular de dimensiones
L x W las componentes del campo eléctrico transver-
sal estan dadas por (ver, por ejemplo, Wangsness
1994):

E, = FEy; cos(mgx) sen(%),
E, = Ey, sen(mmc) cos(%)7 (6)

E,=0.

Por lo tanto, el campo eléctrico en las aperturas se
expresara en forma similar al de una guia de ondas
rectangular, cuyas amplitudes deberan ser determi-
nadas de acuerdo a las condiciones de contorno del
problema original. Asi, después de trasladar el ori-
gen del sistema de coordenadas (z,y) al centro de la
apertura (z..,y.-) como se muestra en la figura 4, se
obtiene el campo eléctrico en la apertura:
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'V

Fi1G. 4.— Coordenadas del centro de la r - ésima apertura y de
un punto arbitrario de la apertura.
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Fi1G. 5.— Corte lateral (en z = 0) del recinto metalico cuyo inte-
rior es la REGION II y cuyo exterior es la REGION I; se aprecia
las componentes eléctrica y magnética de la onda incidente plana
sobre la r - ésima apertura.

BFA = Z{Z Vipq cos[i—t(% +x— :Ccr)}

T pg
x sen| an (& +y—- ycr)ﬁ
Weo 2 %)
pr Ly
+ Z Unrpg sen[L—T(7 + @ — )]
P.q
qm r N
X COS[WT( ) +y - ycr)]?}a

donde: U,pq, Vipg son las amplitudes de los p,qg—
ésimos modos correspondientes a la r—ésima aper-
tura (diferente de cero en las aperturas y cero en
otro lugar); L,,W, son el largo y ancho de la r—
ésima apertura; R es el namero total de aperturas
¥ (Zer, Yer) s la coordenada del centro de la r— ésima
apertura.

Usando el teorema de equivalencia (Apéndice A) se
puede reemplazar los campos en las aperturas dados
en (7) por las siguientes corrientes magnéticas equi-
valentes:

MA=px EA=—kx EA
= —IA€ X Z Z['z ‘/rpqq)rpqy +j UT;DZI\IJTZD‘II]

T DP.g

o > 8
= Z [Z Urpqq/rpqz —-J ‘/rpq(l)rpqy} ( )

7,D,q

= Z[g Ua¥as _5 Vaq)ay}a
donde « es la triada de indices (r, p, ¢) que se suman
y:

pr L, qm W,

Voo = sen[— (5 + = aer)] cos[ 7 (57 +y = ver)],
L, W
D, = cos[]z—w(7 +z — zer)] sen[l(j; (7 Y= Yer)]

9

tal que U,,V, # 0 si (x,y) € aperturay U,,V, =
0 si (z,y) ¢ apertura (donde “apertura”es la region
definida en términos de L, y W, en la figura 4).

El problema de determinar el campo electro-
magnético para un recinto rectangular con aperturas
puede ser dividido en dos regiones: region I (z < 0)
que es la region externa al recinto donde se tiene
el campo incidente (todas las cantidades con su-
perindice “i”) y el campo reflejado (todas las canti-
dades con superindice “r”) y por otra parte la region
II(0 < z < ¢) que es la region interna al recinto donde
se tiene el campo transmitido (todas las cantidades
sin superindices). Esto se muestra en la figura 5 en
una vista lateral.

El problema en el interior del recinto es si-
milar al de una cavidad resonante rectangular
que es irradiada por varias fuentes de corrientes
magnéticas equivalentes. El problema externo con-
siste de fuentes de corrientes magnéticas equiva-
lentes situadas en el plano z = 0 que se supone in-
finito; los valores de las amplitudes U, , V, son de-
terminados por el acoplamiento de las ecuaciones en
las regiones I y II.

4.1. Campo electromagnético afuera del recinto

El campo electromagnético afuera del recinto se
obtiene a través de la superposiciéon del campo inci-
dente y del campo debido a la radiacion en las aper-
turas.

A continuacion se calculara el campo electro-
magnético debido a una onda incidente plana para
cualquier angulo de incidencia y orientacién. Supon-
dremos que una onda plana armoénica irradia el
recinto como se muestra en la figura 6.

El campo magnético incidente puede ser escrito
como:

7

Al = (H}O + Hig)e iR, (10)

cuyas componentes cartesianas son:
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(a)

(b)

F1G. 6.— Representacion tridimensional de la figura 5; en este
caso se especifica los angulos 0% y ¢¢ de la direccién de inciden-
cia de la onda plana (grafico a) y sus correspondientes vectores
unitarios 6% y ¢! (grafico b).

. . . . . . . T =
H! = H'(cos af cos 0’ cos ¢' — sen oy sen ¢ )e K" 7
i i i iy, —ikt 7
H, = H'(cos ag cos 0; sen ¢; + sen ag cos ¢')e ,
H! = —H'cos oy sen e "7,
(11)

donde: ko es el nimero de onda (con k¢ = kok' ), ¢'

Fr— dkdk, et
r 4#2/ ik,

7ikz
Fr=— 42/dkdk 0

i(kwm-l—kyy)Z/dsei(kzgg/-i-kyy/)[]a\pax

y 0° son los angulos de incidencia, y of es el angulo
de orientacién. Las expresiones en (11) se obtuvieron
haciendo una transformacion simple de coordenadas
esféricas a cartesianas. Para calcular la radiacion del
campo debido a las aperturas (campo reflejado), con-
sidérese la apertura situada sobre el plano z = 0; el
campo debido a la corriente magnética M se puede
obtener a partir del potencial vectorial eléctrico F"
como se afirma en (Jackson 1996) y en (Khan et al.
2005):

Br(h) = —1v x B,
€

L . 1 . (12)
H"(M,) = —iw(F" + pV(V o FM)),
0
donde F" esta dado por:
L e _ e—ikolP=7"|
F'=— /2Mrﬁd87 (13)
47 |7 — 7|

con ds = da'dy’ el area infinitesimal de la apertura;
el factor 2 se debe al reflejo de la densidad de co-
rriente magnética tanto externa (z < 0) como in-
terna (0 < z < c¢); (ver, por ejemplo, Balanis 1985
cap. 12) y (Chalmer et al. 1978) recordemos que en la
derivacion de las ecuaciones para el campo electro-
magnético no se consideré fronteras o contornos, por
lo que se supuso que el plano z = 0 es infinito, lo que
para fines de nuestro problema es una buena aproxi-
macién (Sewell et al. 1998) y (Gardner & Costache
1995).

A fin de resolver la integral en (13), aplicaremos la
transformada de Fourier:

71k0\r 7 e k= |z—2'|
dkydky —————
|F 2m/ / ok,

—iky (y— y)

(14)

> efzk (z—a’

que se sustituye en (13), junto con k§ = k2 + k. + k2
(ko es el numero de onda en el espacio hbre) A51 las
componentes cartesianas de F" en (13) son:

(15)

‘e—i(kzz+kyy) Z/dsei(kzz’Jrkyy,)Va@ay.



DISTRIBUCION DE POTENCIA ELECTROMAGNETICA 47
Bl = ﬁ A / dkydkye =121 g o e~ Rerthyy)
E; — 4—71722Ua/dk dk, e tk=|2 Iw —i( manrlcyu)
B=—1y zaj / dk ke~ *=1 (Va%y’fz ]‘: Ua‘”azky)ei(kmkym,
H = _4;522 Z/dkmdkye—ikz|z|e—i(kmm+kyy) [anm (kgk_zkg) B a%y( )]’ (16)
e T oo (55) o ()
H = —#gzg Z/dkzdkye*ikzlzl (—keUntaz + ky Vaay e~ et thu),

Estas expresiones en (16) se obtuvieron utilizando
las ecuaciones (12) que dan los campos en funcion del
potencial vectorial eléctrico (15). Ademas en (16) se
utiliz6 el resultado de las transformadas de Fourier:

¢ay(kz,ky) = \/\dS‘I)O(yeik’“z/Jriky?Jl7
17
Yoz (kz, ky) = /dsqjazeikmm +ikyy'

En el apéndice B se muestra el calculo completo.

4.2. Campo electromagnético adentro del recinto

Las corrientes magnéticas equivalentes sobre las
aperturas irradian campos electromagnéticos aden-
tro del recinto, por lo que el campo en algin punto
interior se obtiene por la superposicién de los campos
debidos a cada fuente de corriente magnética equi-
valente. De este modo el campo debido a la r—ésima
apertura tendra la forma de las ecuaciones (12). Sin
embargo, el potencial vectorial eléctrico que aparece
en estas ecuaciones satisface la ecuacién de onda in-
homogénea correspondiente a la segunda ecuacion
en (4):

(18)

donde se supuso una variacién temporal de los cam-
pos de la forma arménica e**. Si G(x,y, z,2',y', 2') es

V2F 4 2F — el

la funcién de Green para el interior del recinto, en-
tonces la solucion F' de (18) se puede escribir como

ﬁ:/dI/dy/dz/G('rvyaZax/vy/vz/)MT(I/ay/az/)' (19)

Utilizando el procedimiento usual para resolver
ecuaciones diferenciales inhomogéneas con el
método de la funcién de Green, se obtiene las
componentes del potencial vectorial eléctrico:

6OEOWLEOn «

Z krabsen(k;c) cos(ki (2 = c))
X sen(mwx) cos(%ﬂaﬁ,m
€0€0mE (20)
FY = Z 0€0m€0n Vo cos(kr(z —¢))

krabsen(k;c)

X cos(mmc) sen(%)]ag,y,

donde « = (r,p,q) y 8 = (m,n) son los conjuntos de

indices que se suman.

Utilizando las ecuaciones (12) y derivando parcial-
mente las componentes en x y en y del potencial vec-
torial eléctrico dados en (20), se tienen las compo-
nentes del campo eléctrico y magnético:
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EZ=0
x Eom on mmnx nm
Ey = oy Z *sen(kr0) sen(ky(z — c)) sen( " ) COS(T)Iaﬁ z
T _ Neomeon } mnxy NIy
E? = _ab2 Z Tor sen k;c) cos(kr(z — ¢)) sen(—a ) ben(T)Iaﬁ "
EY = - Z s:;mk(,)z sen(kr(z —¢)) cos(mﬂ-x) sen(n—zy)la@y
EY =0
. mMegmeEon mmnx nmy
EY = T Z T son klc) cos(kr(z — ¢)) sen(T) sen(T)Iagyy
- zweo €omEon 2 mm,\2 mmx nmy
H* = aT——————~ (k — |\ ) k - 7 Ia x
x aka k[ Sen(kjc) 0 ( a ) COS( I(Z C)) Sen( ) COS( b ) B, (21)
s lweom? MN€omeon mnr,  nwy
Hy = a2b2kZ Z “krsen(krc) cos(kr (= — c)) cos( )ben(T)Io‘ﬁ’z
Z(.UEOTF TMEYEQMEOn mmnx nmy
HE = 2207 N 7, 00 o (ke (= — N g
z a2bk2 k; Sen(k[C) Sen( 1(2 C)) COS( ) COS( b ) B,
iwegm? MNeomeon _ mTx nmwy
Hz = a2b2k2 Z “krsen(krc) cos(kr(z = c)) ben(T) COS(T)IM’ZJ
zweo €omEon 2 nm.2 mmx nmy
HY = —om€on_ (k Sy ) k(s — "N I,
V7 T abkg = krsen(kro) \ (7)) costha(z = )y cos(Z=) sen (=) Lo
Z(.UEOTF n€0m60n ™ nmy
HY = ab2k2 Z T sen(hrc) sen(krc) sen(kr(z — ¢)) cos( ) OS(T)Iag,y
Hasta el momento pareceria que las soluciones en  aperturas ubicadas en el plano z = 0, se tiene:
las diferentes regiones del recinto (afuera y adentro)
son distintas. Sin embargo, para tener una solucién H LHT s HY (23)
Unica del campo electromagnético en todo el espacio Fl= *lz=0 Fle=o ~*li=0
se debe satisfacer condiciones de continuidad sobre
las superficies comunes (en este caso z = 0). Asi, H ~Hl = Emr| amy (24)
las componentes tangenciales de los campos eléctrico Yle=0 Y=o Yle=o Y=

y magnético deben ser continuas en las aperturas
para producir las ecuaciones integrales acopladas
con las amplitudes de las corrientes magnéticas como
incégnitas (Beck & Cockrell 2005). Estas ecuaciones
que se obtienen en combinacion con el método de mo-
mentos (ver, por ejemplo, Fernandez 2004 y Zozaya
2008) se pueden resolver para dichas amplitudes,
como se detalla a continuacion.

4.3. Condiciones de continuidad

El campo magnético total dentro de la cavidad se

escribe como:
H, = H” + HY,
. (22)
H, = H? + HY.

Utilizando la continuidad del campo magnético tan-
gencial (Goudos & Samaras 2000) a través de las

Estas ecuaciones se obtuvieron suponiendo que sobre
el recinto incide una onda plana desde z = —oco. U-
sando las componentes del campo magnético en (16)
junto con (21), y seleccionando a ¥,/ , para (23) y
—®&,/, para (24) como funciones de prueba, se aplica
el método de Galerkin (ver, por ejemplo, Andrade
1982) para reducir las ecuaciones (23) y (24):

L= Z(U Ty Y””y,),

[e3%

I, (25)

yve

I, = v (26)

> (v

(e

+VY2),

donde:
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ademas se pueden escribir las siguientes integrales
(sobre la apertura) cuyo calculo y resultados se mues-
tran en los apéndices By C:

I, = / dsH! W oy,
I, = - / dsHi Dy,
waw :/dslljameikww+ikyya

Pay = /dsq)@yeikxmﬂkyy’
ma(z' + Ter) nr(y’ + Yer)
(T) COS(T%

(mw(gc a—i— xcr)) Sen(mr(y b—i— Yer) )

Io/ﬁ,z = /dS\I/a/I sen

Iypgy = /dstba/y cos
(28)

5. RESULTADOS

El resultado que corresponde al caso mas sencillo
es el de una onda electromagnética plana que incide
de forma normal a la superficie metalica donde esta
la apertura. Otro resultado que se reporta es el del
caso general de incidencia oblicua para cualquier di-
reccién del vector k¢ en la figura 5. En ambos ca-
sos se calcula la distribucién de la potencia prome-
diada en el tiempo en el interior del recinto. Para
efectos de la validacion de las expresiones obtenidas
en este trabajo, se tomé los limites de una longitud

Weo
21.2
4m2kg

)2) cos(krc)logylasy +

49

kg — k3
( 2_ (%)2) COS(]CIC)I@’B@Iaﬁ@—i_ wzk2 /dk dkyzpamwam( Okz I),

i [ kbt (52)

(27)

/ dkodkyasdl, (kzky )

/ dkzdkycbamz/y(kg,; kg)

Weo

42k}

de onda muy pequena y, por otra parte, de un recinto
muy grande comparados con el tamarfio de la aper-
tura. En estos dos casos los resultados coinciden con
aquellos reportados en los textos (ver, por ejemplo,
Hecht & Zajac 2003). Las simulaciones muestran las
regiones mas expuestas a los efectos de la interferen-
cia y de aqui se interpretan los resultados obtenidos
por este método. Vale la pena notar que el patron de
distribucién de potencia sufre un corte abrupto (i.e.,
potencia nula) en la direccion transversal al plano de
la apertura, lo que sugiere una analogia con el caso
de longitud de onda pequefia; sin embargo, adentro
de este “rayo” difractado se puede notar una dis-
tribucién de potencia que no es intuitivamente pre-
decible. Este efecto de corte es una consecuencia di-
recta de las condiciones de contorno para el recinto
metalico.

5.1. Caso de incidencia normal

Consideremos la incidencia normal de una onda
plana sobre una apertura simple ubicada en el plano
z = 0; el campo magnético de esta onda esta orien-
tado a lo largo del eje z (cf. figura 5). En este caso en
la ecuacion (26) I, = 0. El célculo de I?,, definida
en (28) da como resultado (trasladando el orlgen del
sistema de referencia al centro de la apertura):

I, = H.L. W, (1 —cosp'n)/p'T (29)

paraq =0y I, = 0paraq#0.
El célculo de Y77 definida en (27) para el modo
fundamental (« = ¢/ = (1,1,0)) da como resultado:

€0€0mEon T 2 weo " kQ—ki

Y6110 = Z k]obeon k:olc ( kg — (7) )COS(kIC)Ifloﬁ,m + m/dkzdkyl/fllozwuom (OT), (30)
donde
) 2H! LW
Ie = Hioe = 7:1_ ; (31)
mL/k 2
¥ mw*w:{ Y senkW?coskmL2}, (32)
110 110 (71_/2)2 _ (kmL/2)2 ( Y / ) ( / )
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nm?(a? —m?2L?) sen(mmz/a

Liog,z =

En forma analoga de (27) se obtiene: Y%, =
Y0110 = Yii%110 = 0. Luego, las soluciones para las
amplitudes son: Ui1o = {19,/ Y5110, Va0 = 0. En-
tonces, las componentes del campo electromagnético

en el interior del recinto son:

E. MAMANI & D. SANJINES

) cos(mmL/2a) sen(nwW/2b) cos(nmyc/b). (33)
[
H,=H+HY, H,=H"+HY, H,=H+HY.
(35)

Para el caso del modo fundamental, las compo-

nentes eléctrica y magnética con superindice “y” son

E,=E;+FE) E,=FE;+FE) E.=FE+FE/ proporcionales a V119 = 0 y por lo tanto se anulan.
‘ ‘ Reescribiendo explicitamente dichas componentes se
(34)  tiene:
|
E,=0,
U110 Z omn_ o (k1(z — ¢)) sen(mmz/a) cos(nmy/b) 1102
sen(krc) ’
U m€on,
E, = ;[1)(2)77 Z k?:gn Elsjc cos(k(z — ¢)) sen(mmz/a) sen(nmy/b) 1108z,
) U m n
H, = Zw;zkgllo Z kjeboenEZ:[c ( k2 (mw/a)Q) cos(ky(z — ¢)) sen(mmz/a) cos(nmy/b) 1108z (36)
I iweom2Us10 Z MNEYMEon Cos(k ( ) co ( / ) . ( /b)]
= z—C S\ /a)sen\nm T
Y a?b?k? krsen(krc) ! > > /o) t05
) U m n
H. = zw;gzkguo Z k:nbﬁeon ZOIC sen(kr(z — ¢)) cos(mmz/a) cos(nmy/b) 1108
[
Finalmente, el vector de Poynting dentro del recinto  apertura y |§ | = 0 si (z,y) & apertura, lo que se

sera:

S=ExH=(BE,H,—E.H,)i+FE.H,j—E,H,k, (37)
donde |S] = V'S - §*, con S* el conjugado del vector

de Poynting.

A continuacion se realiza la simulacién numérica
para un caso especifico que corresponde al recinto
metalico descrito en la figura 6: una onda plana in-
cide perpendicularmente sobre la cara z = 0 con

una unica apertura rectangular (ki paralelo al eje
z). La frecuencia de la onda es 850 MHz. El campo
magnético tiene magnitud 0.124 A/m y esta orien-
tado a lo largo del eje x. El recinto metalico rectan-
gular tiene 30 cm de ancho, 12 cm de altura y 30 cm
de profundidad. La apertura tiene 10 cm de ancho
y 0.5 cm de altura y su centro coincide con el cen-
tro de la cara. En la figura 7 se muestra el resultado
de la simulacién para la distribucion de la potencia
electromagnética en el interior del recinto. La grafica
muestra las curvas de nivel de la magnitud del vec-
tor de Poynting |§ | en el plano 2z a una altura y = 6
cm.

Noétese que de acuerdo a las condiciones de (8), los

valores de U, y V, implican que |§| # 0si (z,y) €

traduce en un corte abrupto en la potencia elec-
tromagnética afuera de la region proyectada por la
apertura hacia el interior del recinto. Adentro de esta
region hay una distribucién de potencia que no es ho-
mogénea y que disminuye de manera no-monétona,
cuyos valores numéricos fueron calculados seguin los
resultados analiticos de este trabajo. En la figura 8
se eliminé la condicién de borde metalico de (8) y al
mismo tiempo se hizo tender a infinito el tamario del
recinto (altura y ancho). Si se mantiene constante el
tamario de la apertura y se varia la longitud de onda
de la radiacién hacia valores cada vez mas pequerios,
se recupera los resultados conocidos para patrones
de difraccion (ver, por ejemplo, Hecht & Zajac 2003).
En la figura 8a se observa el caso del patron de
difraccion para una radiacién incidente con longitud
de onda A = 0.35L, obteniéndose el patrén conocido
cuando \ y L son similares. En los casos de las fi-
guras 8b, 8¢, y 8d se tiene que \/L es igual a 0.01,
0.001, 0.0001 respectivamente. Como se puede ver
en los casos (b), (¢) y (c) de la figura 8, a medida que
la longitud de onda decrece, el patron de difraccion
tiende a aproximarse a la forma de la apertura. En la
seccion 7 (CONCLUSIONES) se especifica los valores
numéricos correspondientes a este caso.
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(a)
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F1G. 7.— Distribucién de potencia electromagnética en el interior del recinto metalico descrito en (a). El recinto tiene 30 cm de ancho,
30 cm de profundidad y 13 cm de altura; la apertura tiene 10 cm de ancho y 0.5 cm de altura. La onda electromagnética incidente esta
orientada a lo largo del eje x y tiene una longitud de onda A=35 cm. En el grafico (b) se muestra esta distribucion correspondiente al
plano sombreado en el grafico (a); las regiones claras corresponden a una mayor potencia de la radiacién y las regiones oscuras a una
menor potencia. Se puede notar en (b) que la distribucion de potencia esta definida en una regién rectangular que es la proyeccién de
la apertura hacia el interior del recinto; esto ocurre debido a la condicién de borde de la apertura consistente con el modelo de guia de
onda. Un aspecto relevante de esta distribucién es que la disminucién de potencia hacia el interior del recinto no es monétona.
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5.2. Caso de incidencia oblicua

Para este caso, en el cual la onda electromagnética
plana puede incidir con cualquier angulo de inciden-

cia y orientacién, las ecuaciones para Irpgz;, ¥ Lrpgy;»
en coordinacion con el apéndice C, se reducen a:

AmH' (cos ag cos 0 cos ¢ — sen ag sen ¢*) cos (koL /2 sen 6" cos ¢' ) sen (koW /2 sen 6 sen ¢*)

)
IllOz -

—ikg sen 0* (cos ¢imc +sen ¢iyc)
)

X e

I{ 1o, = 0.

Por lo tanto, todos los resultados de la seccién an-
terior se pueden utilizar ya que son independientes
de los angulos de incidencia y de orientacion; se debe
tomar en cuenta la ecuacion (38) para las amplitudes
Ut1o.

De (36) y (38) puede observarse que la distribucién
del campo electromagnético depende de los angulos
de incidencia ¢?, ¢’ y del angulo de orientacién oy
del campo eléctrico. Podemos entonces calcular a con-
tinuacion la potencia promedio del campo electro-
magnético para todos los angulos de incidencia den-
tro de la semiesfera que abarca 2 = 27 stereorra-

dianes, i.e.,
27 3
Q:/ dgb/ dfsenf = 2;
0 0

asi, para una funcién f arbitraria, el promedio sobre
dicha semiesfera es

(39)

1 27 /2
(f)y = = / d¢/ d9sen0f(0,¢).  (40)
Q Jo 0
La potencia promedio (S) es proporcional a (U7;,)
pues ¢*, 6" y o sélo aparecen en U1 en (36); Asi, ya
que Uy19 o I, con la dependencia angular indicada
en (38), entonces:

1 27 /2 ) )
(S) o (Uf) = 4—2/ dgbl/ df’ sen 6
7T7r 0 0 (41)

2
X / dagU3, (0%, ¢, ap).
0

Utilizando los resultados anteriores a un caso es-
pecifico con las caracteristicas mostradas en la figura
9, puede observarse una distribuciéon de potencia
electromagnética en las region proyectada desde la
apertura hacia el interior del recinto; afuera de esta
regién la potencia es nula.

En general, la distribuciéon de potencia electro-
magnética depende de los dngulos de incidencia
(0%, ¢") y de orientacién (), tal como se desprende

de las ecuaciones (37) y (38) donde |S| « I?,,,. En la

figura 10 se muestra el resultado para |S| vs. (67, ¢'),
confirmando que la potencia es alta para una inci-
dencia normal a la superficie con la apertura.

Lkg sen 0" sen ¢ ((mr/L)? — (ko sen 67 cos ¢*)?)

(38)

6. UN PROCEDIMIENTO HEURISTICO PARA LA
SIMULACION NUMERICA DEL PROBLEMA

Si bien en este trabajo se desarrollé un estudio
analitico del problema en cuestion, éste también
podria simularse numéricamente de manera aproxi-
mada. Esta simulacién permitiria una verificacion
directa del efecto de “corte abrupto” de la dis-
tribucién de potencia en el interior del recinto (cf.
seccion 5 - RESULTADOS y figuras 7 y 9), como
una consecuencia de las condiciones de contorno del
recinto. A continuacién se da los pasos para un pro-
cedimiento heuristico que permita dicha simulacién
numérica:

1. Como aproximaciones fundamentales se
supone: (a) que los efectos que pueda producir
el campo magnético asi como su variacién
temporal en la distribucién de potencia son
despreciables en comparacion con los efectos
debidos al campo eléctrico; (b) que el metal
que conforma el recinto tiene conductividad
infinita y por ello los electrones se acomodan
instantaneamente para anular cualquier
campo eléctrico en el metal.

2. Se divide un periodo de la onda electro-
magnética incidente en un cierto namero N de
intervalos temporales (digamos N ~ 100) en
donde se obtendra soluciones estaticas para la
distribucién de potencia.

3. Se establece las condiciones de contorno para
el potencial eléctrico (V): V = 0 (o cualquier
otra constante) en la parte metalica del recinto,
mientras que V(z,y,z = 0) # 0 en la aper-
tura se calcula a partir del campo eléctrico ins-
tantaneo en ese lugar.

4. Se resuelve numéricamente la ecuacion de
Laplace en el interior del recinto por el método
de relajacién. Se obtiene asi V(z,y, 2) que per-
mite calcular el campo eléctrico instantaneo en
el interior del recinto.

5. Se repite el calculo para el siguiente inter-
valo temporal; s6lo varia el campo eléctrico ins-
tantaneo en la apertura.
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F1G. 8.— Patrén de difraccién de la onda incidente en la figura 8. En este caso el plano en el que esta la apertura no es conductor; su
ancho y su altura son mucho mayores que el largo L de la apertura. En el grafico (a) se observa el caso del patrén de difraccién para
una radiacién incidente con longitud de onda A = 0.35L, obteniéndose el patrén conocido cuando A y L son similares. En los casos (b),
(c), y (d) se tiene que A\/L es igual a 0.01, 0.001, 0.0001 respectivamente. Puede notarse que a medida que X\ decrece con respecto a L, el
patrén de difraccion se localiza y tiende a adquirir la forma de la apertura, como debe ser (ver, por ejemplo, Hecht & Zajac 2003).

6. Después de N pasos de calculo, se obtiene
el promedio temporal de la potencia electro-
magnética en el interior del recinto correspon-
diente a un periodo de la onda incidente (enten-
diendo que sélo se esta considerando la parte
eléctrica de dicha potencia).

Este sencillo -aunque numéricamente voluminoso-
procedimiento permite prever que en el caso de un
recinto metalico, la condicién de contorno V' = 0
“obliga” a V(x,y, 2), y de aqui, al campo eléctrico y a
la potencia, a tomar valores numéricos pequerios en
las proximidades del contorno metalico, lo que puede
identificarse directamente como la causa del referido
fenémeno de “corte abrupto”. Ciertamente, cuando se
elimina la condiciéon de contorno metalico (V = 0),
se espera entonces obtener una distribucion espacial
de potencia correspondiente al caso conocido de una
apertura que funciona como un radiador efectivo de
ondas electromagnéticas en todas la direcciones, que
es lo que se observa en la figura 8.

La eventual comparaciéon entre una simulacién
numérica y los resultados analiticos de este trabajo,
permitiria saber si dicho efecto de “corte abrupto” es
un resultado del modelo rectangular de guia de on-
das o se trata de un efecto fisico mas general que
podria ocurrir para cualquier forma de apertura y de
recinto metalico. Este asunto se propone pues como

una perspectiva interesante para una préoxima inves-
tigacion.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se realiz6 una investigaciéon
analitica y numérica para hallar la distribucion
de potencia electromagnética en el interior de un
recinto metéalico, como consecuencia de la incidencia
de una onda electromagnética plana a través de una
apertura ubicada en una cara del recinto; éste es un
paralelepipedo recto cuya apertura esta ubicada en
cualquier lugar de la cara frontal (figura 6).

El método analitico que se utiliza consiste de
reemplazar las aperturas por fuentes de corrientes
magnéticas que se integran para obtener los co-
rrespondientes potenciales vectoriales eléctrico y
magnético, de donde se obtiene por diferenciacién los
campos eléctrico y magnético. La condicion de con-
torno que corresponde al recinto metalico con una
apertura rectangular se supone que se puede mo-
delar por una guia de ondas rectangular, lo que per-
mite obtener los campos eléctrico y magnético en es-
tado estacionario. De aqui se obtiene la distribucion
de potencia electromagnética requerida. Cuando el
tamario de la apertura disminuye hasta desaparecer,
se obtiene -como se espera- una potencia nula, que es
el efecto de Jaula de Faraday.
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F1G. 9.— Distribucién de potencia electromagnética en el interior del recinto metélico descrito en (a). El recinto tiene 6 m de ancho,
10 m de profundidad y 3 m de altura; la apertura tiene 1 m de ancho y 2 m de altura. La onda electromagnética incidente, a diferencia
del caso de la figura 7, incide desde todas las direcciones posibles (27 stereorradianes) hacia la apertura vertical; la longitud de onda es
A=35 cm. En el grafico (b) se muestra esta distribucién correspondiente al plano sombreado en el grafico (a); al igual que en la figura 7,
las regiones claras y oscuras corresponden a una mayor y menor potencia respectivamente. Las caracteristicas cualitativas de este caso
son las mismas que las de la figura 7, excepto que en este caso la incidencia de la radiaciéon desde todas las direcciones posibles tiene
el efecto de ser promediada y en consecuencia producir una distribucién de potencia similar a la que se obtendria si la incidencia de la

onda fuera normal.

El resultado central de este trabajo se muestra en
la figura 7, donde, como esperariamos, la potencia
es mayor cerca de la apertura y va disminuyendo
hacia el interior del recinto. Sin embargo, nétese
que de manera interesante dicha disminucién de po-
tencia no es mondtona, encontrandose regiones en
donde la potencia aumenta y luego disminuye, lo
que podria tener aplicaciones importantes en dispo-
sitivos metalicos que se usan como blindaje electro-
magnético.

A continuacién, en la figura 8 se muestra el caso
limite de una apertura que yace sobre un plano in-
finito no-conductor, es decir, se tomé el ancho y la
altura del recinto de la figura 7a mucho mayores
que el largo L de la apertura, eliminando ademas
la condicién de que este plano infinito sea metalico.
Puede notarse que a medida que A\ decrece con res-
pecto a L, el patrén de difraccion se localiza y tiende
a adquirir la forma de la apertura, como debe ser
(ver, por ejemplo, Hecht & Zajac 2003).
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F1G. 10.— Distribucién de potencia electomagnética en funcién
del angulo de incidencia y de la orientacién del campo incidente.
La dependencia de la potencia de los angulos de incidencia esta
relacionada con la expresion I ;1 0w dada en (38), que a su vez se
relaciona con |S| de acuerdo a (41). Esto es lo que se muestra en
esta figura, donde el maximo que se presenta para §° = 0 corre-
sponde a la incidencia normal, como era de esperar.

En la figura 9 se muestra la distribucién de po-
tencia electromagnética en el interior del recinto
metalico descrito en (a). El recinto tiene 6 m de an-
cho, 10 m de profundidad y 3 m de altura; la aper-
tura tiene 1 m de ancho y 2 m de altura. La onda
electromagnética incidente, a diferencia del caso de
la figura 7, incide desde todas las direcciones posi-
bles (27 stereorradianes) hacia la apertura vertical,
la longitud de onda es A\=35 cm. En el grafico (b) se
muestra esta distribuciéon correspondiente al plano
sombreado en el grafico (a); al igual que en la figura
7, las regiones claras y oscuras corresponden a una
mayor y menor potencia respectivamente. Las ca-
racteristicas cualitativas de este caso son las mismas
que las de la figura 7, excepto que en este caso la in-
cidencia de la radiacién desde todas las direcciones
posibles tiene el efecto de ser promediada y en con-
secuencia producir una distribucién de potencia si-
milar a la que se obtendria si la incidencia de la onda
fuera normal.

En general, la distribuciéon de potencia electro-
magnética en el interior del recinto varia en funciéon
del angulo de incidencia y de la orientacion del
campo incidente, sin embargo esta potencia es mayor
conforme el angulo de incidencia tiende a la normal.
La dependencia de la potencia de los angulos de inci-
dencia esta relacionada con la expresion Iﬁow’ dada

en (38), que a su vez se relaciona con | S| de acuerdo a
(41). Esto es lo que se muestra en la figura 10, donde
el maximo que se presenta para 6* = 0 corresponde a
la incidencia normal.

Senalemos finalmente que en este trabajo se ob-
tuvo el efecto de Jaula de Faraday al hacer tender
a cero el tamafio de la apertura en (21); se repro-

duce los campos correspondientes a una guia de onda
rectangular extendiendo hacia el infinito la profun-
didad del recinto metalico y haciendo que las di-
mensiones de las aperturas coincidan con las de la
cara frontal del recinto. De este modo se logra re-
producir analiticamente el campo electromagnético
de una guia de ondas rectangular. Podemos con-
cluir que el modelo propuesto en este trabajo satis-
face analiticamente las condiciones limite requeri-
das, ademas de proporcionar resultados numéricos
novedosos que pueden ser verificados experimental-
mente.
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APENDICE
A. Corrientes magnéticas equivalentes

Para establecer el método de resoluciéon de pro-
blemas de radiaciéon por medio de las corrientes
magnéticas equivalentes, veamos dos teoremas de la
teoria electromagnética que justifican este método.

Teorema de Unicidad : Dado un volumen V
encerrado por una superficie S en cuyo interior no
hay fuentes de ningtn tipo, si se conocen las compo-

nentes tangenciales en S de Eode H producidas por
las fuentes exteriores a V, entonces la solucién que se
obtenga para cualquier punto de V es tinica.

Este teorema establece las condiciones que se
deben cumplir para garantizar que la solucion a
un problema regido por las ecuaciones de Maxwell
sea unico. Esto es importante y especialmente util
en los problemas que se resuelven sin emplear las
fuentes reales y empleando en su lugar un conjunto
de corrientes equivalentes, cuyas caracteristicas
quedaran claras a continuacion cuando se enuncie el
teorema de equivalencia.

Teorema de Egquivalencia : Toda fuente (co-

rriente) originada por Eo H se puede sustituir por
otra fuente equivalente que conduzca a la misma
solucion de las ecuaciones de Maxwell en una regién
determinada.

El teorema de equivalencia se apoya en el teo-
rema de unicidad cuando establece cémo son estas
corrientes equivalentes ya que deben elegirse de
modo que se obtenga la misma soluciéon que con las
fuentes originales.

Observando la figura 1 de este apéndice y
suponiendo que las unicas fuentes presentes son las
encerradas por la superficie S, los campos eléctrico
y magnético en el exterior de S se pueden calcular a

partir de las corrientes J, o bien, por el teorema de
unicidad, si se conocen las componentes tangenciales
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F1G. 1.— Calculo del campo electromagnético cuando se tiene
una fuente encerrada por una superficie S .

J =ixH M,=—#hxE ~
2 M

J=0

E.H=0

F1G. 2.— Corrientes equivalentes en la superficie limitante del
problema.

b

8]

r— ésima apertura

Fi1G. 3.— Equivalencia de las aperturas y las corrientes
magnéticas.

a S de los campos eléctrico y magnético también
sera posible obtener dicha solucién en el exterior
de S. Luego, si eliminamos las fuentes originales y
afiadimos unas nuevas, éstas deben asegurar que
se satisfagan las condiciones de contorno existentes
en S. Con este propdsito podemos escoger como
corrientes equivalentes las proporcionadas por las
condiciones de contorno generalizadas y que estan

asociadas a la existencia de una discontinuidad en el
campo eléctrico y magnetlco tangenc1a1 M, = —f x
(El — EQ) y J, = A x (H1 - HQ) siendo 1 el medio
externo, 2 el medio interno y # un vector unitario
que apunta a la region donde se desea obtener la
solucidén, en este caso la regién 1.

Dado que sélo estamos interesados en obtener la
solucién en el medio 1, es posible simplificar la ob-
tenciéon de las corrientes equivalentes obligando a
que el campo en la region 2 (regién interna) sea nulo.
En este caso podemos escribir las corrientes equiva-
lentes de manera mas sencilla como:

My=-ixE vy J,=uxH,.
Alternativamente, también es posible utilizar un
modelo de equivalencia en el que la regién interna
se rellena de un conductor perfecto, lo que “cortocir-
cuita” las corrientes eléctricas equivalentes.
En el primer caso de la figura 2 (de este apéndice)

las corrientes equivalentes J, y M, emiten radiacién
en el espacio libre. En el segundo caso, las co-
rrientes M, también radian en presencia de un
cuerpo metalico con superficie S. El teorema de
equivalencia asegura que eligiendo las corrientes
como se ha indicado, ambos problemas proporcionan
la misma solucion y, ademas, ésta es igual a la que
proporciona el problema original en la misma region.

Una de las aplicaciones mas comunes corresponde
al caso de superficies conductoras con aperturas. Las
condiciones de contorno en una superficie perfecta-
mente conductora son:

ixE=0 vy #@-H=0,

conii-E # 0yiix H # 0. Por ello, segiin Jackson
(Jackson 1996), al querer calcular el campo electro-
magnético, que es una integral en toda la superficie
que rodea el volumen del cuerpo conductor, conviene
extender dicha integral solamente a las aperturas en
lugar de toda la superficie. En la figura 3 (de este
apéndice) se observa un recinto metalico con aper-

turas rectangulares que se reemplazan por fuentes
de corrientes magnéticas.

B. Transformada de Fourier de ¢., y ¢ax

La integral de las ecuaciones (17) a lo largo de las aperturas da como resultado:

tkaTertikyYer koL, L —ipm L koL,
Pay (ks ky) = LyWpeterer T it gyny2 sen(fg + =) | e PTsen(fy — )
v 4 pr/2 + ker/Q pr/2 — kyLy /2
sen( =+ ky WT) e~ m sen(qQ7T — —ky;VT)

qr/2 + k,W, /2

qr/2 — k,W,./2 ’
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LW, etkzTertikyyer

Yoz (ko ky) =

sen( + )

ctpta)m/2
44

pr/2 + ky L, /2 p7r/2—ker/2

—iqm qr
e sen( 2 —

| ((oon( + Bt
qr /2 + k, W, /2

ky W
)
qr /2 — k, W, /2 '

C.Calculode .3, y I.s,

La integral de las ecuaciones (28) a lo largo de las aperturas da como resultado:

mm
Ing.e = nprL, <cos(pﬂ') SGH(T(%T +

<cos(qﬂ') sen(%(ycr + %

mn L,

L,
5 —1)) +sen(— ” (== 5 a:cr)))

}) + son (B (1 —yw)))

b2 — (maLeja)) (ar /W) — (i fB))
Logy = mqm*W, (cos(qﬂ') sen(%(ycr + WT)) + sen( ( - ycr)))
<COb(p7T) sen (22 (z., + %)) + sen (22X — Ter))
X

a((gm)? — (TL?TWT/b)Q)((pT{'/LT)Q - (mﬂ'/a) )

It = iH"(cos agcosf cos ¢ — sen ag sen ¢')(1 — cos(p'm)e ko sen 6 cos ¢ L, )(1 — cos(q'm)e ko sen 0" sen ¢ W, )
p 7T/L , e~ tko sen 0%(cos ¢’ x s +sen ¢piy,,.s) ko sen gt sen¢z iko sen 0% (cos ¢* L,/ +sen ¢'W,.,) /2
(p'm/L, ) — (ko sen 07 cos ¢*)? (¢'m /W, ) — (ko sen 0% sen ¢*)?2 ’
I(i,y = —iH"(cos o cos B sen ¢' + sen ag cos ¢') (1 — cos(p'm)e ™o sen 6" cos 'Ly )(1 — cos(q'm)e~Fosen 6" sen ‘z’iWT’)

q/ﬂ'/W , e~ tko sen 0% (cos ¢, +sen ¢piy,,.1) ko sen 0% cos ¢i6iko sen 8% (cos ¢ L,/ +sen o'W, ) /2
r

(p'm/Ly)” — (ko sen 6% cos ¢)2 (¢'m/Wyr)™ — (ko sen i sen ¢ )
[
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RESUMEN

La 15%¢ Olimpiada Boliviana de Fisica y la 5 Olimpiada Boliviana de Astronomia y As-
trofisica (15%**OBF y 51*0OBAA) se llevaron a cabo simultdaneamente y con éxito del 5 al 8 de
noviembre de 2010 en la ciudad de Cochabamba en los ambientes del centro de convenciones
Casa Campestre en Quillacollo.

La organizacion del evento conté con la participacién de los siguientes organismos e institu-
ciones: COMITE OLIMPICO BOLIVIANO DE FISICA, SOBOFI, la Asociacién de profesores
de Fisica, Quimica, Biologia y Matematica, agrupados en AMEC (Asociacién para el Mejo-
ramiento de la Ensenanza de las Ciencias), la Asociacion de Astronomia Sigma Octante.

Se cont6 con la presencia de diez delegaciones: Beni, Chuquisaca, Cochabamba, La Paz,
Oruro, Pando, Potosi, Santa Cruz de la Sierra, Tarija y Yacuiba. En esta Olimpiada se evalu-
aron las categorias de 6to, 7mo, 8vo de primaria y 1ro, 2do, 3ro de secundaria. La categoria de
4to de secundaria no participé en esta olimpiada, ellos participaron en las dos etapas previas
de la clasificaciéon para la (15%v*OBF y 5/*OBAA, y los ganadores de esta categoria tienen
como principal premio el ingreso libre y directo a las universidades comprometidas con el
proyecto.

En esta olimpiada se concentraron cerca de trescientas personas entre estudiantes, profe-
sores, madres y padres de familia que acompanaron a sus hijos, quienes compartieron sus
experiencias, costumbres y culturas.

Este evento se realizé con la presencia de un importante fisico boliviano, el Lic. Marco
Viscarra, Docente de la Carrera de Fisica de la UMSS y el Astréonomo German Morales, de
Astronomia Sigma Octante, quienes compartieron sus conocimientos a través de conferencias
para los estudiantes olimpicos, profesores asistentes y publico en general, asi como también
formaron parte del comité evaluador. Se demostraron conceptos fisicos en coordinacion con
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estudiantes universitarios en la actividad titulada: La Magia De La Fisica (proyecto desar-
rollado por los universitarios Ariel Brafiez y Edwin Centeno de la Carrera de Fisica de la
Facultad de Ciencias Puras y Naturales de la UMSA).

Las categorias de 6to, 7mo, 8vo de Primaria se evaluaron en la modalidad de Examen
Teorico y las categorias de 1ro, 2do, 3ro de Secundaria tuvieron dos modalidades de evalu-
acion: Teoérica y experimental u observacional.

La informacion referente a la 15°°* Olimpiada Boliviana de Fisica, fue publicada
en el numero 18 de la Revista Boliviana de Fisica.

OLIMPIADA BOLIVIANA DE FISICA

OLIMPIADA BOLIVIANA DE
ASTRONOMIA Y ASTROFISICA

Descriptores: Olimpiadas de Fisica, Olimpiadas de Astronomia y Astrofisica
Subject headings: Physics Olympiads, Astronomy and Astrophysics Olympiads



MEDALLAS: 5 OLIMPIADA BOLIVIANA

15““OBF & 5'"“OBAA

67° DE PRIMARIA

DE ASTRONOMIA Y ASTROFISICA

N° | NOMBRE DEL ESTUDIANTE DEPARATMENTO | MEDALLA
1 MATEO FRANCISCO ZARATE OCAMPO | TARIJA ORO
2 ALBERTO BALCAZAR TORREZ TARIJA ORO
3 JOSE ARMANDO VILLCA COA SUCRE ORO
4 DIONEL DEL CARPIO CRUZ LORA SUCRE PLATA
5 NATHALI SARA GOMEZ VELASQUEZ YACUIBA BRONCE
6 ADA BELEN ALVAREZ FERNANDEZ SANTA CRUZ BRONCE
7 RODRIGO EDUARDO LOPEZ TORRICO | ORURO BRONCE
8 YALHIMAR DIVICO LUCIA PANDO MENCION
7MO DE PRIMARIA
N° | NOMBRE DEL ESTUDIANTE DEPARATMENTO | MEDALLA
1 LEONARDO LUIS ROSPIGLIOSI PARDO LA PAZ ORO
2 BORIS VICTOR MONASTERIOS RAMOS SUCRE ORO
3 CAMILO JORGE ORTIZ MENDOZA ORURO PLATA
4 MAURICIO TORRICOS RODRIGUEZ TARIJA PLATA
5 PAUL OJOPI CODIMA COCHABAMBA BRONCE
6 OMAR CORAITE OVANDO ORURO BRONCE
7 LIZ CAROL ROCA ZAMBRANA SANTA CRUZ BRONCE
8 SERGIO BERNABE VELASQUEZ GARNICA | LA PAZ BRONCE
9 BRYAN TORREZ VACA YACUIBA BRONCE
10 | MARIA MERCEDES SENSANO CABRERA SNTA CRUZ MENCION
11 | ALAN ARIEL REJAS ESCUDERO SUCRE MENCION
12 | CERENY LAURA VELASQUEZ LINNEO YACUIBA MENCION
13 | ANA BELEN OROSCO LEIVA TARIJA MENCION
8VO DE PRIMARIA
N° | NOMBRE DEL ESTUDIANTE DEPARATMENTO | MEDALLA
1 ROMULO RODRIGO QUISPE PACHECO SANTA CRUZ ORO
2 MARIA LAURA FLORES SANCHEZ SANTA CRUZ ORO
3 EDSON RODOLFO CLROS VILLARROEL | ORURO ORO
4 JHAMEL CELMA CRUZ LORA SUCRE PLATA
5 JOSE IVAN CHALLAPA CONDORI ORURO PLATA
6 NELIDA ESQUETI QUISPE YACUIBA BRONCE
7 ADRIAN SIERRA MARTINEZ TARIJA MENCION
8 MARIA LUCIA WAYAR DE LA QUINTANA | TARIJA MENCION
9 KALEB IRAHOAL AZAD PANDO MENCION
10 | SANTIAGO KOMADINA GEFFROY COCHABAMBA MENCION
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170 DE SECUNDARIA

N° [ NOMBRE DEL ESTUDIANTE DEPARTAMENTO | MEDALLA
1 | JORGE ANDRES IBARRA MOGRO TARIJA ORO
2 | DIEGO AGUIRRE MOREIRA COCHABAMBA | ORO
3| MARCO ANTONIO ESPINOZA AYALA LA PAZ PLATA
5 | RICARDO GIORDANO ROJAS DEL CASTILLO | COCHABAMBA | PLATA
6 | GUTIERREZ QUISBERT KENDALL ROBERT YACUIBA PLATA
7 | CRISTIAN TORRICOS RODRIGUEZ TARIJA BRONCE
8 | ADRIAN FELIX CHOQUEVILLCA VILLANUEVA | SANTA CRUZ MENCION
9 | GIOVANNI GALINDO ANEZ PANDO MENCION
10 | GARY ROGER ADOLFO CHAVEZ ANDRADE LA PAZ MENCION
11 | SEBASTIAN NAVARRO LEMA TARIJA MENCION
12 | MARIA GABRIELA PENA COCHABAMBA | MENCION
13| LUCIA MARCELA VILLALBA SALINAS ORURO MENCION
14 | FLORES VARGAS RENATO ORURO MENCION
2P0 DE SECUNDARIA

N° [ NOMBRE DEL ESTUDIANTE DEPARTAMENTO | MEDALLA

1 | TAPIA MERCADO CESAR FERNANDO ORURO ORO

2 | ALVARO MARTINEZ TORREZ SANTA CRUZ ORO

3 | MARIANA MADELEN VASQUEZ SANCHEZ | LA PAZ PLATA

4 | CELINA QUISPE FLORES SUCRE BRONE

5 | DIEGO ALBERTO HUMEREZ CACERES TARIJA BRONE

7 | JHOSSELIN ANAVE ZENTENO ORURO MENCION

9 | XIOMARA ELENA CARDONA VARGAS SANTA CRUZ MENCION
3RO DE SECUNDARIA

N° [ NOMBRE DEL ESTUDIANTE DEPARTAMENTO | MEDALLA

1 | SANJINEZ ORTIZ MONICA ALEJANDRA SANTA CRUZ ORO

2 | JORGE ALEJANDRO ALVAREZ ARANIBAR | TARIJA PLATA

3| DENNIS GUSTAVO VENTURA LLAVE ORURO PLATA

4 | OMAR RENATO GARRIDO HAYES SANTA CRUZ PLATA

5 | SANTIAGO MAURICIO MEJIA COCHABAMBA | BRONCE

6 | TANIA LORENA CAIHUARA CASTELLANOS | TARIJA BRONCE

7 | DANIELA GUEVARA GUERRA LA PAZ BRONCE

8 | EMILY BRENDA LAPACA FLORES ORURO MENCION

9 | VALERIA D E LA S MUNECAS GONZALES | LA PAZ MENCION

10 | LAURA LOPEZ CUNO COCHABAMBA | MENCION

11 | CARLOS ANDRES PIZARROSO TRONCOSO | COCHABAMBA | MENCION

12| CARLOS ISIDRO CHOQUE MENA SANTA CRUZ MENCION
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5t« OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA Y

ASTROFISICA

Cochabamba, 5 al 8 de noviembre de 2010

SEXTO DE PRIMARIA
PRUEBA TEORICA

PARTE CONCEPTUAL (40%)

I. ENCIERRE LA RESPUESTA CORRECTA

1.

En el siglo XVI, el modelo Ptolemaico fue susti-
tuido por el modelo de:
a) Copérnico b) Kepler ¢) Galileo d) Ninguno

. La Tierra se formé, como todos los restantes

planetas del Sistema Solar, hace aproximada-
mente:

a) 2.5 millones de afios b) 10 billones de afios
¢) 4,6 miles de millones de afios d) ninguno

. El crater mas grande conocido en la Luna es:

a) Bailly b) Maria c) Mar de los Humores
d) Bahia del Arcoiris e) Ninguno

. Los primeros en postular el sistema he-

liocéntrico fueron los: .
a) Mayas b) Sumerios c) Griegos d) Arabes
e) Ninguno

II. COMPLETAR LAS SIGUIENTES ORACIONES

5.

La tierra primigenia se formé por la colisién y
fusiéon de fragmentos de rocas mas pequenias,
de los denominados planetesimales.

. Bajo los mares, el espesor de la corteza oscila

entre los cinco y ocho kilémetros, pero debajo
de los continentes llega ha alcanzar una pro-
fundidad de hasta cuarenta kilometros.

. La superficie limitrofe entre la corteza

granitica y la basaltica se denomina discon-
tinuidad de Conrad en honor a su descubridor.

. La luna orbita alrededor de nuestro planeta

como un gran satélite en un espacio de tiempo
de 27,3 dias , se mueve una vez alrededor de la
tierra y también una vez alrededor de su propio
eje, la velocidad con la que gira alrededor de la
tierra es de unos 3700 kilémetros por hora.

. Los Asteroides tienen orbitas alrededor del Sol,

que en la mayoria de los casos se encuentran
entre Marte y Jupiter.

IIT. ASOCIAR CADA FRASE CON EL TERMINO

CORRECTO

e Se extiende en el espacio hasta una altura de

aproximadamente 2400 kilémetros.

e Representa tres cuartos de la masa de la

atmésfera y practicamente toda la humedad
disponible se encuentra en su ancho cin-
turén, que llega a tener aproximadamente 18
kilémetros.

e Se extiende a partir de la tropopausa hasta una
altura de unos 80 kilometros, en esta region se
encuentra la capa de ozono que absorbe la gran
mayoria de los rayos ultravioletas.

e Se situa entre 80 y mil kilometros de altura,
la temperatura asciende de forma constante a
causa de la radiacion del sol y puede alcanzar
valores por encima de los 400°C.

e O esfera de disipacion.

a) La Atmoésfera
b) La troposfera
c¢) La estratosfera
d) La Termosfera

e) La exosfera

e La atmoésfera, se extiende en el espacio
hasta una altura de aproximadamente 2400
kilémetros.

e La troposfera, representa tres cuartos de la
masa de la atmoésfera y practicamente toda la
humedad disponible se encuentran en su ancho
cinturén que llega ha tener aproximadamente
18 kilémetros.

e La estratosfera, se extiende a partir de la
tropopausa hasta una altura de unos 80
kilémetros, en esta region se encuentra la capa
de ozono que absorbe la gran mayoria de los
rayos ultravioleta.

e La termosfera, se sitia entre 80 y mil
kilémetros de altura, la temperatura asciende
de forma constante a causa de la radiacion del
sol y puede alcanzar valores por encima de los
400°C.

e La exosfera, o esfera de disipacion.

PARTE PRACTICA (60%)

1. La masa de Saturno es de 5.64 x 10?6 Kg. y su
Volumen es de 9.05 x 1023 m? a) calcule su den-
sidad, b) Si el planeta se colocara en un océano
suficientemente grande flotaria o se hundiria.
Justifique su respuesta.

Sol. a) p = 5.64 x 10%%kg/9.05 x 10**m?3
p = 623.2044[kg/m?]
b) Flotaria puesto que su densidad es
menor a la del agua.

2. El radio de Jupiter es en promedio 10.95 veces
el radio promedio de la Tierra y una
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masa 317.4 veces la de nuestro plan- 3. Dibuje todas las capas de la atmoésfera terrestre
eta. Calcule la proporcion de la densi- con sus respectivas distancias.
dad de masa de Jupiter p; y la densi- Sol.

dad de masa de la Tierra pr, dada por
ps/pr-

M;
= aTRS Atmnasfera
3
My
PT =113
§7TRT
My 317.4Mr
4
_ PJ_ smR | 10.95X10RG
M Mr
PT 1o RS,
J
— 2L .24

pr

R
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5' OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA Y
ASTROFISICA
Cochabamba, 5 al 8 de noviembre de 2010
SEPTIMO DE PRIMARIA

PRUEBA TEORICA

PARTE CONCEPTUAL (40%)
I. ENCIERRE LA RESPUESTA CORRECTA

1. Una de los Satélites de Neptuno es:
a) Talasa b) Io c¢) Tetis d) Desdémona e)
ninguno

II. COMPLETAR LAS SIGUIENTES ORACIONES

2. En el caso de los eclipses solares anulares, la
luna se encuentra cerca de su posiciéon mas ale-
jado de la tierra, por lo que aparece una decima
parte mas pequeina que cuando esta mas cer-
cana.

3. Mercurio completa una drbita alrededor del Sol
en 88 dias terrestres.

4. Mercurio solo se puede ver poco antes de la sal-
ida del Sol y algo después de su puesta.

5. La rotacién propia de Venus es retrograda, es

decir gira alrededor de su propio eje al contrario
que lo hacen la mayoria de los planetas.

6. Los meteoroides son casi siempre fragmen-
tos de cometas y asteroides, que se extinguen
cuando caen sobre la Tierra o al entrar en
la atmoésfera terrestre, y los vemos como
estrellas fugaces o meteoros.

7. Cometas estan compuestos por polvo y gases
congelados.

8. Ceres fue el primer asteroide descubierto (afio
1801).

III. RESPONDA LAS SIGUIENTES PREGUNTAS

9. ;/Cuales son los grupos diferenciados de plane-
tas que existen en nuestro sistema solar?

Sol. Los planetas interiores y los planetas
exteriores.
10. Haga una lista de los planetas que junto a Sat-
urno también poseen anillos.
Sol. Jupiter, Urano y Neptuno.
11. ;En qué fase se encuentra la Luna cuando se
produce un eclipse total de Luna?

Sol. Esta llena ya que por entrar en el cono
de sombra de la tierra, debe estar op-
uesta al sol.

12. De los ocho planetas que existen en nuestro sis-

tema solar, ;cuales son posibles de ver
a simple vista en el cielo nocturno?

Sol. Mercurio, Venus, Marte, Jupiter, Sat-
urno. (Urano en condiciones favorables
se puede ver a simple vista como un
pequeno punto luminoso).

PARTE PRACTICA (60%)

1. /A que hora culmina Jupiter cuando esta en
oposicién?

Sol.

@ V.

il

Liposicion

Como se puede ver en el grafico Jupiter en
oposicion culmina a media noche.

2. La masa de Saturno es de 5.64 x 10%2%kg y su
radio es de 6.0 x 107m a) calcule su
densidad, b) Si el planeta se colocara
en un océano suficientemente grande
;Flotaria o se hundiria? Explique.

Sol. a)
5.64 x 10%6Kg

a 47(6.0 x 107)°

= 623.2044 [K_g}
m

b) Flotaria puesto que su densidad es
menor a la del agua.

3. El radio de Jupiter es en promedio 10.95 veces
el radio promedio de la Tierra y una
masa 317.4 veces la de nuestro plan-
eta. Calcule la proporcion de la densi-
dad de masa de Jupiter p; y la densi-
dad de masa de la Tierra pr, dada por

pa/pr-
Sol.
My
pPJ = 1 3
3TRY
M~
PT = T 53
g']TRT
M 317.4Myp
pJ _ 3RS T0.95x10°F%
= "Mr_ T Mr
pT %ﬂ'R% R;}
J
Pl o4

pT
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4. En qué fase se encuentra la Luna cuando esta
sale por el horizonte oriental el mismo
momento que el Sol se pone en el hori-
zonte occidental.

Sol. Luna llena

5. ;Como se produce un eclipse solar? (Acomparie
su explicacion con un grafico)

Sol.
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5' OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA Y
ASTROFISICA
Cochabamba, 5 al 8 de noviembre de 2010
OCTAVO DE PRIMARIA

PRUEBA TEORICA

PARTE CONCEPTUAL (40%)
I. RESPONDA LAS SIGUIENTES PREGUNTAS

1. En un eclipse anular, jen qué sector de su
orbita se encuentra la Luna?

Sol. La luna debe estar cerca al apogeo.

2. (A qué hora culmina Jupiter cuando esta en
oposicién.
Sol. Jupiter en oposicién culmina a media
noche.

3. ;Aparte de Jupiter, qué otros planetas pueden
culminar a media noche? Elabora una
lista de dichos planetas.

Sol. Marte, Jupiter, Saturno, Urano y Nep-
tuno.

4. Cuando la Luna sale por el horizonte a media
noche, jen qué fase se encuentra?

Sol. Cuarto menguante.

5. De los ocho planetas que existen, jcuales son
posibles de ver a simple vista?

Sol. Mercurio, Venus, Marte, Jupiter, Sat-
urno. (Urano en condiciones favorables
se puede ver a simple vista como un
pequeio punto luminoso).

6. La temperatura en la superficie de los planetas,
JAumenta o disminuye a medida que
nos alejamos del Sol?

Sol. Disminuye, ya que la radiaciéon solar
disminuye.

7. (En qué se diferencian de la Tierra los planetas
gigantes?

Sol. Tienen densidades menores de la
tierra; son practicamente gaseosos,
compuestos de hidrogeno, helio,
metano; son muy masivos o sus masas
son muy grandes en comparacién de
la tierra, y se han formado muy lejos
del sol.

8. ;/Cuales son los planetas gaseosos del sistema
solar?
Sol. Jupiter, Saturno, Urano, Neptuno.
9. ;/Cual de los planetas tiene una densidad menor
a la del agua?
Sol. Saturno.

67

10. ;/Qué nos dice de la composicion de la Tierra
el hecho de que su densidad sea de
5.59/cm3?

Esta compuesta de materiales
metalicos como de hierro y niquel,
ademas de silicio que tienen densi-
dades algo mayores o algo menores a
la de la tierra.

Sol.

PARTE PRACTICA (60%)

1. El radio de la érbita terrestre es 1.49 x 10! [m].
Esta longitud se denomina una unidad as-
tronémica. Expresar un ano luz en unidades as-
tronémicas.

Sol. 63271.47 UA

2. La densidad del gas interestelar en nuestra
galaxia se estima que es de 1.0 x
10=21[kg/m3] ,suponiendo que el gas es
principalmente hidrégeno; estimar el
numero de atomos de hidrégeno por
centimetro cubico.

Sol. E1 Hidrogeno

(1molH/10.4L)x (1gH/1mol H)x (1000L /1m?)
= (1gH/10.4m?)
(1gH/10.4m?) — 6.023 x 10%
1.0x107% — 2
x = 62639.2atm/m> x (1m3/100cm?)
r = 0.063atm/cm®

3. La velocidad de la luz en el vacio es 2.9979 x
108m/s,
a) expresarla en millas por hora.
b) ;Cuantas vueltas alrededor de la
Tierra podria dar un rayo de luz en un
segundo?,
¢) (Qué distancia recorre en un afo y
qué nombre recibe esta distancia?

Sol. a) 2.997 x 10®m/s x (1milla/1.6093 x
10-3m) x (3600s/1h) = 6.7 x
10**millas/h
b) 2 x m x 6387 x 0.62 = 2.5 x 10*millas
c=2.997Tm/s
z = (2.9977/2) x 7 x 6387 x 10° = 7.5
veces

©) 2.9977 x 108m/s x (31561920/s) x
(m/s) = 9.4613 x 10'2km /afos
Un afio luz.

4. ;Cuanto tiempo tarda la luz del Sol en llegar a
Urano?

Sol. 2.9977 x 108m/s x (1/2.87 x 102m) =
1.0444 x 10~4s

Datos utiles:
1 milla =1.6093 km
Numero de Avogadro = 6.023 x 1022 moléculas /mol
DSOL-URANO = 2.87 x 10° km
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5t« OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA Y

ASTROFISICA

Cochabamba, 5 al 8 de noviembre de 2010

PRIMERO DE SECUNDARIA
PRUEBA TEORICA

PARTE CONCEPTUAL (60%)

I. COMPLETE LOS SIGUIENTES CONCEPTOS

1. Camulo, es una agrupacion de estrellas que
comparten los mismos criterios fisicos.

. La via lactea, se puede reconocer a simple vista
como una mancha blanquecina.

. Enana Blanca, la mas conocida es la
comparfiera de Sirio, que fue la primera en
descubrirse.

. Estrellas de neutrones, la materia esta conden-
sada, tienen un diametro de unos 20 kilometros
y su densidad es enormemente grande.

II. RESPONDA LAS SIGUIENTES PREGUNTAS

5. Si estando en algun lugar de Bolivia, ve-

mos el cielo a diario, aproximadamente a la
misma hora, notaremos que muchas estrellas
que aparecen en invierno no aparecen en ver-
ano ;jPor qué?

Sol. Porque la tierra se encuentra al otro
lado de su o6rbita, por tanto, de noche
vemos otras regiones del cielo que no
eran visibles medio afio antes.

>

"-_'-| 40 OF 1MVETRID

6. ;Como se veria el cielo de dia si la Tierra no

tuviera atmosfera?

Sol. Si la tierra no tuviera atmoésfera. La
luz solar alcanzaria nuestros ojos di-
rectamente desde el disco solar, no
recibiriamos luz difundida y el cielo
apareceria tan negro como por la
noche (los astronautas pueden obser-
var durante el dia las estrellas, la
Luna y los planetas debido a que estan
fuera de la atmésfera). El color ne-
gro de la noche es debido a que, a
la atmédsfera que rodea al observador,
apenas llega luz y por tanto no se
puede dar suficiente difusion.

7. En el dibujo que se muestra, el circulo repre-

senta la Tierra iluminada por el Sol
(cuyos rayos llegan paralelos). Com-
plete el dibujo con la linea diviso-
ria dia-noche, eje terrestre, ecuador y

la posicion de Cochabamba a media
noche, para el 21 de Junio.

Sol.

Rayos solares

4
4

-4
-
-
«

RAYOS SOLARES

8. (Hacia qué lugar del cielo hay que apun-

tar para ver un astro que tiene las
siguientes coordenadas horizontales:
acimut= 135° y altura= 90°?

Sol. Hay que apuntar al cenit (en este
caso no importa el acimut ya que para
cualquier angulo acimutal igualmente
alcanzamos el cenit).

9. ;Qué coordenadas horizontales tienen los

siguientes puntos cardinales? (indicar
acimut y altura), ademads, indique
donde toma el origen del acimut. a)
Este. b) Noroeste. ¢) Sur Sur Este.

Sol. Tomando como origen el acimut sur
a) Este: Az=270° h=0
b) Oeste: Az= 135° h=0
¢) SSe : Az= 337,5° h=0
Tomando como origen el acimut sur
a) Este: Az=90° h=0
b) Oeste: Az= 315° h=0
¢) SSe: Az=157,5° h=0

10. Desde Bolivia, jcuanto tiempo permanece el

polo sur celeste levantado sobre el hor-
izonte?

Sol. Las 24 horas, el polo sur celeste es
un punto fijo y dado que Bolivia esta
al sur del ecuador el polo sur celeste
siempre es visible.

. En un eclipse anular, jen qué sector de su
orbita se encuentra la Luna?

Sol. La luna debe estar cerca al apogeo.

12. ;Cual es el acimut y altura del Sol cuando sale

por el horizonte en cualquiera de los
equinoccios?
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Sol. En el equinoccio el sol cruza el ecuador

celeste (4=0°) por tanto al salir lo hace
por el punto cardinal este Az=90° y
h=0 0 Az=270° h=0° (origen sur)

13. Desde Cochabamba se observa salir por el hor-

Sol.

izonte oriental Las Tres Marias que,
aproximadamente, tienen las sigu-
ientes coordenadas ecuatoriales: as-
cension recta igual a 6 horas y decli-
nacion igual a 0°. ;Cuanto tiempo tar-
daran en ponerse (ocultarse) en el hor-
izonte occidental?

Al ser su declinacién igual a 0 se
encuentran en el ecuador celeste; por
tanto, tardaran 12 horas, ya que el
ecuador celeste esta dividido a la mi-
tad por el plano del horizonte.

14. Responder a la anterior pregunta considerando

Sol.

que en vez de estar en Cochabamba el
observador se encuentra en el Circulo
Polar Artico.

No importa la latitud el plano del hor-
izonte divide al ecuador celeste por la
mitad (salvo por los polos), por lo tanto
también tarda 12 horas.

PARTE PRACTICA (40%)

1. El didmetro aparente (angular) de la Luna «,
vista desde la Tierra es de 0.5°. El angulo que
subtiende la Tierra, observada desde la Luna
(3, es varias veces mayor. a) Sean Ry y Ry los
radios terrestre y lunar. Calcule 4 en funcién
de: Ry /Ry, b) Encuentre el valor de § en grados

Sol.

Asi tenemos:

(6%
— 1
—>2<<
Y B
— 1
2<<
« «@ I) Jé]
Tag (2) ~ &:7ag (2) ~ 2
TEMg) Ty ag<2> 2
Oé_RL
2 7

oD
=
S
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2. Una estrella tipo G se observa con una magni-

tud aparente de 3.5. ;A qué distancia
se encuentra dicha estrella?

Tipo espectral

B A F G K

Magnitud absoluta visual

-4,1 | +0,6 | +2,6 | +4,4 | 45,9

Sol.

Se ve de la tabla que Mv (magnitud
absoluta visual) de una estrella tipo
G en +4.4. Utilizando el médulo de
distancia de donde obtenemos:

m— M =5log;gd —5

1
logigd == (m—M+5) —d= 10(m=M+5)/5

d = 6.6[pc]

3. Un parsec a jcuantas unidades astronémicas

Sol.

corresponde?

Como 7rad = #1” en radianes es:

mrad = (ﬁ) X (%)

a 3600 x 180

[1UA] = 206264.81U A

mrad wrad

a=1UA
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5' OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA Y
ASTROFISICA
Cochabamba, 5 al 8 de noviembre de 2010
SEGUNDO DE SECUNDARIA

PRUEBA TEORICA

PARTE CONCEPTUAL (60%)
I. RESPONDA LAS SIGUIENTES PREGUNTAS

1. Las particulas de la atmodsfera terrestre ab-
sorben y dispersan la luz que nos llega del Sol
y de otros objetos celestes. La eficacia de los
fenémenos de absorcién y dispersiéon depende
de la longitud de onda de la luz. a) ;Por qué du-
rante el dia vemos al cielo azul y al Sol amar-
illo? b) Explique también por qué el sol se ve
rojizo cuando esta cerca del horizonte.

Sol. a) Sabemos que la luz que llega del

sol a la tierra es dispersada por la
atmoésfera terrestre. La eficacia de la
dispersion es mayor a longitudes de
onda menores. Es decir, en el azul
la eficacia es mayor que en el amar-
illo. Por lo tanto, las particulas de la
atmosfera dispersan con mayor facil-
idad la luz del sol. Esta luz, al ser
dispersada por la atmésfera, nos llega
de todas las direcciones y hace que
veamos el cielo azul. Cuando el Sol
esta en el cenit nos llega menos luz
azul y lo vemos mas amarillo. Cuando
el sol esta cerca del horizonte su luz
tiene que recorrer una mayor distan-
cia a través de la atmdsfera y las on-
das que menos se dispersan son aquel-
las con longitud de onda mas larga (ro-
jas). Por eso, el sol se ve rojizo cuando
esta cerca del horizonte.
b) Cuando el Sol se halla a una dis-
tancia angular del horizonte de 1° 6
2°, la luz crepuscular derrama sobre
el borde del cielo su magica luminosi-
dad. Poco a poco, el resplandor amar-
illo se transforma en una luz rojo-
anaranjada, y, finalmente, en una lu-
minosidad centelleante color fuego.

2. En el dibujo que se muestra, el circulo repre-
senta la Tierra iluminada por el Sol
(cuyos rayos llegan paralelos). Com-
plete el dibujo con la linea diviso-
ria dia-noche, eje terrestre, ecuador y
la posicion de Cochabamba a media
noche, para el 21 de Junio.

Sol.

Ravos solares

Y

ECUAD-OR

coCHABAMER

PL

HOLHE

-

I.l

RAYOS SOLARES

3. Alado de cada grafico indique si se trata de una

variable intrinseca o extrinseca, y cual
es el criterio que utilizé para identifi-
carlo.

Sol.

b, T

L3S

1 q‘l (] ™ . ”ﬂl

o4 LI * L

05 "o Toe

= L] i

= LA s . -] a1
L]

?_u " oa "

> 1ok e TH Ayt =

ol -|.=' ‘f‘

il

i1 i
7 T
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Variable extrinseca. La curva muestra la dis-
minucién de brillo debido a que la
acompanante que es mas débil que la
principal al pasar por delante de esta
disminuye la cantidad de luz que nos
llega. La variacion de brillo es debido
a un factor externo a la estrella.

[} o

13:5¢ |
13t |
1500 ¢
P
14,56 —

Fs | 4 3 ] T Ei ] q
Time {days}

Variable intrinseca, la variacién de luz se debe

a pulsaciones de la estrella (aumenta
y disminuye su radio) la variaciéon de
brillo se debe a cambios de la propia
estrella, este tipo de variable ademas
tiene una variacion regular.
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Variable intrinseca (como de variacién irregu-
lar) se debe a variaciones no periédicas
en la estrella de reciente formacion.

4. En un eclipse anular, jen qué sector de su
orbita se encuentra la Luna?

Sol. La luna debe estar cerca al apogeo.

5. Hacia qué lugar del cielo hay que apun-
tar para ver un astro que tiene las
siguientes coordenadas horizontales:
acimut =135° y altura= 90°.

Sol. Hay que apuntar al cenit (en este
caso no importa el acimut ya que para
cualquier angulo acimutal igualmente
alcanzamos el cenit).

6. ;Qué coordenadas horizontales tienen los
siguientes puntos cardinales? (indicar
acimut y altura), ademas, indique
dénde toma el origen del acimut. a)
Este. b) Noroeste. ¢) Sur Sur Este.

Sol. Tomando como origen el acimut sur
a) Este: Az=270° h=0
b) Oeste: Az= 135° h=0
¢) SSe : Az= 337,5° h=0
Tomando como origen el acimut sur
a) Este: Az=90° h=0
b) Oeste: Az= 315° h=0
¢) SSe: Az=157,5° h=0

7. Una estrella presenta una paralaje anual de
0.01 segundos de arco, cual es su dis-
tancia en parsec.

Sol. Por definicion, la distancia a la cual el
semieje mayor de la tierra subtiende
un angulo de 1”7 que se denomina

parsec.
Dado que es un angulo muy pequerio
la relacion nrad = % es valida (xrad

D R
representa la paralaje anual, en radi-

anes, no confundir con la constante =)
Si a = 1UA entonces 7w expresado
en segundos de arco sera: 77 = %
(la distancia es igual al inverso del
paralaje anual).

Es asi que si 7 = 0.01” — d = 100pc
Como 7rad = 1”7 en radianes es:

1 m
mrad = [ —— | X (—)
(3600) 180

a 3600 x 180
mrad wrad

[1U A] = 206264.81U A

8. Un parsec a jcuantas unidades astronémicas
corresponde?

Sol.

T

&——F >
Como mrad = #1” en radianes es:

d= 1 X ( T )
Tt =\ 3600 180

a 3600 x 180
mrad wrad

D =

[1U A] = 206264.81U A

a=1UA

9. En una Galaxia, cudl es la diferencia entre es-
trellas de poblacién I y poblacion II.

Sol. La poblacion I esta compuesta por es-
trellas jovenes, con mayor abundancia
de metales, se encuentran en los bra-
zos estirados. La poblacion II se trata
de estrellas viejas, con escasa o nula
existencia de metales, generalmente
se hallan en el halo galactico (camulos
globulares) y en el bulbo galactico.

10. ;Esta la érbita de la Luna trazada en una carta
celeste? Si, no, ;por qué?

Sol. No porque no es un objeto fijo en la
b6veda celeste como aparentan ser las
estrellas.

11. El método trigonométrico para la mediciéon de
la paralaje actualmente permite medir
distancias a las estrellas hasta 100 pc
(cuantos parsec o anos luz).

12. ;Por qué confeccioné el astronomo francés
Charles Messier, su catalogo?

Sol. Para tener un registro de objetos en el
cielo que en su época se podian con-
fundir con cometas y asi evitar tales
confusiones.
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13. Desde Cochabamba se observa salir por el hor-

Sol.

izonte oriental Las Tres Marias que,
aproximadamente, tienen las sigu-
ientes coordenadas ecuatoriales: as-
cension recta igual a 6 horas y decli-
nacion igual a 0°. ;Cuanto tiempo tar-
daran en ponerse (ocultarse) en el hor-
izonte occidental?

Al ser su declinaciéon igual a 0 se
encuentran en el ecuador celeste; por
tanto, tardaran 12 horas, ya que el
ecuador celeste esta dividido a la mi-
tad por el plano del horizonte.

14. Responder a la anterior pregunta considerando

Sol.

que en vez de estar en Cochabamba el
observador se encuentra en el Circulo
Polar Artico.

No importa la latitud el plano del hor-
izonte divide al ecuador celeste por la
mitad (salvo por los polos), por lo tanto
también tarda 12 horas.

PARTE PRACTICA (40%)

1. Encontrar la relacién general entre angulo de
desviacion & de un prisma, de angulo 4, e indice

de refracciéon n, situado en el aire (n =

1),

en funcién de «,i,n,r, 1, e (ver figura) y a par-
tir de esa ecuaciéon deducir la expresion para
el angulo de desviacién minima. Determinar el
angulo de incidencia que produce la desviacion
minima en un prisma de o = 60° y n = 1.5.

Sol.

De la figura se deduce que:

i—r4+e—1r' =9
r+r’=a—d=ite—a

Aplicando la ley de Snell:
Seno (i) = nSeno (r)

nSeno (r') = Seno (e)

Seno (i) + Seno (e) =

Jen () -

n (Seno (r) + Seno (r'))

= 2Seno <Z te
(1)

Sustituyendo de (1)

2Seno <H—Te) Cos (Z ; e>

n (Seno (r) + Seno (r"))

0+«
)
n (Seno (r) + Seno (r))

- Cos (%) 2)

— 2Seno (

Seno (r) + Seno (r') =

’ o
7’—;1")008(1" 27’>

= 2Seno ( ) Cos <T_2T/

= 2Seno <

3

N———

Llevando (3) a (2)

2Seno <5—|2—a> =

— Seno <5+a) =

[n2Sen0( ) Cos (
Cos (T)

)]

[nSeno (%) Cos (

Cos (T)

)]

2

2. Una estrella tipo F se observa con una magni-

tud aparente de 3.5. ;A qué distancia
se encuentra dicha estrella?

Tipo espectral

B A F G K

Magnitud absoluta visual

-4,1 | +0,6 | +2,6 | +4,4 | 45,9

Sol.

logyod =

d=15.1

Se ve de la tabla que Mv (magnitud
absoluta visual) de una estrella tipo
F en +4.4. Utilizando el médulo de
distancia de donde obtenemos:

m— M =5log;qd —5

1
= (m—M+5)—d= 10(m=M+5)/5

[pe]
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5' OLIMPIADA BOLIVIANA DE ASTRONOMIA Y
ASTROFISICA
Cochabamba, 5 al 8 de noviembre de 2010
TERCERO DE SECUNDARIA

PRUEBA TEORICA

PARTE CONCEPTUAL (30%)
I. RESPONDA LAS SIGUIENTES PREGUNTAS

1. Tanto la Tierra como la Luna giran alrede-
dor de su propio eje. La Luna ademas, gira en
una orbita casi circular alrededor de la Tierra.
Sin embargo, desde la Tierra siempre se ve la
misma cara de la Luna. a) Diga, qué condicién
se tiene que cumplir para que esto no ocurra.
b) Describa el fenémeno que conduce a esta
situacion.

Sol. a) Vemos siempre la misma cara de la

luna porque su periodo de rotacién so-
bre si misma es igual a su periodo de
traslacién alrededor de la tierra, en-
tonces el periodo de rotacion de la luna
no debe ser sincrono con su periodo de
traslacion.
b) Como la fuerza de gravedad es
un vector, depende de la distancia y
del angulo con el que aplica. Asi, el
lado de la luna mas préximo a la
tierra siente una atracciéon gravita-
cional mayor a la de otras zonas. Es
decir, si desde la Tierra vemos a la
Luna entonces la zona que esta en-
frente de la tierra siente la mayor
atraccion gravitacional mientras que
las zonas de los lados sienten una
menor atraccion gravitacional (fuerza
de marea). Esto hace que se produzca
un alargamiento de la Luna. El mismo
efecto producido por la Luna sobre la
Tierra es responsable de las mareas
de los océanos. La zona alargada no
puede regresar instantaneamente a su
forma inicial. Cuando la luna rota so-
bre si misma mas rapido de lo que
lo hace actualmente, la zona alargada
se desplazaba hacia la direccion de
rotacién de la Luna. La zona alargada,
antes de regresar a su forma inicial,
ya no estaba enfrente de la tierra.
Entonces esta zona sufria una mayor
atraccion gravitacional. Dicha fuerza
se oponia a la rotacion de la Luna
sobre su eje. Debido a esta oposicién
la velocidad de rotacién de la Luna
fue disminuyendo hasta llegar a la
situacion en la que una misma cara
siempre esta dirigida hacia la tierra.

2. En el dibujo que se muestra, el circulo repre-
senta la Tierra iluminada por el Sol
(cuyos rayos llegan paralelos). Com-
plete el dibujo con la linea diviso-
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ria dia-noche, eje terrestre, ecuador y
la posicién de Cochabamba a media
noche, para el 21 de Junio.
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3. Una estrella presenta una paralaje anual de

Sol.

D:

0.01 segundos de arco, cual es su dis-
tancia en parsec.

Por definicién, la distancia a la cual el
semieje mayor de la tierra subtiende
un angulo de 1”7 que se denomina
parsec.

Dado que es un angulo muy pequerio
la relacién 7rad = % es valida (rrad
representa la paralaje anual, en radi-
anes, no confundir con la constante )
Si a = 1UA entonces 7 expresado
en segundos de arco sera: 77 = 1
(la distancia es igual al inverso del
paralaje anual).

Es asi que si 7 = 0.01” — d = 100pc
Como 7rad = # 1”7 en radianes es:

mrad = (ﬁ) X (%)

a 3600 x 180
mrad wrad

[1UA] = 206264.81U A

4. Un parsec a jcuantas unidades astronémicas

Sol.

corresponde?

Ravos solares
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Como 7rad = £1” en radianes es:
mrad = L X (L)
3600 180

a 3600 x 180
mrad mrad

a=1UA

5. Alado de cada grafico indique si se trata de una
variable intrinseca o extrinseca, y cual
es el criterio que utilizé para identifi-
carlo.

Sol.
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Variable extrinseca. La curva muestra la dis-
minucién de brillo debido a que la
acompanante que es mas débil que la
principal al pasar por delante de esta
disminuye la cantidad de luz que nos
llega. La variacion de brillo es debido
a un factor externo a la estrella.

i ) [N S i I (N SN S
z

i L 3 ] F I; ]
s (s}

Variable intrinseca, la variacion de luz se debe
a pulsaciones de la estrella (aumenta
y disminuye su radio) la variaciéon de
brillo se debe a cambios de la propia
estrella, este tipo de variable ademas
tiene una variacion regular.

Variable intrinseca (como de variacién irregu-
lar) se debe a variaciones no periédicas
en la estrella de reciente formacion.

[LUA] = 206264.81U A
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6. En un eclipse anular, jen qué sector de su
orbita se encuentra la Luna?

Sol. La luna debe estar cerca al apogeo.

7. (A qué hora culmina Jupiter cuando esta en
oposicién?

Sol. Como se puede ver en el grafico Jupiter

Ohposicion
Sol I

H
en oposicion culmina a media noche.

PARTE PRACTICA (70%)

1. Si el radio terrestre fuese la mitad de lo que es
y la densidad continda siendo la misma, en qué

proporcion aumenta o disminuye la velocidad
de escape.

Sol. Para la tierra:

It
I f.‘.lrll"u:l.h 3=

m debe llegar al infinito con v = 0 por lo menos
por conservacion de la energia Fy, =

Ew ¥y Esx = 0 (no ligado) o v = 0 para

U =0.
lmvgsc -G (Mm> =0
2 r
Como:
_M_ M
p= v §7TT3
La masa:
dmprd
M =
3

Remplazando en la primera ecuacion:

8mprs3
3

UESC -
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Vese < 72 (Vg es directamente proporcional a
r).
Por tanto si el radio disminuye a la mi-
tad la V... reduciria a la mitad.

2. Si la masa de la Tierra fuera el doble de lo
que es, jcual deberia ser el periodo or-
bital de la Luna para encontrarse a la
misma distancia que se encuentra ac-
tualmente?

Sol. Deduciendo de la 3ra ley de Kepler (en

forma simplificada) jcuanto tardara en llegar dicha senal

a nuestro planeta?
I Sol.

d=dy-dr
dM = 228x 106 km
At =d/e = (d]u -d T )/C
d 7 =149.6x10° km
¢ =3.00 x10® m/s
At = 261 seg. = 4min 21 seg.

F es centripeta F' = mw?r (29 ley).

N . 5. La estacién espacial internacional se encuen-
Por la ley de gravitacion universal

tra orbitando la Tierra a una altura de

Mm 350 km sobre su superficie, y tiene una
F=aG < 2 > masa de 150 Tn. ;Cudl es su energia
orbital?
M 2 M Sol.
2., _
Miigg)
3
T =2m\/—=——
"Véeum
Si M se duplica entonces T disminuye por un
factor de: y/1/2 Como el periodo or-
bital de la luna es de 27.32 dias de la
tierra es de 19.32 dias.
3. Una estrella tipo B se observa con una magni-
tud aparente de 3.5. ;A qué distancia
se encuentra dicha estrella?
r=H+ RT
Tipo espectral B A F G K H =350 km; Ry = 6375 km;
Magnitud absoluta visual | -4,1 | +0,6 | +2,6 | +4,4 | +5,9 m;ss = 150 x 103 km
1 M
Sol. Se ve de la tabla que Mv (magnitud E=K+U= Emv2 -G < Tm)

absoluta visual) de una estrella tipo
B en +4.4. Utilizando el moédulo de

distancia de donde obtenemos: Se refiere v (de la tercera ley de Kepler de-

duciendo de nuevo)
m— M =5log;od —5 v GM

— V7 =
r r2 r

1 Reemplazando en la anterior ecuacion:
logyod = 5 (m — M +5) — d = 100"~ M+5)/5

d = 331[pc]
Eo EG (JV[m) _a (Mm) s (JV[m)
4. Una sonda espacial que esta orbitando Marte, 2 r r 2r

envia una sefial de radio a la Tierra. Mm
Si Marte se encuentra en oposicion, E= _—
P (2 (H + RT))
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E =-4.44x10'2 [J] 7. Calcular la masa de la Tierra utilizando los
datos orbitales de la Luna.
6. ;Qué velocidad debe tener una nave espacial Sol. Obteniendo un resultado parcial d? la
para escapar del sistema solar cuando pregunta 2 (ley de kepler) tenemos:
es lanzada desde la orbita terrestre? Ar®  GM
Sol. m no debe llegar al infinito con V = 0 T2 T 3
por lo menos por conservacién de la en- A2y
ergia F, = F y Es = 0 (no ligado) o M = 7r_7“2
V =0paralU = 0. GT
M =6.02 x10** kg
1mvgsc -G (Mm) =0
2 T
2GM
Vese =
"

Por tanto se tiene:

B \/2 X 6.67~11 x 1.9930
Vese = 146.6°

Vese = 42.1 km/seg.
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