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ANALISIS ESTADISTICO DE TEMPERATURAS EXTREMAS SOBRE TERRITORIO BOLIVIANO

STATISTICAL ANALYSIS OF EXTREME TEMPERATURES IN THE BOLIVIAN TERRITORY

V. M. PENAFIEL' & M. ANDRADE?
Instituto de Investigaciones Fisicas, Carrera de Fisica
Universidad Mayor de San Andrés
c. 27 Cota-Cota, Campus Universitario, Casilla de Correos 8635
La Paz - Bolivia
(Recibido 9 de Abril de 2014, aceptado 19 de Agosto de 2014)

RESUMEN

Se ejecuta un conjunto de operaciones sobre los registros disponibles de temperaturas
maxima y minima diarias provenientes de cinco estaciones colocadas aproximadamente so-
bre los ejes EO y NS del territorio boliviano. El propésito es, principalmente, el de aislar los
valores extremos (altos y bajos) correspondientes a cada una de las estaciones de medicion,
para luego determinar las frecuencias con que se presentan y efectuar la comparacién de
las mismas entre estaciones (a fin de detectar alguna causa externa comun). Los resultados
del analisis muestran que los fenémenos extremales de temperatura son mas bien locales,
excepto por efectos periédicos obvios.

Cédigo(s) PACS: 07.05.Kf — 93.30.Tr
Descriptores: Analisis de datos — Distribucién geografica de temperaturas

ABSTRACT

We carry out a set of operations on the available data registers of maximum and minimum
daily temperatures of five stations located on the East-West and North-South axes in the
Bolivian territory. Our main purpose is to isolate the extreme values (high and low) corre-
sponding to each of the stations and thereafter to determine their frequencies and compare
them among the stations (in order to detect any common external cause). The results of the
analysis show that the extremal temperature phenomena are local, except for the obvious
periodic ones.

Subject headings: Data analysis — Temperate regions

1. INTRODUCCION.

El estudio y seguimiento de los valores extremos
de temperatura tiene importancia por sus impactos
en la agricultura, previsiones energéticas y aun en
estadisticas de mortalidad (Huynen et al. 2001) vy,
por supuesto, en consideraciones ambientales en
conexi6on con el “cambio climatico” (Beniston &
Stephenson 2004).

Gran parte de la atencién, por tanto, esta di-
rigida a determinar y predecir la ocurrencia de “olas
de calor”, “heladas”, etc. sobre la base de registros
empiricos previos o simulaciones.

En el presente trabajo, el interés esta orientado
sobre todo en la comparacion de medidas, prove-
nientes de estaciones estratégicamente elegidas,
con el propédsito de caracterizar el comportamiento
general, sobre territorio boliviano, de estructuras
térmicas con valores muy alejados respecto de la me-
dia “normal”.

fvmiguel@fiumsa.edu.bo
fmandrade@fiumsa.edu.bo

Como en un trabajo anterior (Pefafiel & Andrade
2013), se ha hecho una seleccién de cinco estaciones
meteorolégicas (Tabla 1) adecuadamente colocadas
sobre los ejes territoriales longitudinal y transversal,
y tomando en cuenta las principales zonas climéaticas
-altiplano, valles y llanos- las cuales representan
también a las regiones frias, templadas y calidas del
pais.

El comportamiento climatico en el territorio bo-
liviano no difiere grandemente entre esas tres re-
giones: se tiene un lapso invernal seco y lluvias con-
centradas sobre todo en verano. Por esto, es intere-
sante indagar sobre el grado de correlacion de las
estructuras de temperatura extrema entre todos los
puntos considerados.

Las operaciones numéricas aplicadas a los reg-
istros empiricos tienen principalmente ese fin.

2. TENDENCIAS EXTREMAS ANUALES.

Las series temporales disponibles constan de 7304
valores cada una, correspondientes a 20 afios, desde
el 1 de Enero de 1989 hasta el 31 de Diciembre de
2008 (Servicio Nacional de Meteorologia e Hidrologia
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TABLA 1
POSICION DE LAS ESTACIONES.

Estacion Lat. Long. a.s.n.m. [m]
E1 (Ayo Ayo) -17.083 -68.000 3880
E2 (Cochabamba) -17.417 -66.183 2548
E3 (Pto. Suarez) -18.983 -57.817 134
E4 (Cobija) -11.0330 -68.7830 272
E5 (Tarija) -21.5500 -64.7000 1854

a.s.n.m. = altura sobre el nivel del mar.

TABLA 2
TENDENCIAS ANUALES (TEMPERATURAS MAXIMAS).
Estacién al°C/dia] b[°C] Tmaz[°C)
FE1l 0.220830 21.417143 16.0
E2 0.061466 36.079571 30.7
E3 0.020714 33.103714 27.0
E4 —0.04787 40.000714 31.0
E5 0.030210 36.541 26.0
TABLA 3

TENDENCIAS ANUALES (TEMPERATURAS MINIMAS).

Estacidn al°C/did] b[°C] T rmin[°C]
E1l —0.1 —17.007143 1.4
E2 0.190662 7.6747140 20.0
E3 0.107647 —3.395143 8.6
E4 0.273090 3.8751430 20.5
E5 —0.01525 —4.197143 10.4
2010).

Se obtiene una evaluaciéon rapida de las es-
tructuras extremas de temperatura examinando la
evoluciéon anual de los maximos y minimos valores
anuales. Las figuras 1, 2, 3, 4 y 5 exhiben el grado de
variacion de esos indices y su tendencia lineal (rectas
at+b ajustadas por cuadrados minimos) durante las
dos décadas; los valores explicitos de los coeficientes
de las tendencias lineales aparecen en las tablas 2 y
3.

La inspeccién de esos datos indica que no existe un
comportamiento similar entre las estaciones, como se
esperaria si los extremos de temperatura tuvieran
un origen climatico comun. Asi, mientras E1 y E5
tienen tendencias divergentes, E4 muestra tenden-
cias convergentes y las tendencias de E2 y E3 son
paralelas.

Por otra parte, la comparacion entre las dos
altimas columnas de las tablas 1 y 2, es decir, en-
tre el comienzo de la tendencia con el valor medio
aproximado de la temperatura en cada caso, arroja
diferencias notables (de entre 5 y 18 grados) impli-
cando ya la presencia de estructuras extremas para
cada uno de los puntos anuales.

Otras formaciones mas severas, por tanto menos
probables, aparecen como picos por encima de la
recta de tendencia en el caso de las maximas y por
debajo de ella en el de las minimas (Figs. 1 a 5).

Finalmente, exceptuando a las minimas de la
estacion E2 (Fig. 2), los maximos y minimos anuales
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F1G. 1.— Temperaturas maxima anual y minima anual para la
estacion E1 (Ayo Ayo). Las méaximas tienen tendencia positiva y
la minimas tendencia negativa. Respecto del origen, se observa
un pico con 3.6 °C' en las maximas y un minimo con -4.5°C en las
minimas.
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FiG. 2.— Temperaturas maxima y minima anuales para la
estaciéon E2 (Cochabamba). Las tendencias son ambas positivas y
las mayores desviaciones 2.23°C (méximas) y -5.54°C (minimas).
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F1G. 3.— Temperaturas maxima anual y minima anual para la
estacion E3 (Puerto Suarez). Las tendencias son ligeramente pos-

itivas en ambos casos y las mayores desviaciones (respecto de b)
son 1.8°C'y -1.4°C en cada caso.
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F1G. 4.— Temperaturas maxima y minima anuales para la
estacion E4 (Cobija). Hay tendencia negativa y positiva y desvia-
ciones de 3.2°C'y -3.9°C respectivamente.

tienden a presentarse con razonable uniformidad,
implicando, por supuesto, que la presencia de even-
tos climaticos mas intensos, si los hay, deben tener
periodos mayores a los 10 afos. Esto hace atractiva
la idea de buscar periodicidades menores de manera
mas sistematica.

3. PERIODICIDAD.

La cuestion de si las temperaturas, a lo largo de se-
ries temporales, se distribuyen en forma gaussiana
no esta definitivamente establecida, y parece obede-
cer fuertemente a factores locales (v. g. Harmel &
Richardson (2002)). Por ejemplo, refiriendo todas las
temperaturas del registro para la estaciéon E1 a su
recta de tendencia (recta de regresion), que se mues-
tra en la figura 6, y construyendo el histograma de
frecuencias con intervalos de un grado (Fig. 7), éste
admite el ajuste de una curva gaussiana,

g(AT) = aexp[b(AT — ¢)?] , (@8]

muy aproximada. Sin embargo, en la misma op-
eracion sobre el registro de minimas para E3 (Fig.
8) el ajuste gaussiano es bastante pobre (Fig. 9).
La definicién de “valor extremo” en términos de
multiplos de la desviacién tipica o no es adecuada
para todos los casos. Por tanto, se ha adoptado,
mas bien, una tendencia comun en la literatura
(Collins et al. 2000) definiendo los eventos extremos
en términos de percentiles sobre las colas del his-
tograma de frecuencias. Para el presente trabajo,
se entiende por evento extremo aquel para el cual
T > T. (maximas) 6 T' < T, (minimas) donde

T.> N(T,;) = min(N > 73) , (2)

esto es, la temperatura de corte 7, corresponde a la
frecuencia justamente mayor al 1% del registro (73
para todas las estaciones); para las maximas, N se
cuenta desde el extremo de la cola superior, mien-
tras que desde el extremo de la cola inferior para las
minimas (Tablas 4 y 5).

Ahora, los registros generados anulando todos los
valores inferiores o superiores -segun el caso- a las

TABLA 4
TEMPERATURAS DE CORTE MAXIMAS.

Estacion T.[°C] N(T.)
E1l 5.0 180
E2 5.0 189
E3 5.0 179
E4 8.0 76
E5 9.0 109
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F1G. 5.— Temperaturas maxima anual y minima anual para la
estacion E5 (Tarija), con tendencias positiva y negativa y desvia-
ciones mayores 3.5°C (méximas) y -3.5°C (minimas).
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F1G. 6.— Temperaturas maximas diarias registradas en la
estacion E1. Todos lo datos se referirdn luego a la recta de re-
gresion (tendencia) que aparece superpuesta a los datos.

temperaturas de corte, son muy semejantes a las que
aparecen en las figuras 11 y 13, correspondientes a
E1 y E4 respectivamente. Los primeros 50 puntos de
la transformada rapida de Fourier (TRF) de esas se-
ries modificadas se muestran en las figuras 12 y 14.
El analisis sobre la significacién de los picos de po-
tencia en las transformadas donde, a diferencia de
los registros musicales, no hay informacion previa so-
bre patrones periédicos, contiene siempre un impor-
tante factor heuristico. La decisién final de cuando
un pico es sefial y cuando es ruido contiene niveles
de aleatoriedad muy altos cuanto menos prominente
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F1G. 7.— Histograma de frecuencias para los datos de la figura
6 referidos a la recta de tendencia. La gaussiana (1), ajustada por
cuadrados minimos (a = 1203.56, b = 0.0858, ¢ = 0.09416), re-
fleja, en este caso, la tendencia general de las maximas a un valor
central dominante, con valores extremos poco probables.
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Fi1G. 8.— Datos de temperatura minima correspondientes al reg-
istro E5 (Tarija). Se muestra la tendencia lineal usada como origen
referencial posterior.

TABLA 5
TEMPERATURAS DE CORTE MINIMAS.
Estacién T.[°C] N(T.)
E1 —14.0 91
E2 -9.0 71
E3 —10.0 108
E4 -9.0 104
E5 —12.0 134
es el “pico”.

Para el presente trabajo, se ha hecho un recuento
estadistico de la altura de las potencias de Fourier
por intervalos y se ha aplicado un criterio de se-
leccién por percentiles semejante al de la ec. (2).
Esto permite un analisis con criterio homogéneo so-
bre todas las series disponibles. La figura 10 grafica
este recuento con un ajuste gaussiano por cuadrados
minimos; en este caso, el nivel aproximado de 99%
corresponde al intervalo con cota 0.015. El resultado
de aplicar este nivel sobre el espectro de la Fig. 9 es

TABLA 6
MAXIMAS EXTREMAS (PERfODOS EN ANOS).
Estacion P P P3 Py Py
FE1 7.48 1.40 1.02 0.66 0.51
E2 5.61 1.40 1.02 0.66 0.50
E3 5.61 2.04 0.98 0.62 0.49
F4 7.48 2.44 1.02 0.66 0.51
E5 4.49 2.04 0.98 0.68 0.51
TABLA 7
MINIMAS EXTREMAS (PERIODOS EN ANOS).
FEstacion P P> Ps Py Ps
FE1 3.21 1.40 1.02 0.66 0.50
E2 7.48 2.24 1.02 0.70 0.50
E3 3.21 1.50 1.02 0.75 0.50
FE4 3.74 1.40 1.02 0.62 0.50
E5 7.48 1.60 1.02 0.62 0.50
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F1G. 9.— Histograma de los datos de la figura 8 referidos a su
tendencia. El ajuste gaussiano es, aqui, muy pobre (a = 484.68,
b = 0.01602, ¢ = 1.6723). Sélo indica que los valores extremos son
menos probables.

el de aislar los patrones de frecuencias centradas en
3,16, 22, 34 y 44, que corresponden a periodos de 7.5,
1.4, 1.02, 0.66 y 0.51 afos, respectivamente. Los re-
sultados de analisis similares para las maximas ex-
tremas en las otras estaciones estan reunidos en la
tabla 6 y, para las minimas extremas, en la tabla 7.
No todos los periodos son cualitativamente signi-
ficativos, ni climaticamente importantes. Asi, como
las altas temperaturas son propias del verano y las
bajas son caracteristicas del invierno, los periodos Ps
y Ps5 corresponden, obviamente, a ese patrén anual y
semianual; los periodos P, y P4, en cambio, tienen
interpretaciones menos evidentes, pero, probable-
mente, reflejan oscilaciones estacionales menores.

4. CORRELACIONES PARCIALES.

Finalmente, conviene también verificar
explicitamente las correlaciones entre los reg-
istros filtrados (como los de las figuras 11 y 13). El
calculo directo aparece en las tablas 8 y 9 para las
maximas y minimas, en ese orden.



ANALISIS ESTADISTICO DE TEMPERATURAS EXTREMAS

2100

16580

1260

40

frecuencia

420

0 I 1 I 1 1 I I
0 0.004 0.008 0012 0.016

intervalo

0.0z

F1G. 10.— Histograma construido mediante el recuento (frecuen-
cia) de potencias de la TRF comprendidas en intervalos de tamario
0.001. La curva de ajuste es de tipo gaussiano como la (1) con
a = 2091.67, ¢ = 0.00304 y una curtosis muy alta (b = 28454.29).
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F1G. 11.— Temperaturas extremas maximas para la estacion E1
obtenidas filtrando los valores por debajo de la temperatura de
corte 7. = 5°C. Se aprecia sobre todo la periodicidad anual de las
estructuras. Los valores demasiado altos son mas espaciados.
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F1G. 12.— Transformada rapida de Fourier (TRF) sobre los datos
de la Fig. 8. El pico mayor corresponde al periodo anual 8192/23 =
356 < T' < 8192/22 = 372.36. Los demas periodos se determinan
tomando el centro aproximado de los grupos significativos.

TABLA 8
CORRELACIONES TOTALES (MAXIMAS).

Est. FE1l E2 E3 FE4 E5
E1 1.0 —0.014 0.191 0.007 —0.007
E2 —0.014 1.0 —0.004 0.047 0.039
E3 0.191 —0.004 1.0 0.028 0.003
FE4 0.007 0.047 0.028 1.0 0.004
E5 —0.007 0.039 0.003 0.004 1.0
TABLA 9
CORRELACIONES TOTALES (MINIMAS).
Est. E1 E2 E3 E4 E5
F1 1.0 0.092 0.385 0.091 0.137
E2 0.092 1.0 0.077 0.347 0.264
E3 0.385 0.077 1.0 0.111 0.162
E4 0.091 0.347 0.111 1.0 0.458
E5 0.137 0.264 0.162 0.458 1.0
TABLA 10

CORRELACIONES PARCIALES (MAXIMAS).

Est. E1 E2 E3 E4 E5
El 1.0 —-0.014 —0.194 0.003 0.007
E2 —0.014 1.0 —0.003 —0.057 0.039
E3 —0.194 —0.003 1.0 0.027 0.007
E4 0.003 —0.057 0.027 1.0 0.003
E5 0.007 0.039 0.007 0.003 1.0

De estos resultados es muy evidente la clara in-
dependencia estadistica de las series de valores ex-
tremos, especialmente de méaximas. Pero mas con-
cluyente aun es el conjunto de correlaciones par-
ciales que se obtiene considerando los elementos
de las tablas 6 y 7 como elementos de la matriz
simétrica

1 r12..T15
7'211 1 ..T25

(3)
rs1 T's52 .. 1
y calculando
pi = L
1] )
ViR

donde R;; son los determinantes menores de R. Las
tablas 10 y 11 consignan los valores obtenidos en cor-
respondencia con las 8 y 9, casi todos ellos menores
que sus contrapartes totales.

Para las extremas minimas se esperaria una cor-
relacion mayor, teniendo en cuenta la asociacién que
se hace con los frentes frios, generalmente originados
en la antartida, que ingresan a territorio boliviano
en lugares donde los registros de la estacion E4 son
una buena muestra y E3 podria estar también bajo
tal influencia.

Una explicacion es que ésta, como otras influencias
externas, progresan en ciertas direcciones y en un

4)
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TABLA 11
CORRELACIONES PARCIALES (MINIMAS).

Est. E1l E2 E3 F4 E5
E1l 1.0 0.046 —0.375 0.005 —0.059
E2 0.046 1.0 0.007 —0.280 —0.019
E3 —0.375 0.007 1.0 —0.031 —0.089
E4 0.005 —0.280 —0.031 1.0 0.424
E5 —0.059 —0.019 —0.089 0.424 1.0
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F1G. 13.— Minimas extremas obtenidas filtrando el registro de
E4 (Cobija) para valores superiores a -9°C. El patrén anual es
ahora muy conspicuo, asi como el mayor distanciamiento entre los
valores extremos més altos.

cierto intervalo temporal; las estaciones de medicion,
entonces, se comportan como si tuvieran su propia
influencia local.

5. CONCLUSIONES.

Este trabajo puede ser considerado como el epilogo
de uno anterior (Pefiafiel & Andrade 2013). El
analisis sobre temperaturas medias, hecho ahi,
muestra tendencias y distribuciones més regulares
y se ha mencionado el que las “anormalidades” estan
asociadas con la presencia de valores extremos en las
series temporales (ver también Hurrell (1995)).

Hay, por otra parte, modelos especificos para ex-
plicar las caracteristicas temporales de las estruc-
turas extremas de temperatura (Hosking et al.
1985), cosa que no se ha intentado aqui por limita-
ciones en la longitud de los registros.

Respecto a indicios, por ejemplo, de “calentamiento
global” u otro efecto que implicaria el recrudec-
imiento de los extremos térmicos en direcciones op-
uestas, la inspeccién de las tendencias anuales, prac-
ticada en la Sec. 2, determina una clara ausencia de
tales senales. No obstante, se ha visto que la severi-
dad extremal puede ser lo suficientemente alta como
para indagar sobre las periodicidades con que se pre-
sentan.

El anélisis armoénico efectuado en la Sec. 3 indica
que los tunicos periodos verdaderamente comunes
en todos los centros de observacion son el anual
y el semianual. Los otros periodos interesantes -
mas largos- oscilan en el intervalo [3.2,7.5], sin cor-

relacion aparente entre maximas v minimas: una
03
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F1G. 14.— Transformada rapida de Fourier (TRF) sobre los datos
de la Fig. 13 Los picos mayores corresponden al periodo anual y
semianual.

rapida comparacién ilustrativa con los picos enfati-
zados en las figuras 1 a 5 sugiere que estos periodos
estan asociados, sin duda, con los valores mas altos
de temperatura extrema.

Como los criterios aplicados para obtener las series
de sé6lo extremos (v. g., Fig. 11 y Fig 13) son los mis-
mos para todas las estaciones, es posible aprovechar-
las para los calculos directos de correlacién, total
y parcial. Los resultados (Sec. 4) determinan con-
cluyentemente que los registros no estan correla-
cionados y que, por tanto, la presencia de extremos
térmicos es un fenémeno muy local, no obstante la
estacionalidad comun.
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RESUMEN

Empleando el Oregonator como modelo de la reaccién de Belousov-Zhabotinsky, se llevé a
cabo el estudio del proceso de sincronizaciéon de dos osciladores idénticos con acoplamiento
bidireccional diagonal; ademads, tomando como parametro el coeficiente de acoplamiento,
se analiz6 la estabilidad del régimen de sincronizacién en términos del maximo exponente
transversal de Lyapunov. Se identificé la secuencia perturbacién-regulacion-ajuste tanto para
la auto-organizacion del sistema compuesto sincronizado como para su mantenimiento luego
de ser sometido a perturbacion.

Cédigo(s) PACS: 05.45.Xt — 82.40.Bj — 82.40.Qt

Descriptores: Sincronzacion; osciladores acoplados — Oscilaciones, caos y bifurcaciones —
Sistemas quimicos complejos

ABSTRACT

Using the Oregonator as a model for the Belousov-Zhabotinsky reaction, we studied the
synchronization process of two identical oscillators with diagonal bidirectional coupling. We
analyzed the stability of the synchronous regime in terms of the largest transversal Lya-
punov exponent by considering the coupling strength as the main parameter. We identified
the sequence perturbation-regulation-adjustment both for the system’s self-organization and
for its maintenance when it is perturbed.

Subject headings: Synchronization; coupled oscillators — Oscillations, chaos, and bifurca-

tions — Complex chemical systems

1. INTRODUCCION

La emergencia de propiedades nuevas es una
caracteristica de los sistemas complejos; un caso
clasico es la situacion explicada en Goldbeter (1994),
donde la agregacion de una poblacién critica de
dictyostelium discoideum para formar una estruc-
tura multicelular diferenciada es capaz de gene-
rar nuevas cepas; un otro ejemplo es el fenémeno
de respuesta de una poblaciéon de luciérnagas hem-
bra al proceso de sincronizacion de una poblacion
de luciérnagas macho que se detalla en Ramirez

Tsorgeoporto@gmail.com
thttp://www.fiumsa.edu.bo/docentes/mramirez/

Avila et al. (2011).

La sincronizacion constituye un aspecto de la in-
teraccion de dos o mas osciladores auto-sostenidos
en el que se lleva a cabo el ajuste de sus ritmos de
oscilacion, y puede ocurrir en poblaciones de insec-
tos, células cardiacas o nerviosas como se menciona
en Pikovsky et al. (2001); en circuitos electrénicos
tales como los descritos en Ramirez Avila et al.
(2003) y Conde Saavedra (2007); o algunos que
pueden ser importantes en telecomunicaciones como
el referido en Pecora et al. (1997); ademas de os-
ciladores quimicos como los presentados en Toth et
al. (2006).

El acoplamiento difusivo de dos osciladores en la
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reaccion de Belousov-Zhabotinsky (BZ) expuesto en
Field et al. (1972) ha sido estudiado tanto desde el
punto de vista teérico como experimental tal como lo
muestran Crowley & Epstein (1989), Bar-Eli (1990) y
Doumbouya et al. (1993). Los fenémenos observados
se atribuyen a su dinamica en relacion con el flujo de
sustancia entre los reactores. Asi, en un sistema de
dos osciladores idénticos y con distintos volimenes
se tiene cuasiperiodicidad y caos tal como lo men-
ciona Doumbouya et al. (1993); en otro caso, dos os-
ciladores BZ paramétricamente distintos pueden sin-
cronizar en fase o fuera de fase, como lo sefiala Crow-
ley & Epstein (1989).

En el presente trabajo se emplea como modelo de
la reaccion BZ el Oregonator tal como se plantea en
Field & Noyes (1974), es decir, un esquema de cinco
etapas irreversibles y tres variables dinamicas aso-
ciadas a especies quimicas, a partir del cual se es-
tudia la sincronizacién y su estabilidad en un sis-
tema de dos osciladores idénticos acoplados difusiva-
mente. La dinamica del Oregonator esta descrita por
el sistema de ecuaciones diferenciales expuesto en
Gray & Scott (1994):

dr e oy —ay +z(1 - 2)]
T = F(rigef) = (200 (—qy—ay+12) | . (D)
T xr—z

donde r = (x,9,2)T es un punto en el espacio de
fases y F(r;e, f) es la velocidad de fase asociada;
tiempo, variables y parametros de control son adi-
mensionales. Como antecedente, se realiz6 el estudio

analitico y numérico del Oregonator en Oporto Al-

maraz & Ramirez Avila (2013a) con un parametro
g = 0.0008 que corresponde a pH = 0.097, mientras
que

1 B

= SR A

con kg = 1 M~!s7!, A = [BrO3] y B = [Org], siendo
[Org] la concentracién total de especies organicas.
Para nuestros fines, basta considerar a f como
parametro numérico. Bajo estas condiciones, los pun-
tos fijos en el espacio de parametros ¢ — f se clasifi-
caron en una region de estabilidad y otra de inestabi-
lidad, separados por la curva de bifurcacién de Hopf.
Experimentalmente, en Oporto Almaraz & Ramirez

Avila (2013b) se estudié la reaccién BZ a pH de 0.097
en reactor cerrado y se clasificé su dindmica en el es-
pacio de concentraciones ¢y — fj, equivalente al espa-
cio de parametros; ademas de definirse una region de
bifurcacién homéloga a la curva de bifurcaciéon. Por
tanto, dada su relativa simplicidad respecto a mode-
los de la reaccion BZ de 80 etapas elementales como
el que se expone en Gyorgyi et al. (1990), el Orego-
nator resulta un modelo significativo y permite abor-
dar problemas de mayor complejidad como el de la
sincronizacién.

El presente articulo se organiza de la siguiente
manera. En §2 se lleva a cabo el estudio del pro-
ceso de sincronizacion completa de los osciladores y
se efectiia el andlisis de estabilidad de la variedad

(2)

€
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€
04
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f
F1G. 1.— (Color online) Curva de bifurcacién de Hopf en el espa-
cio de parametros ¢ — f para el Oregonator cuando ¢ = 0.0008 y
el punto (1, 0.5) perteneciente a la regién de inestabilidad.

TABLA 1
CONDICIONES INICIALES PARA LOS OSCILADORES O1Y O2.
o1 02
z10 = 0.0008 x99 = 0.0774
y10 = 21.0804 y20 = 0.5145
z10 = 0.0348 z90 = 0.0404

asociada al régimen de sincronizacion; la discusion
de los resultados obtenidos enfatizando en los aspec-
tos fisicos se efectia en §3. Finalmente, en §4 se dan
las conclusiones y perspectivas del trabajo.

2. MODELO Y SU ANALISIS
2.1. Osciladores idénticos

Para ¢ = 0.0008, B=1M y A =0.25M se tiene
e = 0.5 y si se asume que f = 1, entonces, se tiene
un punto en el espacio de parametros ¢ — f que se
muestra en la Figura 1. Empleando las condiciones
iniciales rig y rop, cuyos componentes se muestran
en la Tabla 1, se definen dos osciladores idénticos,
ri(t+7T)yra(r+ A7+ T),denominados O1ly O2re-
spectivamente, como se describe en Stefanski (2009),
con una diferencia de tiempo A7 = 9.895 que es pro-
porcional a la diferencia de fase.

En la Figura 2 se comparan los osciladores O1 y
O2 por sus (a) trayectorias en el espacio de fases y (b)
sus series temporales para x| y xo, verificandose que
ambos osciladores comparten el mismo ciclo limite
pero en puntos distintos a un tiempo dado. Los valo-
res promedio de la amplitud para cada variable son
T1,maz = T2,mae ~ (0.2190,21.0807,0,1918) mientras
que la frecuencia del ciclo limite es v = 0.0637 que
corresponde a un periodo 7" = 15.6980.

2.2. Efecto del acoplamiento.

El sistema formado por los osciladores idénticos
O1 y O2 acoplados difusivamente tiene dimensién
6 y esta representado por las ecuaciones cinéticas
del Oregonator para cada oscilador, segun (1), y adi-
cionalmente un término de acoplamiento bidirec-
cional diagonal entre las variables del mismo tipo
tal como se explica en Stefanski (2009) y Boccaletti
(2008):

(drl/d7> _ (F(rl;q,gf)) L C (I 0) _ (rz —r1) )
dI‘Q/dT - F(I‘Q;q,€7f) 07 ry —ro ’
3
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F1G. 2.— (Color online) Osciladores idénticos O1 (magenta) y O2
(cyan) sin acoplamiento definidos por los parametros ¢ = 0.0008,
f =1,e=0.5. (a) Espacio de fases y (b) series temporales.
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Fi1G. 3.— (Color online) Osciladores idénticos O1 (magenta) y
02 (cyan) acoplados difusivamente. (a) Trayectorias en el espacio
de fases, (b) series temporales y (c) variedad de sincronizacién
respecto a la variable = de cada oscilador y (d) error medio de
sincronizacion.

dicha interaccién es la misma para todas las

variables, de acuerdo a la matriz por blo-
ques de matrices identidad Z, y esta cuan-
tificada por el coeficiente de acoplamiento

C = kTyp introducido en Crowley & Epstein (1989),
donde k es la constante asociada al flujo de sustan-
cia entre uno y otro reactor, p es la intensidad de
acoplamiento y Ty = (koB)™! = 1 es la constante
de reescalamiento del tiempo, tal que 7 = /Ty, de
modo que el tiempo fisico, ¢, coincide con el tiempo
adimensional, 7.

Considerando que los osciladores O1 y O2 estan
acoplados segun (3) con & = 0.01 y un valor de
p = 1.5 de modo que C = 0.015. Entonces, la in-
tegracion del sistema de ecuaciones a partir de las
condiciones iniciales rig y rog de la Tabla 1 propor-
ciona la informacion que se muestra en la Figura 3.
En las Figuras 3(a) y 3(b) se superponen, respec-
tivamente, las trayectorias en el espacio de fases
y las series temporales de la variable x de los os-
ciladores acoplados, observandose una perturbacion
de sus trayectorias y en consecuencia de las am-
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Fi1G. 4.— (Color online) Efecto del coeficiente de acoplamiento so-
bre la sincronizacién de los osciladores idénticos O1 y O2 acopla-
dos difusivamente. Parametros: ¢ = 0.0008, ¢ = 0.5, f = 1.
(a) Error medio de sincronizacién, {e), a un tiempo de referencia
T =250y (b) transiente, 7g.

plitudes y periodos, seguido de la regulacion de di-
cho efecto caracterizada por la disminucién progre-
siva de la diferencia de fase, hasta que esta se an-
ula una vez que ambos subsistemas ajustan sus rit-
mos de oscilacién sobre el ciclo limite que caracte-
riza al régimen de sincronizacién. En la Figura 3(c)
se muestra la proyeccién del espacio de fases x1—z5
donde los puntos sobre la recta ;1 = x5 conforman
la componente x de dicha variedad, a la cual se de-
nomina variedad de sincronizacién, simbolizada por
A:

A= ()=t =@}, @

tal como se especifica en Pecora et al. (1997) y
Stefanski (2009), sobre la que tiende la dinamica de
los osciladores a medida que estos sincronizan; de
modo que la dimensién del sistema acoplado dismin-
uye a la mitad, de 6 a 3. En la Figura 3(d) se ob-
serva la disminucién en el tiempo del error medio
de sincronizacién introducido en Boccaletti (2008)
y utilizado en Ramirez Avila (2007). Se lo denota
por (e(7)) y esta definido por la distancia entre las
trayectorias correspondientes a O1 y O2 al tiempo
T

3
Z (l‘kl(T) — $k2(7)>2 .

k=1

(5)
Permite cuantificar el transiente 75 = 1212.32 tal
que (e(7)) = 0,¥r > 75. En este caso la sin-
cronizacion es completa dado que se verifica la
condicion asintética lim; . {(e(t)) = 0 mencionada en
Mosekilde et al. (2002).

El ciclo limite que caracteriza a la variedad de
sincronizacién, r, (1) = r (T + 7), T > 7g, tiene
un periodo T = 15.6980 y frecuencia aproximada
v = 0.0637, mientras que las amplitudes promedio de
las variables dindmicas en cada uno de los reactores
SON: T, = i mas & To.mae ~ (0.2190,21.0807,0.1918).
Estas caracteristicas del ciclo limite son
practicamente iguales a las obtenidas en el caso de
los osciladores aislados y seran las mismas para
cualquier valor de C mientras se mantengan fijos los
parametros de control.

A continuacion se analiza el efecto del coeficiente
de acoplamiento C sobre la sincronizacion de los os-
ciladores O1 y O2 considerando el error medio de
sincronizacién y el transiente. Si se mantienen fijos

(e(r)) = Uro(7),ra(7)) =
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los valores de Ty = 1y &k = 0.01 entonces C' = kTyp
juega el rol de parametro a través de p. El inter-
valo de variacién de C es [0.0004,0.0200] en pasos
de 0.0001. En la Figura 4(a) se obtienen los pun-
tos (C,(e(7))) a un tiempo de referencia = 250,
para los cuales se tiene una tendencia exponencial
(e(1)) = AeBY, de cuyo ajuste resulta:

(e(7)) ~ 0.8030e~10-5688C (6)

con un coeficiente de correlacién r2 = 0.9998.

En la Figura 4(b) se muestran los puntos (C, 7s);
en este caso, se tiene una ley de potencia 7¢ = MCV,
cuyo ajuste da:

T ~ 18.4147C 0971 7

con un coeficiente de correlacién 2 = 0.9939.

2.3. Estabilidad de la variedad de sincronizacion.

Una vez que los osciladores O1 y O2 acoplados y
descritos por el sistema de ecuaciones (3) llegan a
sincronizar completamente constituyen un sistema
compuesto, 0102, de dimensiéon 3, en el que la
magnitud de las variables dindmicas son las mis-
mas a cualquier tiempo en uno y otro reactor y
pertenecen a la variedad de sincronizacion periédica
cuya dinamica esta descrita por las ecuaciones dife-
renciales del Oregonator evaluadas en A:

dr

A

dr

quyo“é‘ T YA + xA(l - :CA)}
- T(fqu 7xAy+fZA) : €))
LTp— 24

Se resalta el hecho de que si bien el término difu-
sivo en (3) se anula una vez que se alcanza el régimen
de sincronizacion, éste puede volver a manifestarse
bajo una variacién en el sistema 0102 que hara que
los osciladores O1 y O2 se distingan.

Considerando una perturbacion en las concentra-
ciones de las especies quimicas de los osciladores y
manteniendo constantes los parametros de control,
de modo que se generen trayectorias distintas en el
espacio de fases correspondientes a los osciladores
del sistema compuesto 0102:r; =r, + dr; para O1
y rp =r, +Jry para O2. En este caso, la dindmica
del sistema se reescribe en términos de la compo-
nente transversal de la perturbacion respecto a la va-
riedad de sincronizacion, ér | = ér; — dro como se ex-
pone en Pecora et al. (1997) y Mosekilde et al. (2002);
y una vez realizado el analisis de estabilidad lineal
como se plantea en Pikovsky et al. (2001), Stefanski
(2009) y Boccaletti (2008), se tiene la forma:

d((SI‘J_)

I =(J—-2CT) or, . 9)
donde J es el jacobiano de F evaluado en A:
1-2z 4, —y, q— 4 0
T, (1)ig€ f)= —200y,  —200(a+a,) 2007
1 0 B

(10)

-0.005f
-0.01}
-0.015f

< —0.02}
-0.025]
-0.03f

-0.035f

-0.04

0 0.005 0.01 0.015 0.02

F1G. 5.— (Color online) Maximo exponente transversal de Lya-
punov, X ;, respecto al coeficiente de acoplamiento, C, corres-
pondiente a la estabilidad de la componente transversal de una
perturbacién sobre la variedad de sincronizaciéon asociada a los
parametros ¢ = 0.0008, f = 1, ¢ = 0.5; en magenta su respectivo
ajuste lineal.

Mediante un andlisis similar se obtiene la
dindmica de la componente longitudinal de la per-
turbacion respecto a la variedad de sincronizacion,
(5rH = 0r; + dra:

dr

La convergencia o divergencia de la trayectoria de
la perturbacion transversal determina la estabilidad
de la variedad de sincronizaciéon, la cual es evalu-
ada calculando el maximo exponente transversal de
Lyapunov, )| 1, asociado a (9); como se menciona en
Stefanski (2009), la relacion entre este exponente y
el coeficiente de acoplamiento es:

A=A, —2C,

(12)

donde )|, es el maximo exponente longitudinal de
Lyapunov asociado a la ecuacién (11) siendo ademas
equivalente al exponente de Lyapunov de un os-
cilador en ausencia de acoplamiento.

Se estudié un intervalo de valores del coeficiente
de acoplamiento C de [0.0004, 0.0200], con pasos de
0.0001 para el subintervalo [0.0004,0.0015] y 0.0020
en el subintervalo [0.0020,0.0200]. La eleccién de las
condiciones iniciales se hizo considerando que estas
corresponden a un punto préximo a la variedad de
sincronizacién, segin dos casos: 1. se emplea una
misma condicién inicial para cada valor de C'y 2. se
emplea una condicién inicial diferente para cada va-
lor de C. En la Figura 5 se tienen los maximos expo-
nentes transversales para el caso 2.

En la Tabla 2 se muestra el ajuste lineal de los
datos para los casos 1y 2.

2.4. Aspectos numéricos

La integracion numérica de las ecuaciones dife-
renciales se llevé a cabo empleando el método de
Runge-Kutta de cuarto orden con paso de integracion
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TABLA 2
AJUSTE LINEAL DEL CONJUNTO DE PUNTOS (C, A, ).

Caso 1
Caso 2

A1 = 0.0005 — 2.0000C
A1 = (0.0005 = 0.0001) — (2.0080 + 0.0070)C'

de 0.01 y tolerancias absoluta y relativa, ambas, de
1071%, a partir de la cuales se obtuvieron las trayec-
torias en el espacio de fases, las series temporales y,
con base en estas, el error medio de sincronizacion.
Para el calculo de los exponentes de Lyapunov
se empleé el algoritmo propuesto por Wolf et al.
(1985), el cual se basa en el conjunto ortonormal

{vil), vl )} que resulta de la ortonormalizacion por
el método de Gram-Schmidt de los vectores propios
obtenidos al paso de iteracion ©; de modo que el
k-ésimo exponente de Lyapunov es segiun Stefanski
(2009) y Parker & Chua (1989):

1 L
~ 0
AL ~ 76 lg_l In|v,’|,

donde L es el numero de particiones del tiempo total.
Con base en este algoritmo, se empleé el programa
implementado por Govorukhin (2004) con un paso de
iteraciéon © = 0.01, L = 600000, tolerancia absoluta

de 102 y tolerancia relativa de 107°.

(13)

3. DISCUSION

El acoplamiento de O1 y O2 implica la modifi-
caciéon de las ecuaciones diferenciales de cada os-
cilador a través de los términos de acoplamiento
difusivo, lo que, de acuerdo a la Figura 3(a), hace
que sus respectivas trayectorias se perturben si-
multaneamente en las magnitudes or; y drs al
tiempo de referencia 7y respecto a los puntos ry; y
rp2 pertenecientes a los ciclos limite asociados:

(14)
(15)

La diferencia entre estas ultimas ecuaciones es
equivalente al término difusivo, que para un tiempo
7,70 < T < Tg, donde 75 es el transiente, se escribe:

ri(17) —ro(t+ A7) =ra1 (74 T) —rvpe(t+ AT+ T)+
(51‘1(7‘) — 51’2(7’) . (16)

De acuerdo a la dinamica en la proyeccion del es-
pacio de fases x1—z5, Figura 3(c), y a la variacion
temporal del error de sincronizacién, Figura 3(d), las
trayectorias r; y ro se regulan a través de las va-
riables dindmicas del mismo tipo en el término di-
fusivo, lo que implica la disminucién gradual de la
diferencia de fase, segiin la Figura 3(b), hasta que,
para 7 > 715, AT =0, de modo que los osciladores
ajustan sus ritmos de oscilacién sobre la variedad de
sincronizacion, ra1(7+7T) =rae(t+T) =1, (1+T),
caracterizada por un error de sincronizacion nulo y
dr1(7) = éra(7) = 0 en (16).

Por tanto, el efecto del acoplamiento entre los os-
ciladores idénticos O1 y O2 constituye el proceso de:

I‘1(T0) = I'Al(’ro +T) +5I‘1(Tg)
I‘Q(To) = I‘AQ(TO —+ ATO +T) —+ 51‘2(7’0) .

1. perturbacion en los ciclos limite de cada oscilador,
seguido de su

2. regulacion a través de un transiente hasta su
3. ajuste sobre la variedad de sincronizacion.

En términos de la dimensién del sistema, el pro-
ceso que se acaba de explicar puede esquematizarse
como:

(R*)(R3) = R® = R3 . 17)
1 2 3
(R®)(R?) representa las dimensiones de los os-
ciladores O1 y O2 aislados; su acoplamiento da lu-
gar a una perturbacién (1) en cada oscilador y al sis-
tema de dimensién R, cuya regulacién (2) conduce al
ajuste (3) de los osciladores sobre la variedad de sin-
cronizacion que caracteriza la dinamica del sistema
compuesto 0102 de dimensién R3.

Segun (8), el sistema compuesto sincronizado
0102 tiene la misma dinamica y restricciones
paramétricas de los osciladores a partir de los
cuales se configuro; pero a la vez tiene asimilado el
término difusivo a través del cual sus partes se inte-
gran. Por tanto, el proceso perturbaciéon-regulacion-
ajuste puede considerarse un fenémeno de auto-
organizacién cuyo resultado es la emergencia del sis-
tema compuesto completamente sincronizado O102.
En este sentido el ciclo limite que caracteriza a di-
cho régimen adquiere el atributo de variedad de sin-
cronizacion.

La dependencia del transiente respecto a la mag-
nitud del coeficiente de acoplamiento segin una ley
de potencia (7) indica que el acoplamiento implica la
sincronizaciéon de O1 y O2 a un tiempo dado en el
intervalo de C estudiado; segun (6), la tendencia de
los osciladores acoplados a sincronizarse también se
evidencia por la ley exponencial decreciente del error
de sincronizacién a un tiempo de 250 respecto a C.

De acuerdo al analisis de estabilidad lineal de la
variedad de sincronizacién correspondiente al sis-
tema compuesto 0102, C pasa a ser un parametro
estructural a través del cual una perturbacion gen-
era una asimetria que restituye el término difusivo.
Lo anterior se refleja en la dindmica de la pertur-
bacién transversal a dicha variedad (9), cuyo maximo
exponente transversal de Lyapunov, A\, 1, esta rela-
cionado de forma lineal con C, tal como se mues-
tra en la Tabla 2; salvo factores asociados al calculo
numérico, estos resultados pueden aproximarse a
la relaciéon A, = A\ —2C, con )\ =0. En tanto
que este valor del maximo exponente longitudinal de
Lyapunov esté asociado al ciclo limite que caracte-
riza a la variedad de sincronizacién, se tendra que
A1z = —2C <0, lo que indica que dicha variedad es
estable siempre que C > 0.

Las restricciones al valor de C provienen de las es-
calas de tiempo en las que puede llevarse a cabo un
proceso disipativo, es decir, estos valores deberan es-
tar acordes a lo que pueda observarse experimental-
mente; en este sentido, es de esperarse que para va-
lores muy grandes o muy pequeiios de C no se tenga
sincronizacion.
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La rapidez de convergencia de la perturbacién
transversal a la variedad de sincronizacién aumenta
exponencialmente conforme aumenta el valor de C,
de lo que se infiere que dicha variedad es estable den-
tro el intervalo de C estudiado.

La estabilidad de la variedad de sincronizacién
que caracteriza al sistema O102 esta asociada al
mantenimiento del mismo en términos del proceso
perturbacion-regulacién-ajuste propuesto anterior-
mente. Considerando la dimensién del sistema, este
proceso corresponde a la secuencia:

R?® —» RS — R2.
1 2 3

(18)

Una perturbacion (1) en el sistema compuesto sin-
cronizado 0102 hace que ambos osciladores se
diferencien de modo que la dimensién del sistema
acoplado se duplica pasando de R? a RS; el amor-
tiguamiento de la perturbacién en cada oscilador se
da a través de un proceso de regulacion (2) hasta el
ajuste de los ritmos de oscilacion sobre la variedad
de sincronizacién (3), restituyendo asi la dimensién
del sistema compuesto O102.

La secuencia (18) no resulta el proceso inverso
de (17). De hecho, respecto a (16), en el sistema
compuesto 0102 perturbado, el término ér; — drs
pasa a ser la perturbacion transversal a la varie-
dad de sincronizacién, or , y en este sentido la se-
cuencia de regulacién-ajuste adquiere un significado
nuevo pues implica el restablecimiento del régimen
sincrono y en consecuencia el mantenimiento de
0102. Lo anterior, es relevante en el sentido de
que, respecto a sus partes, la complejidad del sistema
compuesto sincronizado 0102 radica en la emergen-
cia de propiedades nuevas.

El caracter invariante respecto a C tanto de la
auto-organizacién como del mantenimiento del sis-
tema sincronizado 0102 se debe ya sea a la natura-
leza dinamica del Oregonator como al caracter dia-
gonal del acoplamiento. M4s alla de estas particular-
idades, pueden esperarse atributos adicionales de-
bido a la riqueza dindmica de la reaccion BZ, que
puede incluir comportamiento caético. También se
pueden tener diferentes tipos de acoplamiento; asi
Por ejemplo, el sistema de dos osciladores de Rossler
acoplados difusivamente en un solo sentido y de
forma no diagonal a través de una variable presenta
una relacién no lineal entre A\, ; y C como se mues-

tra en Pecora et al. (1997); en este caso, el coeficiente
de acoplamiento tiene un caracter critico y en conse-
cuencia la variedad de sincronizacion puede ser es-
table o inestable, lo que significa que el sistema com-
puesto puede ya sea mantenerse o disgregarse.

4. CONCLUSIONES

Empleando como modelo el Oregonator, el
acoplamiento difusivo de los osciladores idénticos
y fuera de fase Ol y O2 conduce a la auto-
organizaciéon, a través del proceso perturbacion-
regulacion-ajuste, del sistema compuesto 0102,
el cual representa una estructura emergente ca-
racterizada por una variedad de sincronizacién
que mantiene la no linealidad del Oregonator y
en la que se encuentra asimilado el término de
acoplamiento difusivo. De acuerdo a una ley de po-
tencia que relaciona el transiente con el coeficiente
de acoplamiento, se deduce que la sincronizacién
ocurre en el intervalo de C estudiado.

En el sistema compuesto el coeficiente de
acoplamiento pasa a ser un parametro estructural
a través del cual una perturbacion restablece el
término difusivo y a la vez el proceso de regulacion-
ajuste, dando lugar al mantenimiento del sistema
0102. Lo anterior significa, en términos de los ex-
ponentes de Lyapunov longitudinal y transversal a
la variedad de sincronizacién, que ante una pertur-
bacion, el ciclo limite, con )\, = 0, que caracteriza al
régimen sincrono es estable; es decir, | ; < 0, para
un valor de C distinto de cero.

La complejidad del sistema sincronizado O102
deriva del caracter compuesto de su estructura en
la que sus partes se encuentran integradas a través
del acoplamiento, generando como un todo nuevas
propiedades respecto a los osciladores aislados, tales
como el mantenimiento del régimen sincrono.

Una de las perspectivas de este trabajo es el estu-
dio experimental del fenémeno de sincronizacion de
dos osciladores que siguen la reaccién BZ con difer-
entes tipos de acoplamiento y, de forma analoga, lle-
var a cabo el estudio con base en modelos més com-
pletos para la reacciéon BZ.
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Investigamos la dindmica semiclasica inducida en una red unidimensional de enlace fuerte
por un campo eléctrico inhomogéneo de alta frecuencia w, mas un potencial estatico arbi-
trario. Encontramos, —de manera analoga al caso del péndulo de Kapitza— un potencial efec-
tivo independiente del tiempo que describe el movimiento eléctronico promedio hasta un or-
den de w—2. Este potencial efectivo depende de: el potencial estatico externo, la constante
de red y el campo eléctrico aplicado de alta frecuencia. Encontramos, notablemente, que la
correccion dinamica debida al campo rapidamente oscilante es formalmente idéntica a aque-
lla asociada al péndulo de Kapitza en el régimen del continuo. Finalmente, los resultados
de este trabajo se aplican a: el oscilador armoénico en la red, el efecto de la oscilacién Bloch
y fenémenos de “localizacién dinamica” en arreglos de fibras 6pticas (donde hacemos una
prediccion experimental).

Cédigo(s) PACS: 42.50.Ct — 42.50.Hz — 03.65.Sq

Descriptores: Hamiltoniano efectivo — Modelo semiclasico — Modelo de enlace fuerte

ABSTRACT

We investigate a semiclassical dynamics driven by a high-frequency w inhomogeneous field,
plus a static arbitrary potential on a one-dimensional tight-binding lattice. We find —in the
approach of Kapitza’s pendulum— an effective, time independent potential that describes the
average of the electronic motion to order w—2. This effective potential depends on the static
external potential, on the lattice constant and on the applied high frequency field. Remark-
ably, we find that the dynamic correction of rapidly oscillating fields is formally identical to
that associated to Kapitza’s usual continuum result. Finally, applications are made to: the
harmonic oscillator on the lattice, the Bloch oscillation effect and “dynamical localization” in

arrays of optical waveguides (wherein an experimental prediction is made).

Subject headings: Effective Hamiltonian — Semiclassical model — Tight-binding model

1. INTRODUCCION

El estudio del movimiento electrénico y de los es-
tados electronicos definidos en espacios discretos o
en redes es un asunto de considerable importancia
dadas sus aplicaciones en fisica (Papp & Micu 2007;
Mattis 1986; Itin & Neishtadt 2014). Como tales,
fenomenos reticulares tipicos como las oscilaciones
de Bloch (Bloch 1928; Hartmann et al. 2004), local-
izacion dinamica (Dunlap & Kenkre 1986; Holthaus

“Traduccién autorizada de “Semiclassical tight-binding dy-
namics in rapidly oscillating fields plus a static arbitrary po-
tential”, Martinez L. A., Sanjinés D. and Gallinar J.-P., Interna-
tional Journal of Modern Physics B 28 (2014) 1450173.

& Hone 1996), efectos de estrechamiento de banda
(Papp & Micu 2007), localizaciéon asintética (San-
jinés & Gallinar 2001), aumento de la masa ex-
citéonica (Mattis 1986; Mattis & Gallinar 1984), y
otros, han sido exhaustivamente estudiados tanto
cuanticamente como semicldasicamente (Ashcroft &
Mermin 1976), donde este ltimo modelo permite
tratar de manera mas sencilla los efectos combina-
dos en el movimiento electrénico de campos eléctricos
aplicados inhomogéneos y campos dependientes del
tiempo. En los dispositivos nanoscépicos (Papp &
Micu 2007), tanto la naturaleza de enlace fuerte de
las bandas (Gallinar & Mattis 1985) como la in-
homogeneidad de los campos puede ser importante
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para simular el confinamiento cuantico de los esta-
dos electronicos. Ademas, a fin de aumentar el in-
terés en estos fenémenos, se sabe que un paquete
de ondas fotonico en un arreglo de guias de onda
(Dreisow et al. 2011; Longhi 2007) puede simular el
comportamiento de un electrén de Bloch moviéndose
en una banda de enlace fuerte bajo la influencia de
campos electromagnéticos adecuados (Longhi 2007).
Ello es una consecuencia de la “ecuacion 6ptica de
Schrodinger” (Marte & Stenholm 1997), donde se da
una analogia formal entre la variable temporal en
la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
(para el electron de Bloch en la red) y la variable
espacial en la “ecuacion 6ptica de Schrodinger” a lo
largo del eje longitudinal del arreglo éptico (para
el paquete de ondas foténico). De esta forma, los
fenémenos dinamicos cuanticos de la particula en
una red son “mapeados” a lo largo del eje de un
arreglo de fibras épticas donde se observa una dis-
tribucion estatica de intensidad luminosa. Asi, los
fenémenos oscilacién de Bloch (Lenz 1999) y local-
izacion dinamica (Longhi et al. 2006) han sido ob-
servados; recientemente, el fenémeno de localizacién
asintética (Sanjinés & Gallinar 2001) fue asimismo
confirmado experimentalmente (Dreisow et al. 2011)
en un arreglo de fibras o6pticas con un perfil de
curvatura cubico. Recientemente se han logrado
avances importantes (tanto tedricos como experi-
mentales) en la fisica de los arreglos de fibras 6pticas
(Garanovich et al. 2012); dichos arreglos 6pticos sur-
gen pues como simuladores cuanticos “bona fide” en
el sentido referido en revisiones recientes (Buluta &
Nori 2009; Georgescu et al. 2014). Existen entonces
algunos escenarios especificos donde es posible bus-
car aplicaciones experimentales para los resultados
tedricos que se presentan en este trabajo, por ejem-
plo, el que se propone en la seccién 4.

Asi, después de revisar brevemente algunos de
los fenémenos mas interesantes que surgen en el
contexto del modelo de enlace fuerte, describiremos
a continuacion el plan a ser desarrollado en este
trabajo. Nos proponemos generalizar el tratamiento
conocido que hace Kapitza del péndulo invertido
(Kapitza 1951) al caso de los campos inhomogéneos
(Longhi 2007) en la aproximacién semiclasica de en-
lace fuerte (Ashcroft & Mermin 1976). Se sabe que
para una ley de dispersion cuadratica, el método de
Kapitza se suele emplear (en el limite de altas fre-
cuencias w — o0) (Bandyopadhyay & Dattagupta
2008) para estudiar, por ejemplo, el confinamiento de
“atomos frios” (entre otros) en un potencial efectivo
independiente del tiempo. Adaptaremos entonces el
método de Kapitza a una banda de enlace fuerte con
interaccién a primeros vecinos, y de esta forma ser
capaces de contrastar nuestros resultados con aque-
llos que surgen usualmente bajo el modelo de una
banda cuadratica. En particular, hallamos que de-
bido a la presencia de la red el potencial efectivo
Uers(X) (Cf Ec. 26) depende cuadraticamente del
potencial estatico U(X), en contraste con la depen-
dencia lineal que se halla usualmente (Bandyopad-
hyay & Dattagupta 2008; Rahav et al. 2003). Hal-

lamos ademads que la correccion dindmica (que varia
como w2 para w — oo) es formalmente similar a
la que se obtiene por el método de Kapitza en el
régimen del continuo. Y atn mas, el potencial efec-
tivo Uess(X) depende también de la posicién y el
pseudo-momentum iniciales, en contraste con los re-
sultados equivalentes que se halla con el método de
Kapitza.

En resumen, y a fin de contrastar los procedimien-
tos, en la seccin II presentamos la deduccién de la
formula para el potencial efectivo (Cf. Ec. 26), donde
los detalles de esta deduccion se completan en los
apéndices A y B. En el apéndice C se invoca el teo-
rema de Kroopnick (Kroopnick 1972) para estable-
cer la condicion suficiente para que la magnitud de
X (t) permanezca acotada cuando ¢t — oo. En el
apéndice D se hace una aplicacién al caso del “os-
cilador arménico” en la red, caso que fue tratado pre-
viamente en la literatura (Longhi 2007; Gallinar &
Chalbaud 1991). Finalmente, en el apéndice E se
presentan férmulas para obtener las frecuencias de
pequerias oscilaciones en torno a los minimos del po-
tencial efectivo U, s (X).

2. DEDUCCION DE LA FORMULA PARA EL POTENCIAL
EFECTIVO

Las ecuaciones semicldasicas canodnicas de
movimiento (Ashcroft & Mermin 1976) para un
electron de enlace fuerte moviéndose en una di-
mension bajo la influencia de un potencial estatico
U(z) y de un campo eléctrico rapidamente oscilante
f(z,t), estan dadas por

dr  Oe(k)

* ok = 2Aasenka (1)
y

dk  dU(x) _

@ @ e @

donde A es el elemento de matriz de “salto” (hopping)
proporcional al ancho de banda, a es la constante
de red, k£ es el pseudo-momento critalino (tomare-
mos i = 1 en este trabajo) y, finalmente, (k) =
2A(1—coska) es la ley de dispersion de enlace fuerte.
El campo rapidamente oscilante f(x,t) se puede ex-
presar como una serie de Fourier:

faty= 3 fule)explin), 3)

n=—oo

donde f,(z) es la n-ésima componente de Fourier
del campo eléctrico f(xz,t) de alta frecuencia w. Por
simplicidad suponemos f,(z) = f_,(z), de tal forma
que f(z,t) es una funciéon real y par con respecto
al tiempo ¢t. En nuestro sistema, la frecuencia w se
supone mucho mayor que cualquiera de las frecuen-
cias asociadas a la naturaleza del potencial estatico
U(z). Es maés: el promedio temporal sobre el peri-
odo T = 27/w de f(xz,t) se toma igual a cero, i.e.,
(f(z,t)) = fo(z) = 0. Siguiendo el formalismo de
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Kapitza (Kapitza 1951), escribimos x(t) y k(t) como
a(t) = X(t) +£(1), 4

k(t) = K(t) +n(t); ®)

donde £(t) y n(t) representan las partes pequefias
y rapidamente oscilantes de la posicién z(t) y del
pseudo-momentum k() respectivamente, con prome-
dios temporales (£(t)) = (n(t)) = 0. Sustituyendo las
Ecs. (4) y (5) en las Ecs. (1) y (2) respectivamente, se
tiene que:

X —|—é = 2Aasen(K + n)a, (6)

. _du

fvi= -2 g, %
Si se expande dU/dx y f(m,t) en términos del
parametro pequeno &(t), se obtiene a primer orden

en £(t) que
dU(z)  (dU d*U
dx _(dx>£_0+€<dx2>£_0+”" ®
y
Flat) = J(X,0) + €00+ ©

La sustituciéon de las Ecs. (8) y (9) enla Ec. (7) resulta
en

S au d*U of
k= () ¢ (), oo et

(10)
hasta primer orden en £(¢). En la Ec. (10) apare-
cen dos grupos de términos con caracteristicas difer-
entes: términos rapidamente oscilantes y términos
que no estan perturbados; ambos grupos deben en-
tonces ser iguales por separado. Para los términos
oscilatorios podemos escribir

n=f(X,t), (11)

pues los términos en la Ec. (10) que contienen £(t)
son pequenios comparados con el que aparece en la
Ec. (11). Promediando los términos restantes en la
Ec. (10) sobre un periodo, obtenemos

. dU ./ Of
K=-axt < aX>
donde (K ) = K y (¢ (°U/dX?)) = (¢) (U/dX?) =

0. Procedemos ahora con la Ec. (6); expandiéndola
obtenemos

(12)

X 4 € = 24a (sen Kacosna + cos Kasenna), (13)

de donde se separa (como en la Ec. (10)) los términos
rapidos y lentos; para la parte rapida se obtiene

£(t) = 2Aacos Kasenna, (14)

y promediando la parte lenta sobre un periodo re-
sulta

X =2Aasen Ka (cosna) , (15)

donde <X

continuacién integramos la Ec. (11) y la Ec. (14) (con-
siderando a X (t) y a K(t) como “constants” sobre la

> = X y (sen Kacosna) = sen Ka (cosna). A

escala temporal de T), obteniendo de 7(t) = f(X,t) =
> o [n(X) exp(inwt) que
an exp mwt) (16)

Para integrar la Ec. (14) aproximamos a primer or-
den senna ~ na, y de la Ec. (14) obtenemos

exp(inwt)

£(t) = —2Aa’ cos Kaan(X) 22 17

Se puede mostrar que las Ecs. (12) y (15) son de
la forma hamiltoniana con respecto a las variables
lentas X(¢) y K(t), con un hamiltoniano efectivo

H(X,K)=—2A({cosna)cos Ka + U(X), (18)
donde X = 9H/OK y K = —9H/dX son las ecua-
ciones candnicas de movimiento. Estas ecuaciones se
deducen a partir de las relaciones que se muestran
en los apéndices A y B:

(cosma) =1— — Z n2w2 , (19)
y
of \ _ 0 (cosna)
<58)(> = 2ACOS KCLT, (20)
respectivamente. Ya que H(X,K) no de-
pende explicitamente del tiempo entonces

E = —2A(cosna), cos Koa + U(Xp) es una constante
de movimiento que representa a la “energia” efectiva
de la partcula correspondiente a su movimiento
promedio evaluado en las condiciones iniciales X, y
Ko.

A continuacién calculamos el potencial efectivo
Ueyr(X) a través de la definicién

Oess(X)

ox
donde m es la masa efectiva de enlace fuerte dada
por m = 1/(2Aa?). Ya que de acuerdo a la Ec.(15) se
tiene X = 2A4asen Ka (cosna), entonces

mX = — (21)

X = 24a%K cos Ka (cosna) + 2AaX sen KaM
(22)
Sustituyendo en la Ec. (22) los valores de K y X da-
dos por las Ecs. (12) y (15) respectivamente, obten-

emos

. ou
X =24a’cos K —
a” cos Ka (cosna) ( 59X
0 (cosna)
+2A cos KGT
0 (cosna)

2
+ (2Aasen Ka)” (cosna) X

(23)
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de donde sigue una notable simplificacion debida a
la identidad cos? Ka + sen? Ka = 1. El resultado es

ou
0X
0 (cosna)

0X

Expresando en la Ec. (24) el término que contiene
a cos Ka (cosna) a través de la ley de conservacién
de la energia efectiva E (Cf. Ec. (B4)), obtenemos
—2A (cosna) cos Ka = E — U(X); despreciando en la
Ec. (24) los términos del orden de O(w~*), obtenemos
finalmente para la aceleracion

X =240 cos Ka (cos na) <

+(2A4a)? (cosna) (24)

. U 1 fa(
2 o - = n .
X=a*(E-UX)) 55 22A (an2>,
(25)
la integral con respecto a X da
Ues(X) _ a® 2 1o faX)
IS = SUX) — P UXE + — R
(26)

que es la expresion final que obtenemos para el po-
tencial efectivo.

Aunque los resultados centrales de este trabajo
(Ecs. (25) y (26)) se dedujeron para un hamiltoniano
de enlace fuerte con interacciones a primeros veci-
nos solamente, la extension del método que presen-
tamos aqui para incluir interacciones a segundos ve-
cinos se puede realizar de manera directa al susti-
tuir la Ec. (1) por 9x/0t = Je(k)/0k = 2Aasenka[l +
(4B/A) cos ka], donde B es el elemento de matriz de
“salto” correspondiente a las interacciones a segun-
dos vecinos. La consecuencia de este calculo en el
potencial efectivo debe llevar a las mismas conclu-
siones que las anunciadas por Itin y Neishtadt (Itin
& Neishtadt 2014) acerca del efecto combinado de-
bido a campos externos oscilatorios y campos no-
uniformes.

3. APLICACION AL OSCILADOR ARMONICO FORZADO EN
LA RED

Consideremos el movimiento del oscilador
armoénico en la red (Longhi 2007; Gallinar &
Chalbaud 1991) sujeto ademas a un campo armoénico
de alta frecuencia. Tomemos U(z) = xz?/2 en la
Ec.(26) y f(z,t) = —kx coswt, por simplicidad, a fin
de obtener el potencial efectivo U.¢;(X) dado por

Uery a’k?X*  W?EX? K2X?

m 8 2 4m?2w?

donde « es la constante elastica del oscilador. Adop-

tamos la unidades fisicas en las que xa?/8 = 1 es la

energa y el inverso del tiempo, y a es la longitud y el

inverso del momentum; tomamos como condiciones

iniciales X = Xy y K = 0. En dichas unidades fisicas
especiales, la Ec. (27) se convierte en

(X 02 X2

+C)2 w2
w? \ 4

(27)

—16X2X?
m

- 8X§) X2, (28)

T s
ot I
- .
i
—500
- ll.".,"\.'é
— 1500
40 20 0 20 40
X
-_— w=3d
W=

F1G. 1.— Potencial efectivo para el oscilador arménico forzado en
la red con U, sy dado por la Ec. (28) versus X con posicién inicial
Xo = 30y dos valores de w.

donde & = 4v/A. Asi, el potencial efectivo U, ;;(X)
depende, entre otros, de la posicién inicial X, y de
la frecuencia w. Para X, < ©/v/32, U.;;(X) tiene un
minimo en X = 0; para X, > ©/v/32, U.¢(X) tiene
dos minimos en

aﬂ\/ 2
Xio=+4/14+ /X2,
1,2 \/ TV T 5

Como se puede ver en la Fig. 1, la distancia en-
tre estos minimos aumenta al disminuir w, tal
como lo predice la Ec. (29). Debido a la estruc-
tura matemadtica de U.;;(X) en la Ec. (28), la
particula puede oscilar en dos regimenes diferentes:
“el régimen de Bloch” (Gallinar & Chalbaud 1991)
donde U.;¢(X) tiene dos minimos y la partcula os-
cila en alguno de ellos, y “el régimen del continuo”
(Longhi 2007; Gallinar & Chalbaud 1991) donde la
particula o bien visita ambos minimos, o bien oscila
en torno a un minimo en X = 0 cuando X, < &/v/32.
Estos regimenes estan separados por la condicién de
bifurcacién dada por

(29)

o . 1/2

14—

2w (30)
w

1+ﬁ

Para w — o0, la Ec. (30) lleva a X, = @/4
como condicién de bifurcacién en ausencia del campo
forzador arménico de alta frecuencia. En la Fig. 2
se muestra las soluciones numéricas de la Ec. (25),
donde se puede distinguir ambos regimenes con X, =
v/10004/19/20 = 30.822... como el punto de bifur-
cacion entre ellos.

Finalmente, obtenemos la expresion para la fre-
cuencia de la particula cuando oscila en el régimen
de Bloch en torno a los minimos de U.ss(X); us-
amos para ello 2% = (1/m)(0%Uess(X)/0X?) ,

obteniéndose
~2
Q=12+ 255 /32x2 — a2,
w

donde la frecuencia efectiva aumenta en presencia

(31)
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F1G. 2.— Posicién semiclédsica X/a en unidades de la distancia a
versus tiempo ¢/7 en unidades de 7, con w = 3&. El valor critico
del punto de bifurcacion para este sistema es Xy = 30.822.

X/a

(W— 00

w=30

F1G. 3.— Comparaciéon del movimiento de la particula en Xy =
40 cuando esta sujeta al campo armoénico “estatico” y al campo
armonico forzador de alta frecuencia. Se puede ver que la ampli-
tud y el periodo del movimiento de la partcula decrecen en pres-
encia del campo del alta frecuencia.

del campo rapidamente oscilante. Este incremento
en la frecuencia efectiva se verifica al comparar
numéricamente la solucion X (¢) del caso estatico con
la solucién respectiva para el caso w = 3@, Xy = 40,
que se muestra en la Fig. 3.

4. APLICACION A FENOMENOS DE LOCALIZACION.
PREDICCION EXPERIMENTAL DE “LOCALIZACION
DINAMICA” EN ARREGLOS DE FIBRAS OPTICAS

Considérese el hamiltoniano de enlace fuerte
H(xz,p) = —2Acosap + U(x,t) (con p = —ihd,)
cuyos eigenvalores (k) constituyen la ley de dis-
persién para la velocidad semiclésica dada en la Ec.
(1); el potencial dependiente del tiempo U(z,t) =
U(z) — [daf(x,t) ya contiene al potencial estatico
U(x) y al campo oscilante f(x,t) que aparecen en
la “fuerza” semiclasica en la Ec. (1). En este esce-
nario fisico ocurren los fenémenos de “localizacion”
de un electron en una red unidimensional tal como
lo refirieron Dunlap y Kenkre (Dunlap & Kenkre

1986): si la proyeccién del desplazamiento cuadratico
medio w(t) = Y, a’n?|C,(t)|* en la red permanece
acotado cuando ¢ — oo, entonces la particula es-
tara localizada (esta condicién implica asimismo que
el valor medio de la posicién z(t) = Y, a?n|C,(t)|?
también permanece acotado). En las expresiones an-
teriores ¥(z,t) = > Cp(t)®(x — na) es la funcién
de onda que resuelve la ecuacion de Schrodinger;
®(xz — na) son las funciones de Wannier que estan
localizadas en torno a los sitios de la red con posi-
ciones x = na (para n entero). Los casos relevantes
de localizacién que fueron reportados en la liter-
atura corresponden a los siguientes potenciales: (i)
oscilacion de Bloch (Bloch 1928; Hartmann et al.
2004) cuando U(x,t) = ax; (ii) localizacién dinamica
AC (Dunlap & Kenkre 1986; Holthaus & Hone 1996)
cuando U(z,t) = axcoswt (Jop(a/w) = 0) y local-
izacién dinamica AC+DC (Holthaus & Hone 1996;
Zhao 1991) cuando U(z,t) = eg+ax coswt (eo/w # Z);
localizacién asintética (Sanjinés & Gallinar 2001)
cuando U(z,t) = axt. Las condiciones de localizacién
en el caso (ii) se hallan entre paréntesis.

La definicion de localizacion puede relacionarse
con la definicién de “acotamiento” de una funcién
y(t) que resuelve la ecuacin diferencial ordinaria,
auténoma y —en general- no-lineal §y = g(y), i.e.,
lim;—, o |y(¢)| no debe diverger. Ya que esta ecuaciéon
se puede escribir como § = ¢(y)¢'(y), entonces la
condicion de acotamiento para y(t) esta dada por
el teorema de Kroopnick (apéndice C), donde y(t)
se identificoé al describir el esquema de Kapitza
(seccién 2) con nuestra posicion media X(t) que
varia lentamente en z(t) = X (t) + £(¢). Esto su vez
nos permite realizar la conjetura de que la posicién
semiclasica X (¢) se puede relacionar fisicamente con
z(t), la posicién media del paquete de ondas cuantico
definida arriba, i.e., cuando X (¢) esté acotada' en
la Ec. (25), entonces la correspondiente z(t) también
estara acotada® (al menos, como una condicién su-
ficiente). Entonces, el criterio de Kroopnick toma la
forma lim| x|, U?(X) = 00 y/o lim| x| f2(X) = 00
para n entero, donde U(X) es la parte estatica del
potencial cuantico U (X, t) y f,.(X) son los coeficientes
de Fourier de la fuerza periddica f(X,t+T) = f(X,t).

A continuacién dirigimos la atencion hacia los ca-
sos de localizacion AC y AC+DC referidos arriba en
el inciso (ii), que son los casos especiales del poten-
cial lineal U(X,t) = U(X) — [dX f(X,t) = XF(t)
correspondiente a una fuerza periédica y homogénea
f(X,t+T) = f(X,t) (en este caso, los coeficientes
de Fourier f,(X) = f, también son independi-
entes de X). Queremos verificar si sus correspondi-
entes condiciones de localizacién cuantica conocidas
para valores grandes de w son consistentes con la
condicion de Kroopnick. En el caso AC, U(X) = 0, en-

1 Se puede demostrar que si X (t) esta acotada, también lo est4
X (t), de tal forma que la region en el espacio fase para la evolucién
del sistema es finita.

2 Nétese que el valor cuadratico medio no tiene un equivalente
semiclasico, lo que no impide formular la conjetura “acotamiento
implica localizacién”.
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tonces lim | x |00 U(X) # 00y limx |00 f2(X) # o0,
por lo que la condicién de Kroopnick no se verifica (no
hay localizacion); en el caso AC+DC, U(X) = ¢X,
entonces lim| x|, U?(X) = 00 y lim|x |00 f2(X) #
oo, asi que la condicion de Kroopnick se verifica
(hay localizacién). Las correspondientes condiciones
cuanticas de localizaciéon son las mismas cuando w
es grande: en el caso AC, Jy(a/w) = 0 no se cumple
y por lo tanto no hay localizacién; en el caso AC+DC,
eo/w ¢ Z se cumple y por lo tanto hay localizacion.
En vista de lo anterior, podriamos elaborar un ar-
gumento fisico acerca de la transicion del régimen
AC (con potencial U(X,t) = aX coswt) al régimen
AC+DC (con potencial U(X,t) = ¢ X + aX coswt) en
términos de una transicion de un régimen de deslo-
calizacién a un régimen de localizacién. Podemos ob-
servar que dicha transiciéon consiste solamente de
anadir el potencial ¢y X al potencial AC. Sin embargo,
tal adicién puede ser un asunto complicado en una
red de estado s6lido. Veremos a continuacion que en
el dominio 6ptico de un arreglo de guias de onda,
dicha adicién se transforma en un procedimiento
bastante practico.

De manera interesante, los resultados tedricos de-
scritos arriba pueden encontrar un escenario experi-
mental donde las predicciones serian confirmadas (o
refutadas). Como se mencioné al principio de este
trabajo (secciéon 1), existe una analogia formal en-
tre el comportamiento de un electron moviéndose
en una red de enlace fuerte bajo el efecto de cam-
pos electromagnéticos especficos, y un paquete de
ondas foténico propagandose a lo largo de un ar-
reglo de fibras o6pticas con perfiles de curvatura
especificos. Asi, los fenémenos dinamicos cuanticos
para el electron en la red (en el dominio temporal)
son “mapeados” a lo largo del eje del arreglo de fi-
bras épticas (en el dominio espacial). Esto es posible
después de aplicar la transformacion de Kramers-
Henneberger a la “ecuacion 6ptica de Schrodinger”
(Longhi et al. 2006), de lo que resulta

A2 92 , 0%xo(z , <~ 0P
_THSW + Uppt(z ):| P+ |:ns 332( ):| P = 2)\5,
(32)

donde: z es la coordenada axial del arreglo 6ptico,
2’ = x — x0(z) es la coordenada transversal trans-

formada, = es la coordenada transversal del arreglo
donde las fibras 6pticas estan distribuidas periodica-
mente con distancia de separacion a, U, () = ns —
n(x), n(z) = n(x + a) es el indice de refraccién efec-
tivo del arreglo éptico, n, es el indice de refraccion
del sustrato material que conforma cada fibra éptica,
2(0) describe el perfil de curvatura peridédica del ar-
reglo con periodo A > \. Podemos reconocer en
la Ec. (32) una ecuacién tipo Schrodinger para una
particula de “masa” n, moviéndose en una red con
“potencial periédico” U,,,(z’) y sujeta a una “fuerza”
externa n,0%z¢(2)/0%z; A\ = /21 = 1/k equivale a la
constante cuantica h. Ya que el “potencial” externo
en la Ec. (32) es lineal en z’ y ya que la coorde-
nada espacial 6ptica z se relaciona con la variable

temporal cudntica ¢, entonces los casos (i)-(iii) de lo-
calizacion descritos al inicio de esta seccion se de-
scriben de manera equivalente por la Ec. (32) en el
dominio espacial 6ptico. Asi, para un perfil de cur-
vatura parabélico zy 22 se obtuvo el efecto analogo
a la oscilacién de Bloch (Lenz 1999); para un perfil de
curvatura periédico zy o cos(2mz/A) se observé ex-
perimentalmente el efecto analogo a la localizacion
dindmica AC (Longhi et al. 2006); y para un per-
fil de curvatura cibico zy x 2> el efecto andlogo a
la localizacién asintética fue asimismo observado ex-
perimentalmente (Dreisow et al. 2011). Para el caso
AC, esta claro que para un valor mayor de w (.e.,
un menor valor de A) la condicion de localizacion
Jo(a/w) = 0 no se verifica y por lo tanto ocurre
deslocalizacién, lo que a su vez implica que el pa-
quete Optico se dispersa a lo largo del eje transver-
sal z. Sin embargo, si este arreglo 6ptico se somete
a una curvatura parabdlica global, entonces se lo-
gra en el dominio éptico el equivalente al caso de
localizacion AC+DC pues la condicién ¢y/w ¢ Z se
verifica, asi que el paquete Optico no se dispersa y
permanace acotado o confinado en torno a la regin
paraxial del eje z. Este interesante efecto deberia ob-
servarse como se indica en la Fig. 4, donde los valores
de los parametros fisicos se tomaron de Longhi et
al. (Longhi et al. 2006). El procedimiento experimen-
tal seria entonces sencillo: el arreglo con un perfil
periddico de curvatura z o cos(2wz/A) donde no hay
localizacién, se dobla con un perfil parabélico global
C2? (cualquier valor real de C seria, en principio, su-
ficiente). El resultado entonces es que un paquete
Optico inicialmente disperso se localizaria en torno
al eje z, logrando asi la transicién de un régimen de
deslocalizacién a uno de localizacion.

5. CONCLUSIONES

Aplicamos un método similar al de Kapitza
(Kapitza 1951) que permitié obtener una expresion
novedosa para la aceleracion efectiva independiente
del tiempo de un electrén en una red de enlace fuerte
(Cf. Ec. (25)); sobre este electrén actian un campo
eléctrico armonico rapidamente oscilante (w — o0) y
un potencial estatico arbitrario. Los resultados que
obtuvimos se pueden expresar en los términos de un
potencial efectivo simple (Cf. Ec. (26)) via la intro-
duccién de una masa efectiva de enlace fuerte m (Cf.
Ec. (21)). En el limite del continuo definido por a — 0
y A — oo, donde lim ,0 1/(24a?) = m*, el poten-

—00
cial efectivo U, ;s (X) resulta ser (m* es la masa en el
continuo)

m—m*
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F1G. 4.— Arreglo experimental del efecto de “transicion deslocal-
izacién-localizacién” propuesto en este trabajo, con los valores de
los parametros fisicos tomados de Longhi et al. (Longhi et al. 2006)
El arreglo de N = 80 fibras 6pticas separadas entre si por una dis-
tancia constante a = 14um y con indice de refraccion ng = 2.15,
se acomoda en el gje transversal z. Un paquete de ondas laser cen-
trado en 1610 nm incide sobre el arreglo y se propaga a lo largo de
la coordenada z hasta una distancia L = 7A. Para este valor del
periodo espacial A el paquete se debe dispersar, pero predecimos
que una curvatura global parabélica con perfil C'22 debe confinar
al paquete en la zona paraxial (z’ ~ 0). El limite de A pequefio
(correspondiente a un valor grande de w en el dominio temporal
del esquema de Kapitza) se logra aqui en el limite de “estrangu-
lacién” en el que las fibras épticas en los extremos del arreglo pier-
den su perfil espacial suave.

pero
lim [—a*U(X) (—2A4 (cosna) cos Ka + U(X))] =

a—0
A—o0

U(X)

*

= lim 244*U(X) =
a—0

A—o0

)

de tal forma que finalmente

Uepp(X) =

Z . (33

que es el mismo resultado ya conocido en el continuo
para el potencial efectivo U.;r(X) (Kapitza 1951,
Bandyopadhyay & Dattagupta 2008; Rahav et al.
2003). Notablemente, la correcciéon dinamica de alta
frecuencia del orden de O(w~?2) en la Ec. (26) es for-
malmente similar a aquella asociada al limite del
continuo, lo que se aplica asimismo a las acelera-
ciones respectivas. Podramos conjeturar si acaso esta
similitud se mantiene (cuando w — co0) hasta el sigu-
iente orden O(w™*) entre el resultado en el continuo
y el resultado (aun desconocido) en la red. Final-
mente, resulta interesante sefialar que de la Ec. (17)
para £(t) se puede demostrar la formula

1m<§2> l cos ’Ka Zfz ;

2 m

(34)

asi, para a — 0 (en el continuo) la correccién de
alta frecuencia para el potencial efectivo (para w —
o) es igual al valor medio de la energia cinética

del movimiento oscilatorio dado por im* <§2> En
resumen, la nueva formula dada en la Eec. (26)

generaliza el célebre resultado de Kapitza para el
péndulo invertido (Kapitza 1951) al caso de un
electron de enlace fuerte. De esta forma, surgen apli-
caciones interesantes (entre otras) al caso del os-
cilador arménico en la red (Longhi 2007; Gallinar &
Chalbaud 1991) y al efecto de la oscilacion de Bloch
(Bloch 1928), y asimismo se puede considerar como
un primer paso conceptual importante en el estudio
mas profundo (hasta el orden de O(w=?)) de los efec-
tos debidos a un campo forzador de alta frecuencia
en la red. En particular, y motivados por la eviden-
cia experimental reciente de localizacin dindmica y
localizacién asintética en arreglos de fibras épticas,
propusimos en la Sec. 4 un bosquejo de experimento
que podria servir para verificar la prediccién tedrica
de que en un arreglo tal con un perfil de curvatura
periddico (de periodo pequerio), un paquete de on-
das fotonico se deberia dispersar, pero si ademas
se aplica a todo al arreglo una curvatura global
parabdlica, entonces se deberia inhibir la dispersion
del paquete y éste permaneceria confinado en la
region paraxial del arreglo. Este experimento prop-
uesto podria permitir ampliar el rango de aplica-
ciones de los resultados presentados aqui.

APENDICE

A. DEDUCCION DEL VALOR DEL TERMINO (cosnA)

Expandiendo cos na hasta el orden de w2
diando, se obtiene

y prome-

4 o),

(cosna) ~ 1 — 5 (A1)
donde 7(t) esta dada por la Ec. (16). Asi,
fn f’rn ) i(n+m)wt
Z nmw? <e > ’ (A2)

donde

bmer _ L[ imyer
<e >:T/o e dt =6, _m, (A3)

lo que da
fn fﬂ’l fn
Z nmw? On,—m = Z n2w2 ’
ya que f,(X) = f_.(X). Finalmente, la Ec. (A1) re-
sulta en
@’ o f2(X)
{cosma) =1 — 5 e T O(w™). (A4)

B. DEDUCCION DEL VALOR DEL TERMINO <§g—§>

Sustituyendo £(¢) por su valor dado en la Ec. (17) y
f(X,t) dado en la Ec. (3), se obtiene
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0 Ofm(X
< 6)J2>——2Aa cosKaZ n2w2) f@)(( )

. <ez(n+m)wt> (B1)
= —2A4d> cosKaZ 2)(2)8]0%)((,)()
n-w
2
= a0 cos Ka Y 1 a0, (g
new

de lo que finalmente resulta (usando la Ec. (A3)):

of \ _ 0 (cosna)
< aX>—2ACOSK(1 X (B3)
Es conveniente sefialar que la relacion
E = —2A{cosna)cos Ka+ U(X) = const.  (B4)

se puede obtener asimismo de las Ecs. (12) y (15), las
que al dividirse dan

ax 2Aasen Ka {(cosna) (B5)
i —8£ + 2A cos Kai8 {cosna)
0X 0X
lo que conduce a la diferencial exacta

d(—2A{cosna)cos Ka+U(X)) = 0, y de aqui se
tiene la Ec.(B4). Es interesante notar que en la Ec.
(B4) el factor de estrechamiento de la banda (cosna)
coincide con la suma de los primeros dos términos
de la expansion de Jy(eca/w), donde J; es la funcién
de Bessel de primer tipo y orden cero, i.e,

A+ eca
(cosna)=1— 5 < 2 ) Jo (w)
2,22
:1—a4€§ + O™, (B6)
con f1(X) = f_1(X) = —ec/2. Este resultado coin-

cide hasta el orden de O(w™*), como debe ser, con
el resultado exacto para la condicion de localizacion
dinamica, i.e., Jy (eca/w) = 0, lo que equivale a la an-
ulacién del ancho de banda efectivo para el electron
de carga eléctrica (—e) en presencia de un campo
eléctrico oscilante y homogéneo ¢ cos wt.

C. CRITERIO DE KROOPNICK PARA MOVIMIENTO
CONFINADO

En este apéndice mostramos que, de acuerdo
al teorema de Kroopnick (Kroopnick 1972), una
condicion suficiente para que las soluciones X(t)
de la Ec. (25) estén confinadas (o acotadas) en el
limite t — oo, estd dada por lim U?(X)= oo

| X |—o00
2
ylo ‘ xlfin fa(X) =
referido teorema de Kroopnick establece que: para la
ecuaciéon

oo para algiun entero n. El

X +a(t)b(X) =0, (C1)

donde a(t) > 0y b(X) son funciones continuas en los
intervalos RT = [0,00) y R respectivamente, si a(t) <
X
O(cont >T)y lim b(u)du = oo, entonces todas
X—+

las soluciones X (t) de la Ec. (C1) estan confinadas
en el limite ¢ — co. En efecto, comparando la Ec. (25)
con la Ec. (C1) se puede establecer a(t) = 1 y elegir

8U 0
- Box 0X m2 0X (Z n2w? )

(C2)

integrando b(X) resulta entonces

(C3)

/X b(u)du = “; (U(X) = B + — i f;(j{)

Asi, la condicién de Kroopmck hm / u)du =

00 y/o lim f%(X) = o0

| X | =00
para algun entero n. Para que este resultado corre-
sponda a la aplicacion del teorema de Kroopnick es
necesario que: a(t) =1 > 0y a(t) = 0 < 0 (para algan
T tal que t > T, por ejemplo, T' = 0), donde a(t¢) es una
funcién continua en Rt = [0,00) y que 5(X) en (C.2)
sea continua en R. Ya que todas estas condiciones
se cumplen, entonces la aplicacién del teorema de
Kroopnick es valida.

se cumple si lim U?(X) =
| X | =00

D. FRECUENCIAS CUASI-ARMONICAS DE
OSCILACIONES PEQUENAS

Aplicamos la formula

02 L (9Uess(X)
m 0X? Xo

donde 2 es la frecuencia angular de las pequefias
oscilaciones cuasi-armoénicas en torno al minimo X,
del potencial efectivo U.;;(X), a fin de obtener ex-
presiones apropiadas para {2 con las condiciones

(DY)

fa(X) = 0 para todo entero n. En efecto, tenemos
entonces que (Cf. Ec. (26)):
1 a® 9 9
—Uepp(X) = 5 U°(X) —a”EU(X);  (D2)
m ' 2
derivando la Ec. (D2) obtenemos
10Ug; 5 (0U(X)
—ax = < 5X (U(X)-E), (D3)
y
52U (X) oU(X)\*
2 _ 2 _ 2
o (P00 oty - et (2290
(D4)

Si X es un minimo de U.;;(X), entonces obtenemos
de las Ecs. (D3) y (D4) para 2, >0y {25 > 0:

2
2% = a? <az_g§()> (D5)
Xo
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Total energy, E X

Static potential

Effective potential

F1G. D1.— Potencial efectivo parabdlico; la linea sélida repre-
senta U s /ma’E.

cuando U(Xy) = E, o bien,

82U (X)

cuando (OU(X)/0X)y, = 0. Para ilustrar la apli-
cacion de las Ecs. (D5) y (D6) a un caso sencillo,
consideremos la oscilaciéon de Bloch. En este caso
U(X) = esoX para un electrén de carga elctrica (—e)
sujeto a un campo eléctrico estatico y homogéneo &.
Ya que (0U/0X)y, # 0, entonces sélo existe una fre-
cuencia de la forma (2, dada por la Ec. (D5). Luego,
Uesp(X)/m esta dado por

1
Leff(X) = §a26253X2 —a’FecX
m
a2
=5 [(es0X — E)* — E?]. D7)

La Ec. (D7) corresponde a un pozo parabdlico de-
splazado como se muestra en la Fig. D1. Obtenemos
asi la expresion independiente de la energa (2 =
aegg, que es la solucién exacta conocida para la os-
cilaciéon de Bloch, que en este caso es equivalente a
un oscilador arménico simple.
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ACERCA DEL MOVIMIENTO ORBITAL DE LA LUNA

ON THE MOON’S ORBITAL MOVEMENT

DIEGO SANJINES C.
Instituto de Investigaciones Fisicas, Carrera de Fisica
Universidad Mayor de San Andrés
c. 27 Cota-Cota, Campus Universitario, Casilla de Correos 8635
La Paz - Bolivia

Se sabe que el Sol ejerce sobre la Luna una fuerza gravitacional aproximadamente igual
al doble de la que la Tierra ejerce sobre la Luna. Entonces, ;por qué la Luna permance en
su orbita alrededor de la Tierra? Esta cuestién se presenta como una oportunidad para re-
visar los conceptos basicos de la fisica heredados de los cursos tradicionales de la educacién
en ciencias. El problema del movimiento de la Luna se resuelve con un minimo de aproxi-
maciones y se demuestra que mientras la Tierra y la Luna se mueven simultaneamente en
torno al Sol, la influencia de la Tierra perturba el movimiento de la Luna de tal forma que
su movimiento relativo con respecto a la Tierra resulta ser aproximadamente eliptico, como
si la Tierra estuviera en reposo y se ignorara la interaccién entre la Luna y el Sol.

Cédigo(s) PACS: 01.65.+g — 96.12.De
Descriptores: Historia de la ciencia — Dinamica orbital y rotacional

ABSTRACT

We know that the Moon is acted upon by the Sun with a force which is approximately the
double of that with which the Moon is acted upon by the Earth. What is therefore the rea-
son for the Moon to stay in its orbit around the Earth? This question is presented here as
an opportunity to review basic concepts in physics inherited from the traditional courses in
science education. The problem of the Moon’s movement is solved here with a minimum of
approximations and we demonstrate that while the Earth and the Moon move simultane-
ously around the Sun, the influence of the Earth perturbs the Moon’s movement such that
its resulting relative movement respect to the Earth is approximately elliptic, as if the Earth

laid in rest and we ignored the interaction between the Moon and the Sun.

Subject headings: History of science — Orbital and rotational dynamics

La forma usual de introducir el concepto de grav-
itacién universal en los cursos iniciales de ciencias
es el enfoque newtoniano tradicional. Asi, siguiendo
la descripcion original de Newton (Fig.1), el sistema
Tierra-Luna sigue la misma evoluciéon dinamica que
los planetas en torno al Sol. Esto se sugiere en libros
de texto conocidos, por ejemplo, Resnick-Halliday-
Krane (Resnick et al. 2000) (capitulo 16) y aun en
textos de Mecanica Clasica intermedia, como por
ejemplo, Symon (Symon 1953), donde el sistema
Tierra-Luna se puede considerar como un sistema
gravitacionalmente aislado, es decir, donde la in-
fluencia de otros cuerpos celestes sea despreciable
(Fig.2). Una cuestion interesante que se plantea en
Resnick et al. (2000) llama sin embargo la atencién:
La fuerza gravitatoria ejercida por el Sol sobre la
Luna es de alrededor el doble de la fuerza gravita-
toria ejercida por la Tierra sobre la Luna. ;Por qué,
entonces, no escapa la Luna de la Tierra? La razén
del “sin embargo” -lo confieso- es que durante casi
3 décadas de ensenar fisica siempre pensé que la

fuerza ejercida por el Sol sobre la Luna era despre-
ciable comparada con la que la Tierra ejerce sobre
la Luna, asi que era natural considerar de manera
aproximada al sistema Tierra-Luna como un sistema
gravitacionalmente aislado del resto de los cuerpos
celestes. Los calculos confirman esta suposicién pues
las cifras que se obtiene son bastante aproximadas a
los valores conocidos para la distancia y periodo del
movimiento orbital de la Luna en torno a la Tierra
(Resnick et al. 2000; Symon 1953). Y para mayor
confirmacién encontramos en los célebres Principios
Matemdticos de la Filosofia Natural (Newton 1934)
(Libro III) las palabras del mismo Newton:

PHENOMENON VI: That the moon, by
a radius drawn to the earth’s centre, de-
scribes an area proportional to the time of
description. This we gather from the ap-
parent motion of the moon, compared with
its apparent diameter. It is true that the
motion of the moon is a little disturbed by
the action of the sun: but in laying down
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F1G. 1.— Esquema original realizado por Newton en los Princip-
i0os Matemdticos de la Filosofia Natural (Newton 1934) (Libro III,
El Sistema del Mundo) para ilustrar la forma en que se concibe
el movimiento orbital de los satélites en torno a la Tierra a par-
tir del movimiento de un proyectil sobre la superficie terrestre; en
este caso el proyectil es una piedra que se lanza horizontalmente
desde la cima de una montana con velocidades cada vez mayores
hasta sobrepasar la superficie, dando asi lugar a la trayectoria
orbital de la piedra. Newton supone ya la validez del modelo del
sistema Tierra-Luna como un sistema gravitacionalmente aislado
del resto de los cuerpos celestes, pues invoca la segunda ley de
Kepler (el radio-vector Tierra-Luna r barre areas iguales el tiem-
pos iguales). En este esquema se ve claramente la intencién de
Newton de representar una trayectoria orbital eliptica.

these Phenomena, I neglect those small
and inconsiderable errors.t

Y en otro lugar de la obra citada se lee la suposicién
que hace Newton del sistema Tierra-Luna como un
sistema gravitacionalmente aislado (ya que si no hu-
biera atraccién de la Tierra, la Luna seguiria una
trayectoria rectilinea):

PROPOSITION IV.1 THEOREM IV: That
the moon gravitates towards the earth,
and by the force of gravity is continually
drawn off from a rectilinear motion, and
retained in its orbit.

Notese que en la ultima frase del PHENOMENON
VI Newton sostiene despreciar los “pequeiios e incon-
siderables” errores debidos a la accion del Sol sobre
la Luna. Sin embargo, un célculo elemental muestra

1 En la versi6n original en latin, la tltima frase es: Perturbatur
autem motus Lunaris aliquantulum a vi Solis, sed errorum insen-
sibiles minutias Physicis in hisce Hypothesibus negligo.

FiG. 2.— Esquema en (Resnick et al. 2000) donde se supone
un sistema Tierra-Luna gravitacionalmente aislado en el que la
Tierra se considera en reposo y atrae a la manzana y a la Luna
segun la ley de gravitacion universal. En este caso es cierto que
se puede despreciar el efecto del Sol sobre la manzana pues el co-
ciente de fuerzas Sol-manzana y Tierra-manzana es una cantidad
pequena debido a la proximidad de la manzana a la Tierra (y no
debido a la pequena masa de la manzana). Sin embargo, el mismo
razonamiento no se puede aplicar a la Luna pues el cociente de
fuerzas Sol-Luna y Tierra-Luna ya no es una cantidad pequefia.

que esta afirmacién debe interpretarse cuidadosa-
mente, pues de otra forma podriamos suponer que
Newton se equivocé. Veamos: la expresion para la
fuerza de atraccién gravitacional F' entre dos cuer-
pos de masas m; y mo que estdn separados por una
distancia 715 es F = Gmimay/r?,, donde G es la con-
stante de gravitacion universal. Tomando los datos
de las masas de la Tierra (M), el Sol (Mg) y la Luna
(m), junto a las distancias Tierra-Luna (r), Sol-Luna
(R;) y Sol-Tierra (R), se obtiene los siguientes co-
cientes aproximados: M/Mg = 3 x 1075, m/M =
0.01228, r/R = 0.00255, Ry /R = 1+ 0.00255 = 1;
luego, el cociente aproximado de las fuerzas Sol-
Luna (F7) y Tierra-Luna (F) es F,/F = 2.16. Es de-
cir, la fuerza Sol-Luna es aproximadamente el doble
de la fuerza Tierra-Luna, tal como se refiere en
(Resnick et al. 2000).

A continuacién se deducira el movimiento de la
Luna en el sistema de referencia en el que el Sol
esta en reposo. Para esto supondremos dos aproxima-
ciones: (i) que dicho sistema de referencia se puede
considerar inercial, es decir, que no estd acelerado;
(i1) que los movimientos orbitales de la Luna y la
Tierra en torno al Sol son coplanares, es decir, que
ambos cuerpos se mueven en el mismo plano de la
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ecliptica®. Asi, si R es la posicién de la Tierra en este
sistema de referencia y r es la posicion relativa de la
Luna con respecto a la Tierra, la aceleracién 1 de la
Luna obedece la ecuacién de movimiento

. GM GMg
r=-——gr+ 5(
Ir| R +rf

R+r)+R, (1)

donde la aceleracién de la Tierra R obedece a su vez
—~R = GMsR3R — Gmr~3r. Por otro lado, ya que
el cociente de las distancias Tierra-Luna y Sol-Luna
es pequetio (/R = 0.00255), se puede desarrollar en
serie [R+r|3 = R73-3(r-R)R~°. Luego, la ecuacién
(1) se escribe como

—f=GM (1 + 2 (T/R)S) T saMseRr) TR

RS
(2)
Ya que 1> m/M > M/Mgs > (r/R)3, la ecuacién (2)
se puede aproximar por
M

.y M,
=G - 3GR—§(r ‘R)R, (3)

M " M/Mg ) r?

donde el valor numérico del segundo término en
el lado derecho es aproximadamente 0.005 veces el
valor del primer término. Vemos entonces que dicho
segundo término es una correcciéon de la ecuaciéon
—i = GMr~3r que corresponde al movimiento or-
bital de la Luna en torno a la Tierra cuando este sis-
tema se considera gravitacionalmente aislado. Esta
es la forma en que se debe considerar que el efecto
dinamico del Sol en el sistema Tierra-Luna es relati-
vamente pequeno (recordemos que aun el Sol ejerce
sobre la Luna casi el doble de la fuerza que la
Tierra ejerce sobre la Luna), de donde resulta que
el movimiento orbital de la Luna en torno a la Tierra
es aproximadamente una elipse. La palabra “aproxi-

madamente” esta enfatizada pues contrasta de man-
era radicalmente opuesta con una frase que se en-
cuentra en El Nuevo Cosmos (Unsold 1977) de A.
Unsold (cap. 4): “La 6rbita de la Luna alrededor de
la Tierra es exactamente una elipse con excentrici-
dad e = 0.055” (las italicas son mias).

En vista del resultado expresado en la ecuacion (3),
ya podemos redactar una respuesta adecuada a la
pregunta formulada al principio de este trabajo (;Por
qué, entonces, no escapa la Luna de la Tierra?): la
Luna y la Tierra se mueven de forma simultanea en
sus trayectorias orbitales en torno al Sol, donde el
movimiento de la Luna esta perturbado por la pres-
encia préxima de la Tierra, por lo que la trayectoria
orbital relativa de la Luna con respecto a la Tierra
resulta ser aproximadamente una elipse. Esta con-
clusion puede suponerse provisional en tanto no se
demuestre que los posibles efectos de no tomar en
cuenta las aproximaciones (i) y (ii) consideradas en
este trabajo tienen magnitudes numéricas suficien-
temente pequenas con respecto a la magnitud de la
correcciéon en la ecuaciéon (3) (segundo término en
el lado derecho). Sin embargo, no existe una razén
a priori por la que dichos efectos puedan cancelar
la correccién de la ecuacion (3), por lo que aun sin
las aproximaciones (i) y (ii) habra una correcciéon al
movimiento orbital eliptico de la Luna.

Asi, en la frase Perturbatur autem motus Lunaris
aliquantulum a vi Solis (traducida como “Ya que el
movimiento de la Luna es ligeramente perturbado
por la fuerza del Sol”) del PHENOMENON VI de los
Principia podemos conceder que lo que Newton quiso
decir fue que él desprecia los pequefios e inconsider-
ables “efectos dinamicos” que resultan de la accién
del Sol sobre la Luna, aunque la fuerza entre el Sol
y la Luna no sea pequeiia comparada con la fuerza
entre la Tierra y la Luna.
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SIMULACION DEL MOVIMIENTO DE UN PENDULO DOBLE EN UN MEDIO VISCOSO

SIMULATION OF THE MOVEMENT OF A DOUBLE PENDULUM IN A VISCOUS MEDIUM

E. MAarRAZ' & O. BURGOA?

Facultad de Ingenieria y Arquitectura - La Paz
Universidad Privada Boliviana

Se presentan las ecuaciones de movimiento de un péndulo doble con una resistencia propor-
cional a la velocidad usando el formalismo lagrangiano (este sistema de péndulo doble se sim-
ula con el lenguaje “yabasic”). Se resuelve dichas ecuaciones utilizando el método numérico
de Runge-Kutta; como resultado se calcula el coeficiente de resistencia del medio mediante
datos experimentales tomando como referencia un péndulo simple.

Cédigo(s) PACS: 45.20.Jj — 02.60.Cb

Descriptores: Mecanica lagrangiana y hamiltoniana — Simulacién numérica; solucién de
ecuaciones

ABSTRACT

We present the movement equations of a double pendulum with a resistance proportional
to the velocity using the lagrangian formalism (the double pendulum system is simulated
with the “yabasic” language). We solve these equations using the Runge-Kutta numerical
method; as a result, we calculate the resistance coefficient of the medium using experimental
data taken from a simple pendulum as a reference.

Subject headings: Lagrangian and Hamiltonian mechanics — Numerical simulation; solution

of equations

1. INTRODUCCION
1.1. Mecdnica lagrangiana

La mecanica lagrangiana es una reformulacién de
la mecanica clasica introducida por Joseph Louis
Lagrange en 1788. En la mecénica lagrangiana, la
trayectoria de un objeto es obtenida encontrando la
trayectoria que minimiza la accién, que es la inte-
gral del lagrangiano en el tiempo; siendo éste la en-
ergia cinética del objeto menos la energia potencial
del mismo.

La utilidad de la formulacién lagrangiana se apre-
cia incluso en ejemplos sencillos. Por ejemplo, con-
sidere una cuenta en un aro. Si se calculara el
movimiento de la cuenta usando la mecanica newto-
niana, se obtendria un sistema complicado de ecua-
ciones que considerarian las fuerzas que el aro ejerce
en la cuenta en cada instante.

En cambio, en la aproximacién de Lagrange,
uno mira todos los movimientos posibles que
la cuenta podria tomar en el aro y encuentra
matematicamente el que reduce al minimo la accién.
Hay muy pocas ecuaciones puesto que no se esta
calculando directamente la influencia del aro en la
cuenta en un instante dado.

Otro ejemplo es el caso del estudio de movimientos
referidos a un sistema que gira, como por ejemplo

ferickmaraz@gmail.com
tosmanburgoa@lp.upb.edu

observaciones astrondémicas vistas desde el planeta
Tierra: en la formulacién newtoniana es necesario
introducir a mano las fuerzas ficticias o fuerzas de
inercia como la fuerza centrifuga o la fuerza de Cori-
olis mientras que en la formulacién lagrangiana es-
tas fuerzas aparecen de modo natural.

Los dos problemas considerados anteriormente son
mucho mas sencillos de resolver empleando la formu-
lacion lagrangiana (Wikipedia 2014a).

1.2. Péndulo doble

En general, un doble péndulo es un sistema com-
puesto por dos péndulos, con el segundo colgando del
extremo del primero. En el caso mas simple, se trata
de dos péndulos simples, con el inferior colgando de
la masa pendular del superior.

Normalmente se sobreentiende que nos referimos
a un doble péndulo plano, con dos péndulos planos
coplanarios. Este sistema fisico posee dos grados de
libertad y exhibe un rico comportamiento dinamico.
Su movimiento estd gobernado por dos ecua-
ciones diferenciales ordinarias acopladas (Wikipedia
2014b).

2. METODOLOGIA

2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange para un péndulo

doble

De acuerdo a la Figura 1 se determina las posi-
ciones de las masas del péndulo doble:
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F1G. 1.— Péndulo doble

@1 =l sen (6) (1)
y1 = —1y cos (6) 2)
2y = Iy sen (01) + Iy sen (6,) A3)
Yo = —ly cos (61) — I cos (62) 4)

Entonces 0; = 6,(t) y 62 = 05(2).
La energia potencial y cinética del sistema son:

1 1
T=5m (22 +9%) + 5m2 (2 + 43) (5)

V = migy + magys (6)

Reemplazando (1), (2), (3) y (4) en las ecuaciones
(5) y (6) se obtiene:

T= % {Q.QQI%WLQ + 291921211m2 (¢0)] (01 - 02)

+9.12l% (m1 + mz)} 7

V = —g (lama cos (02) + 11 (m1 + ma) cos (61))  (8)
La lagrangiana se expresa como:
L=T-V 9)
Sustituyendo los valores de las ecuaciones (7) y (8)
en (9) se consigue la funcion lagrangiana:
L=gly (m1 + ma) cos (01) + glamg cos (62)
1. 1.
+§912l% (m1 + mg) + 5922151712
(10)

Considerando que el coeficiente de resistencia

tiene la forma Cj = (bél, bég) podemos formular las
siguientes ecuaciones de Lagrange para este caso:

9 (35) oL _ (3%)9
ot 891 a91 891 !

a(aﬁ)@ﬁ(%)g
ot \og,) 00, \ b, )’

+91921211m2 COS (91 — 92)

(11)

(12)

TABLA 1
DATOS PARA UN PENDULO SIMPLE
Longitud Masa Radio Aceleracion b
de la gravedad
2
cm gcm
) @ (em) (%) ()
50 88.5 3.0 981.0 6743.89
TABLA 2

RESULTADOS DE MEDICIONES DE UN PENDULO SIMPLE

Tiempo Posicién inicial Velocidad inicial
() (rad) (zed)
146.3 w/4 0
145.7 /4 0
140.0 w/4 0
143.3 /4 0
143.6 w/4 0
1442 /4 0
145.5 w/4 0

Desarrollando las ecuaciones (11) y (12) se obtiene
un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de
segundo orden:

ll {92212m2 sen (91 — 92)
+ (my1 4+ ma) (g sen (61) + lléi)}

+l1 <12m292) COS (91 — 92) = —bgl (13)

lamy (g sen (62) — 6,21, sen (6, — 02)>
oy (119"1 cos () — 0s) + 129"2) — b6, (14)

2.2. Cdlculo del coeficiente b mediante un péndulo
simple

Para el calculo de este coeficiente se realizaron
mediciones del tiempo que tarda un péndulo simple
que comienza su trayectoria en reposo a 45° hasta
que ya no sobrepasa los 5°. En la Figura 2 se mues-
tra el sistema utilizado. Las Tablas 1 y 2 muestran
los datos y resultados.

Este coeficiente se obtuvo con el promedio del
tiempo necesario. Los modelos empleados para su
calculo tienen la forma de las ecuaciones (11) y (12).

2.3. Método Runge Kutta

Este es el método numérico que se utiliza para el
célculo de 6; y 65 donde h es la tolerancia, f y g fun-
ciones que dependen de las velocidades v,,v,; distan-
cias x,y y tiempo ¢ (Neumann 2010).

Las condiciones iniciales son z(0), y(0), v, (0), v, (0)
que representan posiciones y velocidades respectiva-
mente:

f(Xx,y,Vvx,vy,t)
a(x,y,vx,vy,t)
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|
[

FiG. 2.— Péndulo simple

Angulo [rad]
o

|
N

o — — e -

Tiempo [s]

FI1G. 3.— Grafica de las funciones 61 (t) y 62(t)

k1=h*vxO0;
| 1=h=f (x0, y0, vx0, vy0, t);
gl=hxvyO;
mL=h*g( x0, y0, vx0, vy0, t);
k2=hx(vx0+l 1/ 2) ;
| 2=h*f (x0+k1/ 2, yO+ql/ 2,

vx0+l 1/ 2, vy0+ml/ 2, t +h/ 2) ;
g2=h*(vy0+mi/ 2) ;
n2=h»g(x0+k1/ 2, yO+ql/ 2,

vx0+l 1/ 2, vy0+ml/ 2, t +h/ 2) ;
k3=hx(vx0+l 2/ 2);
| 3=h*f (x0+k2/ 2, y0O+q2/ 2,

vx0+l 2/ 2, vy0+nR/ 2, t +h/ 2) ;
g3=h*(vy0+n2/ 2);
nB=h*g( x0+k2/ 2, y0+q2/ 2,

vx0+l 2/ 2, vy0+nR/ 2, t +h/ 2) ;
k4=hx(vx0+l 3);
| 4=h*f (x0+k3, y0+q3, vx0+l 3, vy0+nB, t +h);
q4=hx(vy0+n8B)
mi=hxg( x0+k3, y0+q3, vx0+l 3, vy0+nB, t +h);
vX=vX0+(| 1+2+1 2+2«1 3+ 4) / 6;
vy=vyO+( ml+2* m2+2+ n3+mi) / 6;
x=x0+( k1+2xk2+2+«k3+k4)/ 6;
y=y0+(ql+2*q2+2*q3+q4)/ 6;

3. RESULTADOS
3.1. Modelo computacional y simulacién

Se realizé un programa en el lenguaje yabasic que
permite la visualizacién de un péndulo doble en un
medio viscoso, en este caso el aire.

El método Runge Kutta se realiza dentro de un
bucle, esto se puede observar entre las lineas 21 y 55

del script del Cédigo 1 y la grafica de los resultados
del calculo se pueden apreciar en la Figura 3. Los
datos de la Tabla 1 se presentan entre las lineas 10
y 20 del mismo script. Algunas escenas de la simu-
lacion se muestran en la Figura 4.

open w ndow 500, 500
wi ndow origin "cc"
sub f(x,y,vx,vy,t,b,m,n2 g,11,12):
return (2+«bxl 1xvyxcos(x - y)
- 1 2%(2xb*vx + g+l 1x(2*ml
+ mR) xsin(x) + | 1xm2*(g*sin(x
- 2xy) +2x| 2xvy*x2xsSin(X - Y)
+ 1 Lxvx*x*2xsin(2«(x - y)))))
[(2%] L+ 2% 2% (L + N2 - nR
*COS(X - y)**2))
5 end sub
6 sub g(x,y,vx,vy,t,b,m,nm2,g,11,12):
7 return (-2*12xn2+xcos(x - vy)
*(brvx + | 1x| 2xnRxvy**2xsin(x - y))
+ 2«1 1x (L + mR)*(bxvy
- 1 2xmR2x (| 1xvx**2 + gxcos(X))
*Sin(x - y)))/ (I 1x] 2%% 2% R (- 2%l
- M2+ nPxcos(2x(x - y))))
8 end sub
9 h=0.01
10 b=6743.89 rem coeficiente b
11 nol = 88.5 rem nasa
del priner
12 np2 = 88.5 rem nasa
del segundo pendul o
13 g=981.0 rem acel eraci on
de |l a gravedadrem
14 x0 = pi/2.0 rem condicion inicial
de posicion en el eje x
15 y0O = pi/2.0 rem condicion inicial
de posicion en el ejey
rem condi ci on inicial de
la velocidad en el eje x
rem condi cion inicial de
la velocidad en el eje y
18 1ol = 50.0 remlongitud de
primer pendul o
50.0 rem longitud de
segundo pendul o
20 radio = 3.0
21 while(1)
22 clear fill circle | olxsin(x0)
,10lxcos(x0),radio
23 clear fill circle |olxsin(x0)
+l 02*xsi n(y0), | ol*cos(x0)
+l 02xcos(y0), radi o

A WN P

pendul o

16 vxO0 = 0.0

17 vy0 = 0.0

19 lo2 =

24 clear line 0,0, o0lxsin(x)
, l ol*cos(x)
25 clear line lolxsin(x),lolxcos(x)

, 1 ol+*sin(x)+l o2*sin(y),l olxcos(x)
+l 02xcos(y)

26 k1=h*vx0

27 | 1=h*f (x0, y0, vx0, vy0,t, b
, 1, mo2,g,l0l,102)

28 gl=h*vyO0

29 mL=h*g(x0, y0, vx0, vy0,t, b
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o

F1G. 4.— Simulacién con datos de la Tabla 1

,mol, m2,g,l01,102)

30 k2=h* (vx0+l 1/ 2)

31 | 2=h+f (x0+k1/ 2, yO+ql/ 2, vx0+l 1/ 2
, vy0+ni/ 2, t +h/ 2, b, nol, np2, g
,10l1,102)

32 g2=h*(vy0+ni/ 2)

33 n2=h+g( x0+k1/ 2, yO+ql/ 2, vx0+l 1/ 2
, vy0+ni/ 2, t +h/ 2, b, nol, np2, g
,10l1,102)

34 k3=h* (vx0+l 2/ 2)

35 | 3=h+f (x0+k2/ 2, yO+q2/ 2, vx0+l 2/ 2
, vy0+nR/ 2, t +h/ 2, b, nol, np2, g
,101,102)

36 g3=h*(vy0+ng/ 2)

37 nB=h+g( x0+k2/ 2, yO+q2/ 2, vx0+| 2/ 2
, vy0+nR/ 2, t +h/ 2, b, nol, np2, g
,101,102)

38 kd=h*(vx0+l 3)

39 | 4=h+f (x0+k3, y0+q3, vx0+l 3, vy0+nB
,t+h, b, nol, no2, g,1 01,1 02)

40 g4=hx*(vy0+nB)

41 md=h+g( x0+k3, y0+q3, vx0+l 3, vy0+nB
,t+h, b, mol, no2, g,1 01,1 02)

42 vX=VX0+(| 1+2%1 2+2x| 3+1 4)/ 6. 0

43 vy=vyO+( mL+2x m2+2*nB+md) /6. 0

44 x=x0+( k1l+2+xk2+2+k3+k4)/ 6.0

45 y=y0+(ql+2*q2+2*q3+q4)/ 6.0

46 line 0,0,lo0lxsin(x),lolxcos(x)

47 line lol*sin(x),lolxcos(x)

, 1 ol*xsin(x)+l 02*sin(y)
, 1 olxcos(x) +l 02*cos(y)

48 fill circle lol*sin(x),lolxcos(x)
,radi o

49 fill circle lIol*sin(x)+l o2xsin(y)
, 1 olxcos(x)+l 02xcos(y), radi o

50 x0=x

51 y0=y

52 vXx0=vx

53 vyO=vy

54 wai t (0.0001)

55 wend

CODIGO 1: Script en lenguaje yabasic.

4. ANALISIS Y DISCUSION

En base a un péndulo simple se calculé6 el coefi-
ciente b (véase Tabla 1), dato que se utilizé en un
sistema de dos péndulos ya que las funciones uti-
lizadas con las ecuaciones de Euler Lagrange para
la resolucién de un péndulo simple en un medio vis-
coso mostraron un comportamiento muy cercano al
del sistema armado (véase Figura 2).

En el calculo del coeficiente b se observo que
no puede existir una mayor precisién porque no
cumplen las condiciones necesarias, esto puede ser
causado por las unidades de los datos. Este coefi-
ciente debido a las unidades puede significar muchas
posibilidades, puede depender directamente del area
de la esfera ya que estd en un medio viscoso (en
este caso el aire), masas, longitudes, aceleracion de
la gravedad y otros. Con una mayor cantidad de ex-
perimentos con diferentes longitudes, masas, radios,
aceleracion de gravedad se podria conocer si b es un
coeficiente dependiente de los datos para cada caso
0 una constante para todos los casos en sistemas de
péndulos. Un aspecto importante a tomar cuenta es
que para este modelo las cuerdas tiene que ser bar-
ras sé6lidas que impidan una alteracién en la longitud
de éstas.

El analisis de las energias, posiciones, veloci-
dades, etc. sugiere un estudio mas especializado en
dinamica no lineal y caos en el cual un péndulo doble
siempre es un excelente ejemplo (Strogart 1994).

5. CONCLUSIONES

Las ecuaciones de Euler-Lagrange describen el

movimiento de un péndulo doble correctamente y el
método numérico Runge Kutta nos permite simula-
rlo.
El coeficiente b (véase Tabla 1) calculado lleva mucha
informacién dentro ya que esta constante puede de-
pender directamente de la longitud, aceleracion de
gravedad, radio, area y masa del sistema por lo cual
una simulaciéon con diferentes datos de longitud y
masa podrian ser alejados a la realidad. Se utilizé el
sistema de unidades cegesimal para una mayor pre-
cision en el valor de b.
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RESUMEN

La 18Y* Olimpiada Boliviana de Fisica (18"* OBF) y la 8¢ Olimpiada Boliviana de As-
tronomia y Astrofisica (8V® OBAA) se llevaron a cabo con éxito en 4 etapas de la gestion 2013:
Ira ETAPA: exdmenes internos de seleccion en cada UNIDAD EDUCATIVA, 2da ETAPA,
DISTRITAL: exdmenes simultdneos en cada uno de los 277 distritos de todo el pais, 11 de
Mayo de 2013, 3ra ETAPA: DEPARTAMENTAL: exdmenes que se tomaron a l@s mejores es-
tudiantes de la 2da etapa, 15 de Junio de 2013 y 4ta ETAPA: NACIONAL: donde participaron
solo 3 categorias: 3°, 4° y 5° de secundaria. Se llevé a cabo del 14 al 17 de Agosto de 2013 en la
ciudad capital de Tarija con la participacién de 9 equipos por categoria por cada olimpiada.

Ambas olimpiadas (OBF — OBAA) se acoplaron, por tercer afio consecutivo, al proyecto
impulsado por el Ministerio de Educaciéon del Estado Plurinacional de Bolivia, titulado:
Olimpiada Cientifica Estudiantil Plurinacional Boliviana (OCEPB), donde, se invité a que
participen 6 areas de las ciencias puras y naturales: Astronomia y Astrofisica, Biologia,
Fisica, Informatica, Matematica y Quimica.

La organizacion del evento conté también con la participacién de los siguientes organismos
e instituciones: Comité Olimpico Boliviano de Astronomia y Astrofisica, Comité Olimpico Bo-
liviano de Fisica, Sociedad Boliviana de Fisica (SOBOFI), la Asociaciéon Boliviana para el
Avance de la Ciencia (ABAC), la Direccion Departamental de Cochabamba; las Carreras de
Fisica de la Universidad Mayor de San Andrés (UMSA), la Universidad Mayor de San Simén
(UMSS), y la Universidad Auténoma Tomas Frias (UATF), los departamentos de Fisica de la
Universidad Privada de Santa Cruz de la Sierra (UPSA), la Universidad Técnica de Oruro
(UTO), la Universidad Mayor, Real y Pontificia San Francisco Xavier de Chuquisaca (UM-
RPSFXCh), la Universidad Auténoma Juan Misael Saracho (UAJMS) y la Asociacion para el
Mejoramiento de la ensenanza de las Ciencias (AMEC).

En la 18¥* OBF y la 8"“ OBAA se evaluaron 7 categorias, 6° de primaria y todos los grados
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de secundaria, en las tres etapas previas al evento nacional. En la 4ta etapa: nacional, por
la estructura de la OCEPB sélo participaron los cursos de 3°, 4° y 5° de Secundaria. Es
recomendable dar el incentivo a toda la juventud Boliviana mediante la motivacién y la sana
competencia en el evento nacional. Con ello se logra el entrenamiento continuo no solo para
la siguiente inmediata gestion, sino varios anos de anticipacion; dicha receta es sin duda la
mejor manera de incrementar el conocimiento en la juventud boliviana y ademéas para que
nuestros representantes sean cada vez mas competitivos a nivel internacional.

L@s ganador@s de las categorias: 5°, 4°, 3°, 2°, 1° de Secundaria y 6° de Primaria, for-
man los equipos Bolivianos preseleccionados postulantes a futuros eventos olimpicos: Lati-
noamericanos, Iberoamericanos e Internacionales a llevarse a cabo las siguientes gestiones
2014, 2015, 2016, 2017 y 2018 respectivamente. Cada afo debe realizarse nuevamente la se-
leccion de los equipos mediante examenes y en las concentraciones preparadas por el Comité
Académico de cada area.

Los ganadores de la categoria de 6° de Secundaria, tienen como principal premio, el ingreso
libre y directo a cualquiera de las carreras de Ciencias y/o Ingenieria de las universidades
comprometidas con las olimpiadas.

Felicidades! a tod@s 1@s jovenes participantes y ganador@s de las distintas etapas y cat-
egorias asi como también a sus respectiv@s maestr@s de todas las Unidades Educativas fis-
cales, particulares y de convenio de todo el pais que se animaron a participar en el apasion-
ante mundo de la Fisica, la Astronomia y Astrofisica, porque estan dando un digno ejemplo
a seguir por otros establecimientos, profesor@s, estudiantes contemporaneos y por todas las
generaciones venideras.

A continuacidn, se presentan las soluciones de las pruebas de 1a 3ra ETAPA Departamental
en todas las categorias de ambas olimpiadas: 18"* OBF y 8¢ OBAA.

Pagina WEB: http://www.fiumsa.edu.bo/olimpiada/

OLIMPIADA BOLIVIANA DE FISICA

4

OLIMPIADA BOLIVIANA DE
ASTRONOMIA Y ASTROFISICA

Cédigo(s) PACS: 01.50.Rt — 01.10.Hx

Descriptores: Competencias de fisica — Actividades organizacionales de fisica



18"*OBF & 8"*OBAA 33

3 ETAPA
18v« OLIMPIADA BOLIVIANA DE FISICA

6> DE PRIMARIA
PARTE TEORICA:(60%).

1. Responde V o F segun corresponda.[10%]

a) La materia posee masa, volumen y temper-
atura.

b) La masa es la cantidad de materia que posee
un cuerpo.

¢) La materia se mide con balanza.
d) La materia ocupa un lugar en el espacio.

e) Entre mayor es el movimiento de las
particulas, menor es la energia térmica.

f) Los estados de la materia son liquido, masa y
temperatura.

2. Encierra con un circulo los sélidos, con un
triangulo los liquidos y con un cuadrado las
sustancias gaseosas.[10%]

C

3. Con tus palabras escribe los significados de las
siguientes palabras:[20%]

a) Fusion
b) Condensacion
¢) Evaporacion
d) Solidificacién
e) sélido
f) liquido
4. Indica 2 ejemplos donde se presentan los sigu-
ientes tipos de Energia:[20
a) Interna
b) Eléctrica
c¢) Térmica
d) Electromagnética

e) Nuclear

PARTE PRACTICA:(40%). CADA PREGUNTA
VALE 20%:

1. Cuando el coche de la figura siguiente llega al
punto O se le agota la gasolina. En ese instante
posee 50000 unidades de energia, pero por cada
metro de recorrido pierde 1450 unidades y se
detiene cuando se agota toda su energia. Se de-
tendra finalmente en el sector marcado con la

letra:
oS A_B _c D
— —— T 1 T ]
i} 10m 20m I0m 40m m

2. El Sol emite energia a razén de 1026 julios por
segundo. Teniendo en cuenta que la energia ra-
diada por el Sol proviene de la conservacién de
masa en energia y la conocida ecuacion de Ein-
stein la cual establece que E = mc?, donde c es
la velocidad de la luz (3 x 108[m/s)), se concluye
que el Sol pierde cada segundo una masa, en
kilogramos, igual a:

a) 3,53 x 1043
b) 1,1 x 10°
c) 1,1 x 10
d) 3,92 x 1026
e)0
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17> DE SECUNDARIA

PARTE TEORICA:(40%). Cada pregunta vale 10%:

1. En la Tierra se deforestan 30 hectareas [ha] de

jungla por minuto, por consiguiente la cantidad
de hectareas que son destruidas anualmente en
el planeta es de cerca de:

a) 90 millones
b) 11 millones
¢) 16 millones
d) 900 millones

. Observe las dos siguientes columnas:

Fuente de Energia

I. Petroleo

II. Carb6n

III. Hidroeléctrica

IV. Nuclear

Comentario

a. Se agota rapidamente

b. Aumenta el efecto invernadero
c. No es debida a los rayos del Sol
d. El problema son los desechos
e. Su origen esta en la energia Solar

De las siguientes asociaciones ;cudl es la incor-
recta?:

a)l-ab
b)IV-cd
oll-ac
d)III-e

. La onza troy es una unidad inglesa de masa

que equivale aproximadamente a 32 gramos.
Teniendo en cuenta esto y la tabla adjunta, de
las siguientes afirmaciones la correcta es:

Sustancia | Densidad [g/cm3]
Agua 1
Hierro 7,6
Plomo 11,3

a) Una onza de plomo pesa casi 11 veces mas
que una de agua.

b) Media onza de plomo pesa igual que 16
centimetros cubicos de agua.

¢) Una onza de hierro ocupa un volumen de 32
centimetros cubicos.

d) Una onza de agua ocupa un volumen de 1
centimetro cubico.

1. Explique

4. Indique cuantas cifras significativas tiene cada

una de las siguientes cantidades:
a) 0,0530

b) 0,0042

¢) 5,0048

d) 0,00004

e) 543,98

PARTE PRACTICA:(60%). CADA PREGUNTA
VALE 20%:

1. El sonido se propaga en el aire a 340 [m/s]

y en el agua a 1500 [m/s]. En un lugar del
océano se produce una explosion y la tripu-
lacién de un barco situado a una distancia L
capta los sonidos por el agua y por el aire con
una diferencia de tiempo de 5,8 [s] mediante
dos micréfonos, uno bajo el agua y el otro so-
bre la superficie. ;Cudl es la distancia L a la
que ocurri6 la explosién?

—

=

2. En cierta region del altiplano Boliviano por

cada metro cuadrado de superficie y cada se-
gundo inciden 800 [J] de energia solar. En
términos técnicos lo anterior se expresa di-
ciendo que la potencia (medida en vatios, W)
de la radiacion solar por unidad de area es 800
[W/m?]. De esta energia solo el 15% se con-
vierte en energia eléctrica por un tipo de cel-
das solares. Un ingeniero eléctrico piensa sum-
inistrar energia a una ciudad del altiplano que
consume 1[GW] (10°W), aplicando la tecnologia
de las celdas solares. El precio de cada cm2 de
celda solar es de 150 Bs. ;Cudles son el area y
el precio de la celda solar que tendria que usar
el ingeniero?

. El diametro y la altura de un cilindro de plas-

tilina son respectivamente iguales a 10 [cm]. Si
con esa misma plastilina se fabrica otro cilin-
dro de doble altura ;Cuanto medira su nuevo
diametro?

24> DE SECUNDARIA

PARTE TEORICA:(40%). Cada pregunta vale 10%:

porqué la ropa se carga
eléctricamente mucho maéas cuando el clima
esta especialmente seco.

2. Diga qué es un cuerpo electrizado, cuantos

tipos de carga existen, cite las particulas que
forman al atomo y diga qué tipo de carga
tienen.
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3. (En qué unidad se mide la carga eléctrica? ut y y
| — a \ /

4. Un automévil recorre 500 metros en 50 segun- A o =
dos con velocidad constante. La distancia que ]/ ! /
recorre durante 15 segundos expresada en met- - L
ros es:

E | ,-"’I
b) 100 - //” o
¢) 150 il L wl .

d) 200 2. La figura adjunta muestra la grafica de acel-
e) 250 eracién contra tiempo de un cuerpo que par-
tiendo del reposo se desplaza en linea recta. El
instante en que el cuerpo tuvo su maxima ve-
locidad es el que corresponde al tiempo:

5. Conociendo la velocidad media de movimiento
de un cuerpo durante determinado intervalo
de tiempo, podemos hallar el desplazamiento
realizado por el cuerpo en el transcurso de

cualquier parte de dicho intervalo. il e
(®) (V) | T\
PARTE PRACTICA:(60%). CADA PREGUNTA 4/ |
VALE 20%: ]

i z
1. Un auto y un camién parten al mismo tiempo | [
y en la misma direccién desde cierto punto. f
El auto avanza con velocidad constante de 80 |
[km/h] y el camién a una velocidad constante
de 60 [km/h]. Al cabo de tres horas jcudal sera a)2
la distancia que los separa?

b) 3
2. Usted conduce un automévil y tiene planeado c) 4
ir a cierto sitio. Durante la primera mitad de a5

su jornada viaja a 40 [km/h] y entonces se da
cuenta que de seguir asi le tomara demasi- e)6
ado tiempo llegar al destino previsto pues para
hacer el recorrido en una jornada deberia viajar
arazon de 60 [km/h]. ;Cual debe ser su rapidez
durante la segunda mitad de la jornada para
llegar en el tiempo previsto?

3. La regla de la mano derecha permite encontrar
para un vector resultante:

a) Magnitud y direccién
b) Magnitud y sentido

3. Analisis Sismico. Los sismos producen varios
tipos de ondas de choque. Las méas conocidas
son las ondas P (P por primarias o “de presién”)
y las ondas S (S de secundarias o “de corte”).
En la corteza terrestre, las ondas P viajan a
alrededor de 6.5 km/s, mientras que las on-
das S viajan alrededor de 3.5 km/s. Las ve-
locidades reales varian dependiendo del tipo de
material por el que se desplazan. El desfase de
tiempo entre la llegada de estas dos ondas a
una estacion sismica le informa a los geélogos
que tan lejos ocurrié el sismo. Si el tiempo de
retraso es 33 s, jqué tan lejos de la estacion
sismica ocurri6 el terremoto?

37 DE SECUNDARIA
PARTE TEORICA [30%]

¢) Direccion y sentido
d) Magnitud, direccion y sentido
e) Ninguna

PARTE PRACTICA [70%]

1. La mayoria de los barcos tienen un instru-
mento llamado sonar, el cual es un disposi-
tivo que permite determinar la profundidad
del mar el sonar funciona midiendo el tiempo
que transcurre una sefial sonora en ir hasta

1. Un cuerpo se mueve con una velocidad con- el fondo del mar y regresar. Un barco va midi-

stante en la direccién positiva del eje Y, y su-
jeto a una aceleracion constante en la direcciéon
X. Cual de las graficas representa la trayectoria
correcta del cuerpo.

endo la profundidad del lecho marino mientras
avanza en linea recta durante 50 minutos y ob-
tiene la siguiente sefial de intervalos de tiempo
recibidos: [20%]
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La interpretacion correcta del lecho marino es
la indicada en la grafica: (explique el porqué de
su seleccion)

(D)

2. Hallar la magnitud resultante de los vectores
de la figura: [10%]

3. Dos barcos separados una distancia de 10[km],

avanzan aproximandose entre si cada uno con
velocidad de 10[km/h] respecto al agua. Una
gaviota vuela del primer barco al segundo con
una velocidad de 20[km/h]. ;Cuédnto tarda la
gaviota en alcanzar el segundo barco? [20%]

& ==Y

4. Un coche que se desplaza a vy = 90[Km/h]

comienza a frenar con movimiento uniforme-
mente retardado hasta alcanzar una cierta ve-
locidad minima (v,,) luego comienza a acel-
erar con movimiento uniformemente aceler-
ado hasta alcanzar de nuevo la velocidad de
90[K'm/h]. En realizar esta maniobra emplea
un tiempo de un minuto y recorre una distan-
cia de 1[km] {Cual es la velocidad minima del
coche? [20%]

4'* DE SECUNDARIA

PARTE TEORICA:(40%). Cada pregunta vale 10%:

1. Las graficas siguientes representan la veloci-

dad de un moévil y la distancia que recorre en
funcion del tiempo. A partir de ellas se deduce
que cuando el mévil alcanza la velocidad de 30
[m/s] la distancia expresada en metros que ha
recorrido es aproximadamente:

=
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a) 10
b) 20
c) 30
d) 40
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2. Un buzo sumergido puede escuchar el motor de PARTE PRACTICA:(60%). CADA PREGUNTA
su embarcacion. Este hecho es suficiente para VALE 20%:

probar que:

a) El sonido viaja a velocidad constante 1. Un grifo gotea sobre una superficie de agua. El

b) El sonido viaja a una velocidad de 1450 [m/s]
en el agua

¢) Los sonidos también pueden transmitirse por
el agua

d) En la refraccion del sonido entre el agua y el
aire, la longitud de onda cambia

e) En la refraccion del sonido entre el aire y el
agua, la longitud de onda no cambia

. Desde la ventana de un tren un pasajero arroja
un cuerpo hacia atras con cierta velocidad w.
Consideremos para el tren cuatro situaciones:
a) esta inmoévil, b) se mueve con velocidad con-
stante, c) esta acelerando y d) esta frenando. Es
cierto que:

a) En todas las ocasiones el cuerpo tarda el
mismo tiempo en caer.

b) En todas las ocasiones el cuerpo de-
sciende formando una parabola con respecto al
pasajero.

¢) En las situaciones a) y b) un observador sobre
la via ve que el cuerpo cae en linea recta.

d) En el caso d) el cuerpo cae mas lentamente
que en el c).

e) En el caso d) el movimiento del cuerpo forma
una parabola hacia atras y en el c) hacia ade-
lante.

. La figura muestra dos altoparlantes igual-
mente alimentados, en fase, por una autofre-
cuencia.

-

Eanido
Eilancia

1 Sonide
d s 4 L ¥l Silencie

-L---l:. — b ’I Fonido
Fisente d Alfepariante i

ids|
Radiolrecuensta o Sarvide

Cuando un estudiante se mueve a lo largo de
la linea XY nota zonas alternadas de silencio y
sonido. La distancia entre las zonas de silencio
puede disminuir si:

a) Se reduce el volumen de un autoparlante

b) Disminuye la distancia d

¢) Aumenta la distancia L

d) Aumenta la frecuencia de la fuente de audio

e) Aumenta la potencia de la fuente de audio
frecuencia

goteo tiene lugar a razén de 80 gotas por min-
uto y genera en el agua ondas circulares sepa-
radas 45 [em]. ;Cudl es la velocidad de propa-
gacién de las ondas en la superficie de agua?

. Dos amigos se encuentran en una caseta de

apariencia misteriosa. Luis, a quien le encan-
tan las historias de casas abandonadas, pide
a sus amigos entrar y explorar el sitio. Ha-
cia el fondo de la primera habitaciéon hay un
murciélago que, asustado, escapa emitiendo ul-
trasonidos de frecuencia 60000 [Hz]. El oido de
un perro que acompana a Luis puede detectar
frecuencias de hasta 58000 [Hz]. ja qué veloci-
dad se debe alejar el murciélago del perro para
que este puede percibir sus chillidos?

. Se lanza un proyectil formando un angulo o con

la horizontal. En el punto mas alto de su trayec-
toria h su velocidad es v;. La velocidad en un
punto de la trayectoria que es la mitad de la
altura maxima h/2 es v, y entre ambas veloci-
dades existe la relacion:

’U_\/E’U
1= 72

Calcular el angulo o de lanzamiento.

5 DE SECUNDARIA

PARTE TEORICA:(40%). Cada pregunta vale 10%:

1. Suponga que el tablén de peso V de la figura

se sube a la mesa de altura h siguiendo la se-
cuencia que se muestra: primero se mantiene
un extremo apoyado en el piso, y se sube
el otro extremo, y luego se sube el otro ex-
tremo del tablén. Llamemos T al trabajo que
se habria levantadodel modo usual (en un solo
movimiento). El trabajo que se realiza de la
otra manera, despreciando rozamientos es:

a) Practicamente T

b) Exactamente T
¢) Exactamente la mitad de T
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d) Aproximadamente T/4

e) No es posible determinarlo con los datos
suministrados

. La bola negra se deja caer desde una altura H

con respecto al piso. Esta bola golpea al tablén
de masa M y longitud L que se apoya en un so-
porte de altura h, a la distancia L/3. El choque
en el que no hay pérdidas por calor, es tal que
cuando la bola negra alcanza su minima altura,
la bola blanca alcanza su maximo. Las dos bo-
las tienen la misma masa m, el valor de la al-
tura maxima es:

a) Exactamente H

b) Un poco mayor que H
¢) Independiente de H
d) Un poco menor que H

e) Independiente de m

. Un estudiante tiene en cada uno de los platil-

los de una balanza en equilibrio, recipientes de
tres litros de capacidad llenos de agua hasta
los bordes. Introduce en el primer recipiente un
cubo de madera de 10[cm] de arista y densidad
0.8[gr/cm?] {Qué relacion P, /P, obtendra entre
los pesos de los dos platillos?

Q

™M D2

a) Aproximadamente 0.75
b) 1

¢) Aproximadamente 1.33
d)2

e) Ninguna de las anteriores

. En uno de los platillos de una balanza hay un

recipiente con aguay en el otro, un soporte del
cual esta suspendida una carga. Los platillos de

la balanza estan equilibrados (fig. a). Giramos
el soporte de tal manera que la carga que de
este cuelga resulte sumergida completamente
en el agua. Evidentemente el equilibrio de la
balanza se destruye, puesto que el platillo con
el soporte resulta mas liviano que antes (fig. b).
,Qué hay que agregar al patillo con el soporte
para restablecer nuevamente el equilibrio de la
balanza? Explique su respuesta.

Fig. b

PARTE PRACTICA:(60%). Cada pregunta vale

1. En dos recipientes comunicados de diametros

4[em] y 3[cm] se vierte agua. ;Cuanto aumenta
el nivel de agua si se coloca un cilindro de
madera con diametro de 1[cm] y altura 25[cm)|
en el primer recipiente? La densidad de la
madera es 2[gr/cm?)].

. Se tienen cuatro bolas de billar situadas a lo

largo de una recta paralela a una de las ban-
das situadas a la distancia 1 una de la otra.
A la bola A se le comunica una velocidad de
50[cm/s]. Hallar el tiempo minimo después del
cual las bolas vuelven a pasar por sus posi-
ciones iniciales y explique su solucién. Con-
sidere lo choques absolutamente elasticos.
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3. En una balanza electrénica (precisién 0,1 g) se
encuentra un vaso de precipitados de 25 cm de
altura y 10 cm de diametro interior, con agua.
El agua en el vaso llega a una altura de 20
cm sobre el fondo y la balanza marca 1800,0
g. Con ayuda de un hilo se introduce vertical-
mente en el vaso un cilindro de aluminio (den-
sidad 2,7 g/cm?) de 10 cm de longitud y 5 cm de
diametro, hasta depositarlo (verticalmente) en
el fondo del vaso. Representa graficamente en
funcién a la distancia desde la base inferior del
cilindro al fondo del vaso, la masa indicada por
la balanza a medida que se va introduciendo
lentamente el cilindro en el agua. (Densidad del
agua = 1 g/cm?. Se desprecia el efecto del hilo y
los efectos de tensién superficial.)

6! DE SECUNDARIA
PARTE TEORICA: [45%]

1. Una resistencia de 1 ohmio, una de 4 ohmios
y otra de 12 ohmios, hechas del mismo ma-
terial hansido conectados a una bateria de 4
voltios como se muestra en la figura. Todas
las resistencias tienen la misma capacidad de
desprender calor. ;Cual resistencia desprende
mas calor? La resistencia de 12 ohmios.[10%]

{ 12&% ?ﬂ;

a) La resistencia de 4 ohmios.
b) La resistencia de 1 ohmio.

c¢) La resistencia de 12 ohmios y la de 4 ohmios
alcanzan la misma temperatura.

d) Las tres resistencias alcanzan la misma tem-
peratura

2. {Por qué se hace necesario especificar que las
cargas son puntuales? ;Hay cargas puntuales
en la naturaleza? ;Qué interpretacion se le
da?[10%]

3. El simple circuito en serie consiste de tres
lamparas idénticas energizadas por una
bateria. Cuando un cable se conecta entre

| x::l,'.} _
==
i

gi=b
|

ra[ e
Q_

,F-_,_h
.

o

los puntos a y b, responda las siguientes
preguntas:

a) /Qué pasa con la intensidad de la lampara
3?[5%]

b) ;La corriente en el circuito aumenta, dismin-
uye o permanece igual?[5%]

¢) ;Qué pasa con el brillo de las lamparas 1y
2?7[5%]

d) ;La caida de voltaje entre las lamparas 1y 2
aumenta, disminuye o permanece igual?[5%]

e) (La potencia disipada por el circuito au-
menta, disminuye o permanece igual?[5%]

PARTE PRACTICA: [55%]

1. Una carga de 30uC se encuentra fija en el
origen de coordenadas. Otra carga de 10uC y
masa 10g se coloca, estando inicialmente en re-
poso, a 3m de la anterior. ;Qué velocidad tendra
cuando se halle a 10m del origen? ;Con qué ve-
locidad llegara al infinito?[20%]

Dato: k = 9 x 10°Nm2C 2

2. Dos esferas de 259 de masa cada una poseen
idéntica carga eléctrica y cuelgan de sendos
hilos inextensibles de masa despreciable y
de 80cm de longitud, suspendidos del mismo
punto. Cada uno de los hilos forma idéntico
angulo de 45° con la vertical. Calcula la carga
de cada esfera y la tension de los hilos.[20%]

Dato: k = 9 x 10°Nm?2C~2

3. En el diagrama P vs.T (Presion - Temperatura)
se representa el proceso cerrado que realiza
cierta masa de oxigeno (considere al oxigeno
como un gas ideal). Se sabe que el volumen
maximo que ocupa el gas en este proceso es
Vinaz = 16,4m3. Determinar la masa del gas y
su volumen en el punto 1. Los valores de T1,
T2, P1 y P2 se indican en la figura.[15%]

(la masa del gas es de 16[g])

P [Pal
k

-

] rf]/ [}

300 00 TI
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3" ETAPA
8v* OLIMPIADA BOLIVIANA DE
ASTRONOMIA Y ASTROFISICA

6> DE PRIMARIA

. Cual de las siguientes estrellas esta mas

préxima a nosotros.
a) Alfa Centauro A
b) Sirius

¢) proxima Centauro
d) Vega

. Copérnico que afio planteé la teoria He-

liocéntrica
a) 1475
b) 1500
c) 1543
d) 1600

. El afio en Marte cuantos dias terrestres tiene

a) 365 dias
b) 687 dias
¢) 400 dias
d) 300 dias
e) 800 dias

. Cuanto es el periodo de la luna alrededor de la

Tierra

a) 26 dias

b) 700 horas

¢) 40320 minutos
d) 580 horas

e) 14 dias

. Distancia de la Tierra al Sol es conocida como

a) 1 parsec
b) afio luz

¢) 1 unidad astronémica

. Planetas visibles a simple vista son (puede se-

leccionar mas de uno)
a) Jupiter

b) Mercurio

¢) Urano

d) Venus

e) la Luna

f) Neptuno

g) Marte

7.

10.

Cual de los planetas no tienen satélites
a) Mercurio

b) Venus

¢) Marte

d) Urano

e) Neptuno

. Las mareas se producen por:

a) gravedad de la tierra
b) rotacion de la tierra sobre su propio eje

c¢) gravedad que ejerce la luna durante su
traslacion

d) gravedad de un cometa
e) gravedad del Sol

. La Teoria Heliocéntrica pertenece a

a) Tolomeo
b) Kepler

¢) Copérnico
d) Aristoteles

e) Newton

Realice un grafico que nos muestre como se pro-
duce un eclipse total de Luna

17 DE SECUNDARIA

. La teoria que planteé el Astrénomo Nicolas

Copérnico fue:

a) La Geocéntrica
b) Big Bang

¢) Heliocéntrica

d) Gravitaciéon Universal

. Quien observé por primera vez los crateres

lunares con un telescopio:
a) Newton

b) Copérnico

¢) Galileo

d) Hubble

. La distancia de la Tierra a la Luna es aproxi-

madamente:

a) 1 Unidad Astronémica
b) 1 parsec

¢) 300000 Km

d) 1 ano luz

e) 100000 Km
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4. Respecto a nuestro Sistema Solar, se puede afir-

mar que:

a) El Sol concentra mas del 95% de la masa to-
tal

b) Es el mas antiguo de nuestra galaxia

¢) Posee al planeta mas grande descubierto a la
fecha

d) Ocupa aproximadamente el 1% del volumen
de la Via Lactea

. La razon por la cual algunos eclipses son to-
tales, en cambio otrosson anulares, es:

a) Refracciéon de la luz en la atmoésfera

b) En los anulares el Sol, La Luna y La Tierra
no estan perfectamente alineados

¢) La variaciéon en las distancias Sol-Tierra y
Tierra-Luna debido a que las 6rbitas no son cir-
culares

d) Los eclipses totales ocurren de noche y los
anulares de dia

. Cual es la velocidad de movimiento de la Tierra
al rededor del Sol, suponiendo que esta se
mueve uniformemente por un circulo de radio
de 149.600.000 Km con un periodo orbital igual
a un ano

a) 30 Km/h

b) 55 Km/s

¢) 30 Km/s

d) 65 Km/h

e) ninguno de los anteriores
. Cuanto tiempo tarda la luz del Sol en llegar a
la Tierra

a) 1 min

b) 10 min

¢) 8 min

d) 8 seg

. Nuestra galaxia es de tipo:
a) Eliptica

b) Irregular

c) Espiral

d) Peculiar

. De los planetas visibles a simple vista, cudles
son los mas brillantes:

a) Mercurio

b) Marte

¢) Venus

d) Jupiter

e) Saturno

10. Lo maés lejos que han llegado naves fabricadas

por humanos es:

a) Hasta La Luna

b) Hasta Marte

c¢) Hasta Saturno

d) Hasta afuera del Sistema Solar

e) Hasta Alfa Centauro, el Sistema Estelar mas

cercano al nuestro

24> DE SECUNDARIA

. Cudl de los planetas debido a su densidad

flotaria en el agua:
a) Marte

b) Mercurio

¢) Saturno

d) Jupiter

e) Venus

. Cual de los planetas no pueden ser vistos a sim-

ple vista a media noche (puede seleccionar mas
de uno):

a) Saturno
b) Venus

c¢) Jupiter
d) Mercurio
e) Marte

. Titan y Encelado son satélites de:

a) Marte
b) Jupiter
¢) Saturno
d) Neptuno

. Indique dos estrellas brillantes visibles a sim-

ple vista en estas noches sobre nuestro cielo:
a) Albedaran

b) Rigel

¢) Arturo

d) Antares

e) Polar

. La Luz del Sol cuanto tiempo demora en llegar

a nuestra superficie:

a) Una milésima de segundo
b) 1/2 segundo

c¢) 480 segundos

d) 3/4 de hora

e) 7 minutos
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A simple vista en noche despejada sin Luna
aproximadamente cudntas estrellas podemos
ver:

a) 2000
b) 5000
¢) 6000
d) 8000
e) 10000

. Magnitud estelar se refiere a:

a) Color de la estrella
b) Temperatura de la estrella
c¢) Brillo Estelar

. Un “minuto de luz” corresponde a:

a) Aproximadamente 18 millones de Km
b) Aproximadamente 300.000 Km

¢) Aproximadamente 5000 Km

d) 60 Hz

. Para explicar las estaciones del ano. Cual de los

siguientes elementoses relevante:

a) El movimiento de la Tierra sobre su propio
eje

b) La inclinacion del eje de rotacion de la Tierra
con respecto a su plano orbital

¢) El achatamiento de la Tierra, debido a su
rotacion

La nave césmica Cassini esta fotografiando
el planeta Saturno que se encuentra a 28,46
Unidades Astronémicas, en que tiempo esa in-
formacion llega a la Tierra.

3" DE SECUNDARIA

. Las “estrellas fugaces” son:

a) Particulas de polvo y hielo, o rocas que se en-
cuentran en el espacio y que son interceptadas
por la érbita terrestre

b) Restosde cometas o de la formacion del Sis-
tema Solar

¢) Objetos que en ocaciones alcanzan la superfi-
cie de la Tierra debido a que no se desintegran
por completo en la atmoésfera

d) Todas las anteriores
e) Ninguna alternativa es correcta

. Un ano luz corresponde a:

a) La distancia entre la Tierra y el SOl
b) 365 dias

¢) La distancia que recorre la luz durante 365
dias

d) 300000 [Km/s]

e) La distancia al centro de la Tierra

3.

Sirius (Can Mayor) es una estrella que se car-
acteriza por ser:

a) La mas grande de la galaxia

b) La mas brillante en el cielo nocturno
¢) La mas densa de la galaxia

d) La mas cercana al Sol

e) Ninguna de las anteriores

. En telescopios con montura ecuatorial que co-

ordenadas se utilizan.

a) Ascension Recta y Declinacion
b) Altura y Acimut

¢) Distancia y Brillo

d) Todas las anteriores

e) Ninguna de las anteriores

. Cual es la fecha aproximada cuando el camino

del Sol a lo largo de la ecliptica cruza el ecuador
terrestre moviéndose hacia el sur

a) 3 de Enero

b) 21 de Marzo

¢) 21 de Junio

d) 22 de Septiembre

. Cada noche la primera estrellla visible se en-

cuentra en el mismo lugar del cielo
a) Verdadero
b) Falso

. Cuales de los siguientes objetos estelares no

pertenecen a nuestro Sistema Solar
a) Cometa

b) Galaxia

¢) Asteroide

d) Pulsar

e) Cuasar

. Cual de las siguientes estrellas es la mas bril-

lante en el hemisferio norte:
a) Arturo

b) Polar

¢) Sirius

d) Vega

e) Capella

. Bolivia se encuentra a 60° oeste del meridiano

cero (Greenwich), cual es su uso horario
a) 2 horas

b) +4 horas

¢) 4 horas

d) -4 horas

e) 6 horas
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El 23 de febrero de 1987 en la Gran Nube
de Magallanes situada a 55000 parsecs de
nosotros se observé una supernova, hace
cuantos anos que exploté la estrella?

4> DE SECUNDARIA

. Cudl es la estrella mas brillante del cielo noc-

turno

. La Galaxia Andrémeda es parte de nuestra

Galaxia
a) Si
b) No

. Que color tienen las estrellas mas calientes

a) Amarillo
b) Rojo
c) Azul
d) Naranja

. Cual es la Galaxia visible a simple vista en el

hemisferio norte sin tomar en cuenta la Via
Lactea

a) Orién

b) Magallanes
¢) Andréomeda
d) M 81

. La estrella Alpha Centauro seencuentraa 4.3

Anos Luz. A cuanto equivale eso en parsecs
a) 1.8

b) 1.3

c)2

d)5

e)4.3

. La distancia del Sol al centro de la Via Lactea

es aproximadamente

a) 4 afios luz

b) 65 anos luz

¢) 350 afios luz

d) 27 mil afios luz

e) 20 millones de afios luz

. Sigue un cometa periédico exactamente la

misma 6rbita en sus regresos sucesivos al Sol
a) Si
b) No

. 110 objetos estelares componen el catalogo

a) Yale

b) SAO

¢) Messier
d) NGC

e) Bayer

9. El Sol gira al rededor del centro de la galaxia

situada a 300000 anos luz en unos 200 millones
de afios. Los cientificos han demostrado que ese
movimiento depende tan solo de la masa de la
galaxia mas cercana al centro del propio Sol.
Calcular esa masa galactica.

5 DE SECUNDARIA

. Cual de los telescopios es el mas adecuado para

observaciones y busqueda de cometas
a) D=10 cm; F=120 cm

b) D=10 ¢cm; F=50 cm

¢) D=5 cm; F=20 cm

. En galaxias espirales o de disco, hay fuerte ev-

idencia para la existencia de materia oscura,
basada en que:

a) Todas las estrellas se van moviendo hacia el-
centro

b) No es posible ver todas las estrellas,
porquesu luz es absorbida por la materia os-
cura

c¢) La velocidad orbital de las estrellas en torno
al centro de la galaxia es demasiado alta para
serexplicable sé6lo por la atracciéon por parte de
las otras estrellas

d) No hay muchas estrellas

e) Se observa un hoyo negro supermasivo en
su entorno y muchos otros menores distribui-
dos en los brazos espirales

. Los astrénomos intentan encontrar objetos

cada vez mas lejanos. Cual es la principal mo-
tivacion cientifica para esto?

a) Ver si en alguna parte se acaba el Universo

b) Ver si el Universo es cerrado y si podemos
vernos a nosotros mismos a lo lejos

¢) Estudiar el pasado de la evoluciéon césmica
d) Encontrar el lugar donde ocurrié el Big Bang

e) Ver si en alguna otra parte hay vida

. El enunciado de que todos los planetas se de-

splazan al rededor del Sol describiendo 6rbitas
eclipticas y el Sol se encuentra eneno de los fo-
cos de la elipse, pertenece a:

a) Leyes de Newton
b) Leyes de Murphy
¢) Leyes de Kepler
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5. Las ondas de radio:

a) Se propagan por cualquier medio, a la veloci-
dad del sonido

b) No se propagan por el vacio

¢) Se propagan por el vacio, a la velocidad de la
luz

d) Existen sélo gracias a la tecnologia creada
por el hombre

e) Son emitidas por objetos astrondomicos par-
ticularmente calientes

. Se llama satélite geoestacionario a:

a) La Luna, nuestro satélitenatural
b) Deimos, uno de los satélites de Marte

c¢) Satélites que se mantienen fijos sobre algin
punto de la Tierra, rotando con ésta

d) Un grupo de sondas que orbitan al rededor
de las “lunas” de Jupiter

e) Un tipo de basura espacial

. Segun la 2° Ley de Kepler, al orbitar un plan-

eta en torno al Sol, la linea que los une barre
areas iguales en tiempos iguales. En este con-
texto, cuél de las siguientes afirmaciones NO es
correcta:

a) El planeta se mueve mas rapido mientras
mas rapido se mueve mas cerca del Sol

b) El momento angular del planeta es constante

¢) La atraccion del Sol acelera al planeta mien-
tras se va acelerando y lo desacelera a medida
que se aleja

d) Dada la érbita y el periodo orbital del plan-
eta, podemos calcular su velocidad en cualquier
punto de la érbita

e) El movimiento angular del planeta es mayor
mientras mas cerca esté el Sol

. Cuando decimos que el Universo se expande,

queremos decir que:

a) Los atomos y todos los objetos compuestos
por ellos se van haciendo més grandes

b) Las galaxias lejanas se alejan unas de otras,
sincambiar su tamafio en forma apreciable

¢) Todos los objetos se alejande un punto bien
definido, donde ocurri6 el Big Bang

d) Hay cada vez mas objetos astronémicos
e) Hay cada vez mas materia oscura

. Dos planetas de masas iguales orbitan al rede-

dor de una estrella de masa mucho mayor. El
planeta 1 describe una 6rbita circular de ra-
dio r; = 10®Km con un periodo de rotacién
Ty = 2 afios, mientras que el planeta 2 de-
scribe una oOrbita eliptica cuya distancia mas
préoxima es 1, = 10°Km y la méas alejada es
ro = 1.82108 Km y como muestra la figura. Cudl
es el periodo de rotacién del planeta 2

et al.

2 @
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6> DE SECUNDARIA

1. En la observaciéon de una estrella, el efecto

Doppler presentado pos el espectro electro-
magnético obtenido, puede permitir a un
astrénomo:

a) Obtener informacion de la composicién
quimica
b) Clacular la masa

¢) Estimar la velocidad tangencial respecto a
nuestra linea de visién

d) Conocer el gradiente de temperatura
e) Calcular su luminosidad

. Las estrellas nos envian no solo el espectro vis-

ible sino ademas:

a) Radiacion ultravioleta

b) Rayos infrarrojos

c) Electrones y positrones

d) Todas la anteriores

e) Ninguna de las anteriores

. Una estrella muy luminosa de color blanco azu-

lado con temperatura superficial entre 10000 y
30000 K es de tipo espectral:

a)G
b) O
c)B
dA
e) K

. La galaxia mas grande de nuestro Grupo Local

de galaxias es:

a) Galaxia Andrémeda

b) Nuestra galaxia, la Via Lactea

¢) Nube Grande de Magallanes

d) Una de las galaxias satélites de la Via Lactea
e) Nube Pequena de Magallanes

. Nuestro Sol se encuentra en uno de los cuatro

brazos de la galaxia denominado:
a) brazo de Carina

b) brazo de Sagitario

¢) brazo de Perseo

d) brazo de Orién

e) ninguna de las anteriores



18"*OBF & 8"*OBAA

6. Los telescopios 6pticos a veces se ubican en
satélites para:

a) No danar la salud de la poblacion circun-
dante

b) No danar el ecosistema terrestre

¢) Poder detectar pruebas nucleares de paises
enemigos

d) Poder detectar radiacién energética del espa-
cio, que no penetra la atmoésfera terrestre

e) Impedir que las imagenes se distorcionen por
efectos de la turbulencia atmosférica

7. El espectro de una estrella NO sirve para de-
terminar directamente:
a) Su temperatura superficial
b) Su temperatura interna

¢) Los elementos quimicos presentes en su su-
perficie

d) Su rotacién
e) Su velocidad radial con respecto a nosotros

8. La astronomia de rayos X permite estudiar, es-
pecialmente:

a) Objetos muy frios, como las nubes donde se
forman estrellas

b) El interior de las estrellas
¢) El Big Bang

d) Procesos de alta energia y regiones de alta
temperatura

e) Ninguna de las anteriores

9. El Sol tiene una masa Mg de 1,989 x 1033g y un
radio Rg de 6,96 x 10'%cm y emite aproximada-
mente como un cuerpo negro a T' = 5700K.
{Qué energia es emitida cada afio en forma de
radiacion electromagnética? ;Qué fraccion de la
masa solar representa esta energia?

Teniendo en cuenta la ley de Stefan-
Boltzmann, calcule la energia emitida por
el Sol en un segundo y por unidad de superfi-
cie.
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SOLUCIONES 3" ETAPA
18v» OLIMPIADA BOLIVIANA FISICA

6> DE PRIMARIA

PARTE TEORICA
1.a)V

b)V
oF
Vv
e)F
HF

. (Figura)

. a) el proceso fisico que consiste en el cambio de
estado de la materia, del estado sélido al estado
liquido, por la accién del calor

b) Cambio de estado de la materia que se en-
cuentra en forma gaseosa a forma liquida. Es
el proceso inverso a la vaporizacion

¢) Es un proceso fisico que consiste en el paso
lento y gradual de un estado liquido hacia un
estado gaseoso, tras haber adquirido suficiente
energia para vencer la tension superficial

d) es un proceso fisico que consiste en el cambio
de estado de la materia de liquido a sélido pro-
ducido por una disminucién en la temperatura
o por una compresion de este material

e) es uno de los cuatro estados de agregaciéon de
la materia (siendo los otros gas, liquido, Plasma
y el Bose-Einstein), se caracteriza porque opone
resistencia a cambios de forma y de volumen.
Sus particulas se encuentran juntas y correcta-
mente ordenadas. Las moléculas de un sélido
tienen una gran cohesion y adoptan formas
bien definidas.

f) Es un estado de agregacion de la materia
en forma de fluido altamente incompresible (lo
que significa que su volumen es, muy aproxi-
madamente, constante en un rango grande de
presion).

. a) Un gas a una temperatura TO, luego au-
menta la temperatura a un T mayor a TO por el
cambio de temperatura aumenta la energia in-
terna. Considere un vaso de agua con hielo de-
spués de un tiempo el hielo se derrite y la tem-
peratura del agua habra disminuido por lo que
la energia interna del agua habra disminuido.

b) Plancha, el televisor.
¢) Caldera de vapor, Estufa, horno a gas.

d) Horno de microondas, un laser utilizado para
cortar un metal.

e) Un reactor nuclear, la energia liberada en un
proceso de fisién nuclear.

PARTE PRACTICA

1.

2.

C, puesto que el coche de la figura por cada
metro pierde 1450 unidades de energia, recor-
rera 50000/1450 metros, es decir 34,48 m y se
detendra en el tramo C.

b) 1,1 x 10°
1" DE SECUNDARIA

PARTE TEORICA

1.
2.
3.
4.

c)
c)
a)
a)3
b) 2
c)5
d1
e)b

PARTE PRACTICA

1.

Si t; es el tiempo que tarda el sonido para recor-
rer la distancia L por el agua, el tiempo de viaje
del sonido por el aire sera igual a (¢1 + 5.8) se-
gundos; asi

L =340 (?) (t1 +5,8[s])

L = 1500 [%}

Si de la segunda ecuacion despejamos ¢; y lo
remplazamos en la primera ecuacién, se ob-
tiene:

L
L = 340 (1500 + 5.8>

Si agrupamos L y factorizando se tiene que:

34
Lll—— ) =34 =92
( 150) 34 x 58 550[m]

. La potencia utilizable de la radiacién solar que

incide en la region es:

P.U. =800 {VVJ x 0.15 =120 {VZ] ,
m m
para generar 1 [GW] se requiere un &rea
de 833.333.3m? aproximadamente, si la celda
fuera cuadrada cada uno de sus lados mediria
2886.8m, el exagerado tamano del dispositivo
es un gran inconveniente técnico. Si cada
em? cuesta $150, la celda tendria un costo
de12499999950000, lo cual indica que no es un

negocio rentable.
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3. Lo importante es que se conserva la masa. Pero
como es obvio que la densidad de la plastilina
no cambia también se conserva el volumen. Por
lo tanto el volumen del cilindro inicial debe ser
igual al del cilindro final. Es decir:

7r<12)>2 xD=m (Z)z x (2D)

En donde D es igual a 10 cm y d es el diametro
pedido. Facilmente de esta ecuacion se halla

que:
D2
d= - = V50 = 7.01[cm]
2do DE SECUNDARIA
PARTE TEORICA

1. Durante el dia la ropa, especialmente la
sintética, se carga eléctricamente debido a la
constante frotacién de la ropa, consigo mismo,
con el cuerpo y con el aire.

2. Es un cuerpo que ha ganado o perdido carga
eléctrica. La carga eléctrica puede ser posi-
tiva o negativa. Las particulas que forman el
atomo son los Protones con carga eléctrica pos-
itiva, los Neutrones con carga eléctrica nula o
Cero y los electrones con cargaeléctrica neg-
ativa, los protones y los neutrones se dispo-
nen dentro del nicleo atémico y forman las
particulas Infraatéomicas o Subatémicas y los
electrones se disponen en la periferia del nicleo
atémica girando alrededor de el en érbitas, ca-
pas electrénicas, en niveles cudnticos princi-
pales de energia y en subniveles de energia,
los protones, neutrones y electrones forman
las particulas elementales o fundamentales del
atomo.

3. En Coulombs

4. ¢)

5. (F)

PARTE PRACTICA

1. El auto se aleja del camién con una velocidad
relativa de 20 [km/h], por lo tanto en tres horas
le tomara una ventaja de 60 [km].

2. Sit es el tiempo total de la jornada la distancia
que debe recorrer el viajero es de (60km/h X t).
Durante la primera mitad de la jornada recorre
una longitud igual a 40km/h x t/2, por consigu-
iente la velocidad V' que debe tener durante
el resto de jornada debe ser tal que 60km/h x
t = 40km/h x t/2 +V x t/2 de donde se halla
facilmente que V es igual a 80km/h.

3. A una distancia de 250 [km].
37 DE SECUNDARIA
PARTE TEORICA
1. A
2. b)
3.¢)
PARTE PRACTICA

1. Entre menos tiempo tarde en recibirse el eco,
menos profundo estara el lecho marino. Simple-
mente teniendo esto en cuenta se deduce que la
grafica es la marcada con la letra B.

2. t =20 min.

3. Este problema es mas facil resolverlo

graficamente que analiticamente.

El valor numérico del area de los dos trapecios

vale 1 km
Vo+ Vi Vo+ Vi Vo+ Vi

V= (tlitJ V= 50 ~ 90 = 30[Km/H]
4t DE SECUNDARIA

PARTE TEORICA

1. d)

2. ¢)

3. a)

4. d)
PARTE PRACTICA

1.
v=Axf=0.45x %20.6[771/8]
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2. Como la velocidad del murcielago sera pequena

frente a la velocidad del sonido, se puede calcu-
lar de forma aproximada, segiun:

fobs - fO _ _g

fo d

Donde f,,s es la frecuencia observada por el
perro, fyla que emitié el murciélago, v la veloci-
dad del murciélago y c la velocidad del sonido.
Asi,

58000 — 60000 v
60000 T340
v =11.3[m/s]

. Las ecuaciones parametricas del movimiento

del proyectil son:

xr = vcosat

L oo
y = vsenat — igt

Las ecuaciones de las velocidades sobre los ejes
coordenados son:

Vy = VCOSQ

vy = vsena — gt

En el punto mas alto de la trayectoria la compo-
nente v, de la velocidad es nula. El tiempo que
tarda el proyectil en lacanzra la altura maxima
es:

0 = vsena — gty
vseno
g

b=
Y el valor de h:

1
h = vsenat), — —gts =

2
vsena 1 vZsena 1 v2sena
= vsenw — =g 5 = -
g 2 g 2 g

La velocidad en el punto mas alto de la trayec-
toria:

V] = Up = VCOSQ

Cuando el proyectil se encuentra a una altura
h/2 la velocidad v, tiene dos componentes vo,, ¥
vgy, cuyos valores son respectivamente

Vogr = VCOSQL

Ugy = vsena — gty o

Para averiguar la componente v,, necesitamos
saber el tiempo que el proyectil emplea en al-
canzar la altura h/2, para ello sustituimos en
una de las ecuaciones paramétricas.

h 1,
5 vsenaty /o — igth/2

!
g g

2usenat h
g = O

Resolviendo la ecuacién de segundo grado:

2sena 4v2sen?a _ 4h
2 o9 g° g
h/2 — 2 -
LvZsen2a
2usena 4v2sen?a g
. g g2 g
2

t2 _ QSzn(x _ 1)sznoz\/§ _ vsena 2 — \/§
h/2 9 g 9

Se ha escogido de las dos soluciones la que cor-
responde al tiempo menor, que es cuando la al-
tura h/2 la alcanza el proyectil antes de lle-
gar a la altura h. La otra solucion es cuando el
proyectil llega a la altura h/2 despues de alcan-
zar la amxima altura h. Sustituimos el tiempo
en le expresion de la velocidad v,

vsena [ 2 — /2
Ugy = VSENQ — g =
g 2

=wvsena | 1 — = vseno—

S

2

2g0m2
vZsen?a
vy = /3, + 03, = \/U20052a+ —

De acuerdo con el enunciado del problema

_./8
V1 = 71)2

2 2
vesen‘a
v2cos?a = ? <v20032a + 2)

(=2}

v2cos?a = 3v?sen’a

2 2

1 —sen“a = 3sen“«
1
sena=§
a = 30°
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5 DE SECUNDARIA

PARTE TEORICA
1. b)

Un modo intuitivo de resolverlo es este: el tra-
bajo se almacena como energia potencial del
tablon (estamos despreciando efectos de roza-
miento). Esto implica que el trabajo necesario
para moverlo entre dos posiciones cualesquiera
es independiente del camino seguido y eso sera
exactamente T.

. d)

Consideremos la situaciéon limite en la que la
esfera negra esta totalmente abajo y la blanca
totalmente arriba.

E inicial=E potencial de la esfera negra

E final=E potencial de la blanca + E potencial
del tablén

Pero el centro de masa del tablon sube
una pequeia altura que puede -calcularse
geométricamente (esto es consecuencia de que
este apoyado a 1/3 de su extremo). Asi que E
potencial de la esfera negra<E potencial de la
esfera blanca, como sus masas son iguales, la
altura a la que sube la blanca es menor que la
altura inicial de la esfera negra.

3. b)

De acuerdo a la ley de Arquimedes tendremos
que el cubo desalojara una cantidad de agua
cuyo peso sera exactamente igual al peso del
cubo.

. De acuerdo a la tercera ley de Newton, segun la
fuerza con la cual el agua del recipiente actua
sobre la carga, con igual fuerza pero en sen-
tido contrario actuara la carga sobre el agua.
Por lo tanto, al disminuir el peso del platillo con
el soporte, simultdneamente aumentara el peso
del platillo con el recipiente. Por consiguiente,
para establecer el equilibrio se necesita un peso
igual a 2P.

pm:T

m

el volumen del cilindro de madera sera

2

%]

Vi = 25[cm] x 7 x <1[02m}>2 = 19.63[cm?®]

El volumen del cilindro es iguala al volumen
desplazado. Este volumen se reparte entre am-
bos recipientes. En los mismos, el nivel que
sube el agua (H) sera el mismo, por lo que el
volumen total (V) sera.

Vp=Vi+V,
Vr=H xmx (?>2+watimes <®22)2
Vp = H x 7 x <@21>2+<@22>2
oo (3

Entonces

Vr
mx ((2)2+ (1.5)2)

H =
_19.63
T 1 x6.25

7 19.63 1
19.63

2. Las colisiones son completamente elasticas, por

PARTE PRACTICA lo que todo el movimiento es transmitido a la
siguiente bola, de manera instantanea, al igual
1. Datos: que la dltima bola hacia la pared, y viceversa.

Como no se pierde energia ni en las colisiones
ni por el rozamiento el tiempo entre cada col-
ision sera

Densidad de la madera p,, = 2[g/cm?]
Densidad del agua pg,0 = 1[g/cm?)
Didmetro primer recipiente @, = 4[cm]

Didmetro segundo recipiente @5 = 3[cm] T— 3
Diametro cilindro madera &,,, = 1[cm] 4

Altura cilindro madera h,,, = 25[cm] Dénde 1 es la distancia entre las bolas y V es la

De acuerdo al Principio de Arquimedes, la velocidad con la que se golpea la primera bola.

masa del volumén desplazado por el agua sera
igual a la masa del cilindro de madera.

Entonces, para n bolas el tiempo en que la ve-
locidad se transmite en un sentido sera:
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Del grafico, sabemos que | = 50[cm]

para la vuelta, y dado que las distancia son ex-

actamente las mismas, el tiempo sera exacta-
mente el mismo, entonces, el tiempo total sera

Tr=2xT, =2x4=8][s]

3. El comportamiento esta dado por:

6t° DE SECUNDARIA
PARTE TEORICA

1. a)

El calor desprendido Q en la unidad de tiempo
es igual a IU. Analizando el circuito vemos que
el mayor valor para este producto se logra en la
resistencia de 4 ohmios.

2. Para no confundir con una distribucion de car-
gas. Si hay cargas puntuales en la naturaleza,
son el protén y el electron. Es un monopolo
eléctrico.

3. a) se apaga
b) aumenta en el circuito
¢) al aumentar la potencia, aumenta el brillo
d) disminuye
e) aumenta

PARTE PRACTICA
1.

Ecin—inic + Epot—inic = Liein— final + Epot—final

1 qg2 1 1 qige
mu

47‘(’60 dinic 2 471'60 dfin

2 1 1 1
v=4]— —
m 4meg N dinic  dfin

para: ds;, = 10; v = 11.2(m/s
dgin — infinito; v = 13.4(m/s)

. La fuerza F que separa las cargas se debe a

la repulsién electrostatica, pues ambas son del
mismo signo.

F=kxq*/x?
x=2xax sen(0/2)

Si estan en equilibrio, la suma de la fuerza elec-
trostatica y el peso debe tener la direccion de la
cuerda:

tg(0/2) = F/p
F =pxtg(9)
kx%:mxgxtg(ﬁ/%

@ =mxgxaz?x tg(i/2)

1/2
_ tg(0/2)
q=2xaxsen(0/2) [mxgx £ }

q=5.9x107%[C]

F = 0.245[N]
T:R: ﬁ - 035[N]

. El volumen del gas es proporcional a la razén

T/P. Esta magnitud es maxima en el punto 3.
Para el punto 1 se tiene que:

T
Vi = Viaw — = 12.3m3
1 T m

Por la ecuacion del estado gaseoso se halla que
la masa del gas es m=16 g.
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SOLUCIONES 3 ETAPA
8" OLIMPIADA BOLIVIANA DE
ASTRONOMIA Y ASTROFISICA

6t DE PRIMARIA
c)
c)
b)
c)
c)

-a)b)d) g)

a) b)
c)
c)

. El gréfico es:

17> DE SECUNDARIA

c)
c)
c)
a)
c)
c)
c)
c)
c)
d)
2% DE SECUNDARIA

c)

.b)d)

c)

.co)d)

c)

6. c)
7.¢)
8. a)
9. b)
10.
28, 46U A x % =4,27x 10°Km

T 4,27 x10°Km
t  3x105Km/s

3" DE SECUNDARIA

r=vXt—ot= = 14.23 x 10%s

d)
c)
b)
a)
d)
b)
.b)d)e)
d)
d)

. 1[PC] = 3.26 [afios Luz]
d=55000 x 3.26 = 179 389.87 [afios Luz]

Un ano luz es la distancia que recorre la Luz en
un afio, entonces el tiempo es: 179 389.87 anos.

4t DE SECUNDARIA
1. Sirius, del Can Mayor.
2. b)
3.¢)
4. ¢
5
6

e A A T A

—
(=]

. b)
. d)
7. b)
8. ¢
9. Datos: Periodo : T = 200 x 10° [afios]

distancia: R = 30000[anosluz] x B2ETIAUL —
1.9 x 10°[AU]

47 R3
M = T
472(1.9 x 109)3

— 12
(2 X 108)2 =6.7x10 MSol

Mgo =
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5t DE SECUNDARIA
b)
c)
c)
c)
c)
c)
e)

b)

. Datos:

Planeta 1 r; = 108[Km] T} = 2 afios
Planeta 2 r; = 103[Km] ro = 1.8 x 103[K'm)

calculamos el semieje mayor de la érbita del se-
gundo planeta

ri+ro 103[Km] + 1.8 x 103[Km]

ay=—p— = 5 = 1.4x108[K'm]
ahora por la tercera ley de Kepler
T2
PR
a23 o a13
T2 _ T1 X3a23
ai
~ 2 8 3
T, — 2[anos]” x 1.4 x 1(:)3 [km] — 3.31[aiios]
1 x 108[km]
6 DE SECUNDARIA
1. a)
2. d)
3.0
4. a)
5. d)
6. d)
7. b)
8. d)
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