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EDITORIAL

Alentamos que los procesos de creaciéon de conocimiento cientifico culminen con la publicacion de sus re-
sultados y promovemos que éstos sean accesibles a la gran mayoria de personas.

En Latinoamérica, con condiciones propias en cada pais para el desarrollo de la investigacién en cien-
cia y tecnologia, existe una gran produccién cientifica que mantiene una tendencia creciente desde hace
tiempo atras. La Revista Boliviana de Fisica, esta al servicio de la promocion y desarrollo de la investigacion
cientifica y, como sefiala su mision, se constituye en un medio de difusion de la produccion cientifica, de fisicos
y profesionales de areas afines, tanto de Iberoamérica como de otros lugares en el mundo.

Con un renovado propésito de mejora continua, ponemos a consideracién de nuestros asiduos lectores la
Revista Boliviana de Fisica nimero 40, en la que encontraran articulos cientificos de muy interesante con-
tenido. Como es norma en nuestra revista, los articulos cientificos publicados fueron sometidos a un proceso
de “revision por pares”, por reconocidos profesionales de prestigiosas instituciones cientificas internacionales.

Se incluye un articulo intitulado, “Dinamica de Circuitos de Chua con Bobinas no Ideales e Histéresis”,
en el que Aurelio Alejandro Suxo-Coro et al. (2022) presentan un estudio original detallado de la dindmica
de un circuito tipo Chua caético. El estudio contempla aspectos teéricos, experimentales y numéricos, con
resultados novedosos para una mejor comprensién de la dinamica del circuito de Chua y el entendimiento de
otros circuitos electrénicos no lineales.

Presentamos también el articulo intitulado “Método Numérico Disipativo para el Problema Electrostatico
de un Sistema Bidimensional de Dieléctricos y Conductores”, en el que el autor Deterlino Urzagasti (2022),
implementa un método numérico para la resolucion de la ecuacion de onda amortiguada para el potencial
electrodinamico en regiones con ausencia de cargas y corrientes libres. Refiere una interesante aplicacién de
las simulaciones realizadas con el método descrito, en la realizacion de ensayos no destructivos, en columnas
de hormigén armado.

Un tercer articulo incluido en la revista, cuya autoria pertenece a Ludving Cano (2022), es el articulo inti-
tulado “Aproximacion Geométrica del Polo Norte Galactico Mediante Estrellas del Disco Galactico”. Tras una
adecuada descripcion de los sistemas de coordenadas a ser utilizadas, se implementa un método geométrico
para aproximar las coordenadas ecuatoriales del polo norte magnético, utilizando para este propésito cuatro
catalogos de estrellas del disco galactico. En criterio del autor, los resultados obtenidos son muy satisfac-
torios, considerando que los catalogos presentan puntos extremos o estrellas que no estan uniformemente
distribuidas en el disco galactico.

Al finalizar el presente editorial, reiteramos que la Revista Boliviana de Fisica es un medio de difusién
de las actividades de investigacion cientifica en fisica y areas afines, que se encuentra a disposicién de la
comunidad cientifica en general. Le invitamos a que considere la publicacion de su préoximo articulo en la
Revista Boliviana de Fisica.

REFERENCIAS
Cano L. (2022), Revista Boliviana de Fisica, 40, 3. Suxo-Coro A.A., Callejas-Icuna A.S., Nina C. Medrano-Torricos
Urzagasti D. (2022), Revista Boliviana de Fisica, 40, 8. R.O. & Ramirez-Avila G.M. (2021), Revista Boliviana de Fisica,

40, 13.



EDITORIAL

The Revista Boliviana de Fisica is committed to encouraging the dissemination of scientific knowledge
accessible to as wide an audience as possible.

In Latin America each country has its own particular conditions for the development of research in science
and technology activity which continues to grow. As stated in its mission, the Revista Boliviana de Fisica
is a medium for the diffusion of the scientific works of physicists and related professionals, both from Latin
America and other parts of the world.

With a renewed purpose of continuous improvement, we offer for consideration to our regular readers the
Revista Boliviana de Fisica number 40, in which you will find scientific articles of very interesting content.
As is the norm in our journal, the published scientific articles were subjected to a process of "peer review” by
renowned professionals from prestigious international scientific institutions.

Included is an article entitled, "Dynamics of Chua Circuits with Non-Ideal Coils and Hysteresis”, in which
Suxo-Coro et al. (2022) present a detailed original study of the dynamics of a chaotic Chua-type circuit. The
study contemplates theoretical, experimental and numerical aspects, with novel results for a better under-
standing of the dynamics of the Chua circuit and the understanding of other nonlinear electronic circuits.

We also present the article entitled "Dissipative Numerical Method for the Electrostatic Problem of a Two-
Dimensional System of Dielectrics and Conductors”, in which the author Urzagasti (2022), implements a
numerical method for the resolution of the damped wave equation for the electrodynamic potential in regions
with absence of free charges and currents. He refers to an interesting application of the simulations carried
out with the described method, in the performance of nondestructive tests, in reinforced concrete columns.

A third article, Cano (2022), entitled "Geometric Approximation of the Galactic North Pole by Galactic Disk
Stars” provides a geometrical method to estimate the equatorial coordinates of the North Galactic Pole. An
accurate description of the coordinate system is implemented, to calculate the equatorial coordinates of the
magnetic north pole, using four catalogs of stars of the Galactic disk. In the author’s opinion, the results
are very satisfactory, considering that the catalogs present extreme points or stars that are not uniformly
distributed in the galactic disk.

To conclude, we reiterate that the the Revista Boliviana de Fisica is a means of sharing scientific research
activities in physics and related areas, which is accessible to the general scientific community.

REFERENCIAS
Cano L. (2022), Revista Boliviana de Fisica, 40, 3. Suxo-Coro A.A., Callgjas-Icunia A.S., Nina C. Medrano-Torricos
Urzagasti D. (2022), Revista Boliviana de Fisica, 40, 8. R.O. & Ramirez-Avila G.M. (2021), Revista Boliviana de Fisica,

40, 13.
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APROXIMACION GEOMETRICA DEL POLO NORTE GALACTICO
MEDIANTE ESTRELLAS DEL DISCO GALACTICO

GEOMETRICAL APPROXIMATION OF THE NORTH GALACTIC POLE
BY MEANS OF STARS FROM A GALACTIC DISK

LUDVING CANO' [1]

Planetario Max Schreier, Universidad Mayor de San Andrés
Calle Federico Zuazo No0.1976, Casilla de Correos 3164
La Paz - Bolivia
(Recibido 24 de abril de 2022; aceptado 11 de agosto de 2022)

https://doi.org/10.53287/upvs6575hp32y

RESUMEN

Se presenta un método geométrico para aproximar las coordenadas ecuatoriales del polo
norte galactico, mediante estrellas que se encuentran en el disco de la galaxia. Primero se de-
sarrolla el método usado y posteriormente con la ayuda de 4 catalogos estelares se aproximan
las coordenadas. Se encontré que las aproximaciones no son muy certeras pero si cercanas,
puesto que los catdlogos presentan puntos extremos o estrellas que no estén uniformemente
distribuidas en el disco galactico.

Descriptores: Catalogos astronémicos — Procedimientos matematicos y técnicas informaticas
— Espirales y disco galactico.
Cédigo(s) PACS: 95.80.+p — 95.75.Pq — 98.35.Hj

ABSTRACT

We present a geometrical method to estimate the equatorial coordinates of the North Galac-
tic Pole, using stars from the Milky Way disk. First we explain the method used and then,
with 4 astronomical catalogs, we obtain the coordinates. We found that the results are not
very accurate but are pretty close. This is mostly because the catalogs have extreme points
or stars that are not uniformly distributed in the galactic disk.

Subject headings: Astronomical catalogs — Mathematical procedures and computer tech-

niques — Spiral arms and galactic disk.

1. INTRODUCCION

Cuando dirigimos la mirada al cielo nocturno,
podemos observar que todas las estrellas son puntos
brillantes, plasmados en una esfera imaginaria con
el observador al centro. El ojo humano no nos per-
mite diferenciar qué estrella esta mas lejos de otra,
pero podemos ver una distancia angular entre dos
cuerpos celestiales. La astronomia posicional estu-
dia las direcciones en las cuales los astros son vis-
tos, ademads es conveniente ubicar estas direcciones
en términos de posiciones sobre una esfera llamada
la esfera celeste, tal como lo menciona Smart & Green
(1999).

En este trabajo se muestra un método geométrico
para aproximar el polo norte galactico (parte del
sistema de coordenadas galactico) en coordenadas
ecuatoriales. Para este método se usan diferentes
catalogos estelares con estrellas proximas al disco
galactico de la Via Lactea. Se demuestra el método
geométricamente y se presentan los resultados. Fi-

(Ihttps://orcid.org/0000-0001-7817-0614
flcanof@fcpn.edu.bo

nalmente se dan las conclusiones y perspectivas del
trabajo.

2. COORDENADAS ASTRONOMICAS

Existen multiples sistemas de posicién estelar,
cada uno toma un distinto punto de origen, medi-
das o escalas y usan puntos como referencia. En este
trabajo se usa principalmente el sistema Ecuatorial
(AR-Dec) y el sistema de coordenadas galacticas (¢ -
b), que seran explicados en mas detalle en la secuen-
cia.

2.1. Coordenadas ecuatoriales

El sistema de coordenadas ecuatoriales tiene un
concepto analogo al de la longitud y latitud te-
rrestres. La diferencia entre el sistema terrestre y
el celestial se encuentra en que, debido a la rotacion
terrestre, la esfera celeste parece moverse.

La declinacion () es el equivalente a la latitud
y esta medida en grados norte o sur del ecuador ce-
leste. La ascension recta («) es analogo a la longi-
tud y esta medida hacia el este a través del ecuador
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F1G. 1.— Coordenadas ecuatoriales, con origen el observador

celeste desde el punto vernal (7). La ascension recta
se mide en horas, donde 360° equivale a 24 horas,
por lo que cada hora equivale a 15 grados (Carroll &
Ostlie (2018)). Cabe notar, que la ascension recta se
mide en horas, minutos y segundos por su relacion
con el tiempo (hora) de observacién de la misma, en
conjunto con el angulo horario local. Para mas in-
formacion puede referirse a Smart & Green (1999)
(capitulo 2).

2.2. Coordenadas galdcticas

El plano galactico no esta alineado con el plano
ecuatorial celeste, tiene una inclinacién de 62.87°.
Asi la UAI (Uniéon Astronémica Internacional) vio
por conveniente crear un sistema de coordenadas
para cuando se hable de estructura de la Via Lactea.

La interseccion del plano de la galaxia con la es-
fera celeste forma un nuevo ecuador, denominado el
ecuador galdctico. La latitud galactica (¢) se mide
desde el centro de la galaxia hacia el oeste (en gra-
dos) y longitud galactica se mide desde el plano
de la galaxia hacia el polo norte galactico (en gra-
dos). Para este sistema de coordenadas el polo norte
galactico y centro de la galaxia tienen las siguientes
coordenadas:

¢ Centro de la galaxia

£=0° ; b=0°
* Polo norte galactico
b=90°

2.3. Epoca astronémica

La época de las coordenadas es una fecha precisa
a la cual hacen referencias las coordenadas celestes
calculadas para las estrellas. Esto toma en cuenta
los movimientos de la tierra, tales como la precesion
y nutacién (Karttunen (2007)). Para este trabajo se

Polo norte galactico

Ecuador galactico

galaxia

Polo sur galéctico

F1G. 2.— Coordenadas gal4cticas, con origen el observador

utilizaron catalogos con dos épocas: J2000 que se fija
al primero de enero de 2000 (época juliana) y B1950
que hace referencia a la época besseliana. Por ejem-
plo las coordenadas del polo norte galactico (NGP) en
las distintas épocas es:

e En B1950:

Qg = 12049™ 1 by = 27°24'

¢ En J2000:

Qngp = 12"51M26.282° s Onee = 27°07'42.01"

Para transformar las coordenadas ecuatoriales de
B1950 a J2000, primero convertimos « a grados de-
cimales, y luego aplicamos las siguientes formulas,
obtenidas de Duffett-Smith (1988).

(s = a1 + 0.6402565 + 0.278369 - sin(ay) - tan(s;)(1)
02 =01 + 0.278369 - COS(Oq) 2)

Donde «; y 0; son las coordenadas en B1950 y «s
oo son las coordenadas en J2000. Una vez obtenido
«a, es posible convertirlo al formato de 24 horas.

3. CATALOGOS ESTELARES

Para realizar la aproximacién se usaron 4
catalogos. Se buscaba que los catdalogos contengan las
coordenadas (galacticas o ecuatoriales) de estrellas
en el plano galactico. Para descargar la mayoria se
utiliz6 el servidor Vizier, una herramienta muy util
y didactica para buscar catalogos astronémicos, se
buscé por catalogos de milky way disk y se procedi6
a analizar y descargar los mismos. Una guia para
el uso completo de Vizier se encuentra en su pagina
web 1. Posteriormente se abrieron las tablas en for-
mato VOTABLE en la herramienta Topcat, para pos-
teriormente guardarla en formato .csv, y finalmente

1 http://cds.unistra.fr/tutorials
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F1G. 3.— Estrellas de los catalogos. De naranja las estrellas que
no seran contadas.

trabajar con los datos en lenguaje Python. Para una
aproximacion final se juntaron todos los catalogos
(convirtiendo los necesarios a J2000).

1. The DDO Database of Galactic Classical
Cepheids (Fernie et al. (1995)) Contiene las co-
ordenadas ecuatoriales de 505 estrellas. Desde
ahora sera referido como TORONTO.

2. OGLE Collection of Variable Stars (Soszynski
et al. (2014)) Contiene las coordenadas ecua-
toriales de 1785 estrellas del disco galactico.
Referido como OGLE.

3. Catalogue of Open Cluster Data (Lynga (1995))
Este catalogo de 1150 cumulos abiertos fue
compilado por Gosta Lynga, parte del Obser-
vatorio Lund. Desde ahora sera referido como
LUND.

4. General Catalogue of Variable Stars (Samus’
et al. (2017)) Contiene la informacién de 453 es-
trellas. Referido como GCVS.

Todos los catalogos cuentan con estrellas espiireas,
las cuales se encuentran fuera del disco galactico. En
la figura 3 se encuentran las estrellas que no seran
tomadas en cuenta para mejorar las aproximaciones,
las estrellas con una b mayor a 15 grados son elimi-
nadas.

4. METODO DE APROXIMACION

Para realizar una aproximaciéon geométrica se
cuenta con distintos catalogos estelares de estre-
llas en el plano galactico. Se explica mas sobre los
catalogos en la seccion catdlogos estelares.

4.1. Ascensidn recta

Para la aproximacion de la ascension recta del polo
norte galactico se utilizan dos estrellas que tengan
igual declinacion, como el disco es equidistante del
polo norte galactico se puede aproximar al meridiano
del polo mediante la siguiente relacién:

Qngp = % + o 3

Hemos propuesto que las estrellas que se encuen-
tran en el disco galactico sean dos estrellas con coor-
denadas d1,a1 y 92,2, una a la derecha del meri-
diano y otra a la izquierda del mismo, la diferencia

F1G. 4.— Aproximacién de la declinaciéon para a) estrellas con
declinacion positiva, b) declinacién negativa
de ascensiones rectas dividida entre dos sumada a la
primera ascension recta nos aproxima a la ascensiéon
recta del punto medio entre las dos estrellas.

4.2. Declinacién (método 1)

Para la primera aproximacién de la declinacion
del NGP tomamos las estrellas con declinaciones
maximas y minimas, estas estrellas se encuentran
en el meridiano del polo norte galactico, por lo que
debemos sumar (para estrellas con declinacién ne-
gativa) o restar (declinaciones positivas) 90° y obte-
nemos una aproximacion de la declinaciéon del NGP,
ver figura 4.

6NGP - 900 — 5MAX (4)
(SNGP =90° + 6MIN (5)

Debemos notar que las estrellas no estan dis-
tribuidas exactamente en el plano galactico, pueden
estar por encima o debajo del mismo, por lo que para
el método se tomé una cantidad n de estrellas con
mayor declinacién absoluta, asi se puede tener una
mejor aproximacion.

n

1
5NGP =90° — E Z |51| (6)

3

Este método depende mucho de la cantidad n de es-
trellas que tomemos, un valor arbitrario.

4.3. Declinacién (método 2)

Este método usa la aproximacién ya obtenida de
la ascension recta, para tomar un rango dado A«
(por ejemplo 15™) y realizar una aproximacion simi-
lar que el anterior método, la diferencia es que ahora
sabemos que estamos en el meridiano (o alrededores)
del meridiano del NGP. Ahora no se toma un valor
arbitrario de estrellas, sino que nos basamos en es-
trellas que nos daran una mejor aproximacion.

171
Oxer = 90° — = S |5; 7
NGP 90 n i || (7)

anee — A < oy < ogr + A

Si las estrellas se encuentran uniformemente
distribuidas por encima y debajo del disco galactico,
esta aproximacion obtendra mejores resultados.



Catalogo AR Std AR
LUND 12h 45.8 m 0.43
OGLE 12h 494 m 0.19

TORONTO | 12h43m 0.49

GCVS 12h 52.3 m 0.77

TOTAL 12h 459 m 0.36
TABLA 1

RESULTADOS DE LA APROXIMACION DE LA ASCENSION RECTA

L. CANO

B - %
® Data 0

® Método 1
® Método 2 1

Catalogo | Estrellas | n Decl | Std Decl
LUND 1096 150 | 25.91 3.01
OGLE 1784 400 | 26.19 1.35

TORONTO 503 100 | 27.13 1.87

GCVS 201 40 | 27.79 1.97

TOTAL 4028 650 | 25.90 2.10
TABLA 2

RESULTADOS DE LA APROXIMACION DE LA DECLINACION
(PRIMER METODO)

Catalogo | Decl 2 | Std Decl 2
LUND 30.35 8.33
OGLE 25.85 1.68

TORONTO | 28.75 4.02

GCVS 30.09 4.30

TOTAL 26.85 4.02
TABLA 3

RESULTADOS DE LA APROXIMACION DE LA DECLINACION
(SEGUNDO METODO)

5. RESULTADOS

Los datos utilizados, asi como el cédigo en lenguaje
Python 3 y sus dependencias estaran disponibles en
GitHub.

En la ascension recta se obtuvieron los siguientes
resultados: (ver tabla 1)

Sabiendo que el valor para J2000 de ascension
recta es de 12h 51m los valores se acercan bastante.
Se presenta también la desviacién estandar, que se
encuentran en el orden de 11 minutos (OGLE) a 46
(GCVS).

Respecto a la declinacion, aplicando el primer
método desarrollado, y tomando diferentes valores
de n para la primera aproximacion de la declinaciéon
tenemos los siguientes resultados (tabla 2):

Se puede observar una buena aproximacién para
todos los catalogos excepto LUND, ya que el valor
tedrico de la declinacion es de 27.11°. El valor de n
es arbitrario para cada catalogo, se traté de que sea
aproximadamente un quinto de la cantidad total de
estrellas.

El segundo método, aunque se utiliz6 estrellas con
AR cercana a la del NGP no obtuvo los resultados
esperados, en una mayoria de casos se us6é un Aa =
0.25h (ver tabla 3).

La diferencia entre ambos métodos fue la can-
tidad de estrellas, en el primer método usabamos
un numero arbitrario de estrellas, mientras en el
segundo se usaba a toda estrella que cayera en el
rango de «. En el siguiente grafico se puede observar

F1G. 5.— Aproximaciones de la declinacién del NGP, se observa
los puntos generadores de meridianos de ambos métodos.

18h00 90

60

s l.. —
—’__

15h00
12h00

F1G. 6.— Aproximaciones del Polo Norte Galactico

la diferencia de cantidad de estrellas utilizada (ver
figura 5).

6. DISCUSION

Si bien las aproximaciones son simples y se basan
en principios geométricos, el catalogo de estrellas no
es perfecto. Los catalogos usados presentan estrellas
que no estan cerca del disco galactico, lo que causa
puntos extremos que afectan al promedio, esto fue
solucionado con la limpieza de estrellas esptreas. Si
bien en la figura 3 se observa que las estrellas estan
distribuidas uniformemente por encima y debajo del
disco, estudiar su verdadera distribucién puede ser
motivo de un estudio mas profundo de los catalogos
usados. Un grafico interesante es el que se grafica los
datos de aproximacion de ambas coordenadas (ver
figura 6), para complementar la coordenada faltante
se uso el valor teérico de la misma. En el caso que la
aproximacion seria perfecta habria la misma canti-
dad de puntos por encima, debajo y lados, pero no es
el caso, especialmente en la declinacion.
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7. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Se presenté un método geométrico para aproximar
las coordenadas del polo norte galactico, el mismo
asume que las estrellas se encuentran uniforme-
mente distribuidas por encima y por debajo del polo
norte galactico. Con el uso de 4 catalogos de es-
trellas del disco galactico se obtuvieron diferentes
aproximaciones, unas mejores que otras. La mejor
aproximacion de la declinaciéon con el primer y se-
gundo método es el catalogo TORONTO con 27.13° y
28.75°, respectivamente. Para la aproximacién de la
ascension recta el catalogo OGLE con 12h 49.4m.

Los catalogos usados tienen estrellas que pueden
generar aproximaciones extremas, también pueden
contar con pocos datos en regiones de interés (puntos
maximos de declinacién). Sin embargo este método
es aplicable a cualquier catalogo de estrellas del

disco de la galaxia.

Se propone mejorar el cédigo en Python paulati-
namente, buscando aproximaciones numéricas para
variar el numero de estrellas usadas en los métodos,
o variar el rango que se usa para el segundo método
de declinacién, asi también intentar utilizar nuevos
catalogos que se iran actualizando en conjunto al
GitHub adjunto.
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RESUMEN

Se implementa un método numérico para la resolucion de la ecuacién de onda amortiguada
para el potencial electrodinamico en las regiones con ausencia de cargas y corrientes libres.
La amortiguacion se da por la introduccién artificial en la ecuacion de onda de un término
disipativo proporcional a la tasa de cambio de dicho potencial. Esto con el fin de poder obtener
el potencial y campo eléctrico de un sistema electrostatico bidimensional de conductores y
dieléctricos con disposiciones espaciales arbitrarias una vez que el sistema ha alcanzado el
estado de equilibrio. Como aplicaciéon inmediata se calcula la capacidad por unidad de longi-
tud del sistema a partir de la energia en el campo eléctrico obtenido. En particular, se aplica
el método para valores tipicos de la constante dieléctrica de columnas de hormigén armado.

Descriptores: Métodos numéricos — Propagacion de ondas electromagnéticas — Ensayos no
destructivos: ensayos electromagnéticos.

Cédigo(s) PACS: 02.60.-x — 94.30.Tz — 81.70.Ex

ABSTRACT

A numerical method is implemented for solving the damped wave equation for the electro-
dynamic potential in regions with no charges and no free currents. The damping is obtained
by the artificial introduction of a dissipative term, proportional to the rate of change of the po-
tential, in the wave equation. This is carried out in order to obtain the potential and electric
field of a two-dimensional electrostatic system of conductors and dielectrics with arbitrary
spatial arrangements once the system has reached equilibrium. As an immediate applica-
tion, the capacity per unit length of the system is calculated from the obtained electrostatic
energy. In particular, the method is applied for typical values of the dielectric constant of
reinforced concrete columns.

Subject headings: Numerical methods — Electromagnetic wave propagation — Nondestruc-

tive testing: electromagnetic testing.

1. INTRODUCCION

Desde la aparicion de las computadoras accesibles
a los investigadores como herramientas utiles al lado
de los calculos realizados con lapiz y papel, se han
desarrollado diversos métodos numéricos para la re-
solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias y en
derivadas parciales en distintas areas de la fisica.
En particular, ha sido de gran interés el desarrollo
de técnicas aplicadas a los problemas electrostaticos
que no son resolubles analiticamente, aquellos que
involucran sistemas complejos de cargas, conduc-
tores y dieléctricos.

Asi por ejemplo, el método de los momentos se

(Ihttps://orcid.org/0000-0001-7387-9499
Tdurzagasti@fcpn.edu.bo

ha aplicado al cdlculo de distribuciones de carga y
matrices de capacitancia para sistemas de alambres
cilindricos rodeados de dieléctricos (Clements et al.
1975). Varios afios después se ha presentado un algo-
ritmo de FFT (Fast Fourier Transform) precorregido
que reduce el tiempo de CPU requerido para cal-
cular capacitancias de acoplamiento de estructuras
tridimensionales complejas (Phillips & White 1997).
Pocos afios después, la computacion jerarquica de
capacitancias de interconexion en tres dimensiones
(3D) se ha realizado usando métodos de elementos de
contornos (Gu et al. 2000), y también se ha aplicado
el método de cargas de contorno en 3D para el calculo
de alta precision del potencial y del campo eléctricos
en sistemas dieléctricos compuestos (Murata et al.
2001).
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Posteriormente, otras técnicas importantes han
sido desarrolladas, a saber: Técnicas eficientes para
resolver los problemas electrostaticos de multica-
pas y con singularidad en contornos degenera-
dos (Sumant & Cangellaris 2007; Chyuan et al.
2004) y para problemas electrostaticos de frontera
abierta (Aiello et al. 2006). Técnicas para conside-
rar el campo eléctrico anormal en bordes en forma
de cuiias de conductores (electrodos) o en una inter-
faz dieléctrica, campo que puede llegar a ser con-
siderablemente alto (Kawamoto & Takuma 2007).
Asimismo, se han resuelto problemas de campo
electrostatico en dos dimensiones para sistemas
de multiples conductores (Safonova & Vynogradova
2011), y se han investigado diferentes técnicas de e-
lementos finitos extendidos en dos dimensiones para
resolver el problema electrostatico cuando el dominio
electrostatico esta limitado por materiales conduc-
tores (Rochus et al. 2011). También, es de destacar
un método iterativo simple para resolver la ecuacion
de Laplace en dos dimensiones espaciales mante-
niendo las condiciones de contorno fijas (Hayt &
Buck 2006).

Recientemente, el método de Galerkin discontinuo
se ha usado para resolver problemas con conductores
inmersos en dieléctricos (Chen et al. 2020, 2021).
También, el método numeérico de aproximacion spline
no polinomial se ha utilizado para resolver proble-
mas con condiciones de Neumann de segundo orden
en electrostatica (Sener 2021).

En particular, estos métodos numéricos tienen
una aplicacién inmediata en el campo de los en-
sayos no destructivos sobre estructuras de concreto
y varas metalicas (hormigones armados) (Interna-
tional Atomic Energy Agency 2002; Malhotra &
Carino 2004), donde bajo la aplicaciéon de campos
eléctricos externos, pueden conocerse ciertas carac-
teristicas del sistema en cuanto a la distribucién de
los conductores (las varas) dentro del dieléctrico (el
concreto) sin afectarlo.

En el presente trabajo se plantea un método de
resoluciéon dinamico en el que artificialmente se in-
troduce un término disipativo en la ecuacion de
onda del potencial eléctrico, el cual hace que la
solucién espacio-temporal decaiga a la del estado
estacionario, o bien, al caso electrostatico. Para ello
se considera una red uniforme en dos dimensiones
espaciales sobre la cual se aplica el método de dife-
rencias finitas, y para la evolucion de cada nodo
de esta red se usa el método de Runge-Kutta de
quinto orden con monitoreo del error de truncacion,
lo que permite controlar la precisiéon de los resulta-
dos obtenidos desde el inicio de la integracion.

2. MARCO TEORICO

Se considera un sistema de dieléctricos y conduc-
tores con cierta regularidad en sus formas y confi-
guraciones, de manera que siempre se pueda consi-
derar que existe una simetria bidimensional perpen-
dicularmente a algun eje del espacio.

Para fijar ideas, nos concentramos en el estudio de
un problema especifico consistente de una columna

Fi1G. 1.— Esquema de una seccion tranversal de la columna
dieléctrica rectangular de permitividad ¢ (superficie rayada). Las
placas conductoras se representan en rojo (o rellenas), apoyadas
sobre caras opuestas de la columna y con potenciales V' 'y —V,
respectivamente. Asimismo, se representa la barra conductora
cilindrica en color rojo (o rellena), cuyo potencial puede tomar los
valores —V 6 0. La caja exterior constituye la caja de integracion
del problema.

dieléctrica rectangular (que puede ser una columna
de concreto) sostenida desde su interior por conduc-
tores cilindricos delgados (que podrian ser las ba-
rras de acero de soporte), ubicadas arbitrariamente
pero de manera paralela a la columna. Adicional-
mente, consideramos una o dos placas conductoras
que pueden ser apoyadas en dos caras opuestas de la
columna con fines de medir la capacidad del sistema
en el estado de equilibrio (estado electrostatico). El
esquema de una seccién de este sistema se muestra
en la Figura 1.

Como modelo para el potencial electrodinamico ¢
consideramos la ecuacién de onda en las regiones li-
bres de carga y con la presencia de un término disi-
pativo de coeficiente A > 0:

Vip— ——— -2 =0, (1)

donde n = y/e/eg es el indice de refraccién del medio,
cla velocidad de la luz en el vacio y V> = 92+ 07 para
el problema bidimensional planteado.

La disipacion introducida hara que el sistema al-
cance el estado electrostatico deseado luego de trans-
currido un tiempo de relajacién dado, 7. Una vez al-
canzado el estado de equilibrio electrostatico, se ob-
tiene el campo eléctrico de

y con el mismo, la energia electrostatica en el volu-
men de interés:

W:g/mm% (3)

donde la integral se extiende a todo el volumen del
dieléctrico.

3. METODO DE RESOLUCION NUMERICA Y SU
APLICACION
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F1G. 2.— Resultados numéricos del caso bidimensional para tres
sistemas electrostaticos de placas y cilindros conductores. Nétese
el aumento de la intensidad del campo eléctrico cerca de los bor-
des.

Para la resoluciéon de la Ec. (1) adoptamos un
método numérico consistente en la resolucién de la
parte espacial con diferencias finitas de sexto or-
den (Fornberg 1988) tanto para las primeras como
para las segundas derivadas y con condiciones de
Neumann en los bordes de la caja de integracion
mostrada en la Fig. 1. En los conductores se toma
el potencial con valores constantes y cerca de los
conductores, donde el sexto orden de las diferencias
finitas no se aplica, usamos en diferencias finitas el
segundo orden “forward” o “backward” segun sea el
caso para el punto mas cercano, las diferencias fini-
tas centrales de segundo y cuarto orden para los sub-
siguientes puntos alejandose del conductor, y luego
se retoman las diferencias finitas de sexto orden para
los demas puntos.

Para la resolucién en el tiempo se usa el método
de Runge-Kutta de quinto orden con un algoritmo
complementario de paso variable y monitoreo del er-
ror de truncacion desarrollado en la Universidad de
Cambridge en el Reino Unido (Press et al. 1992).
Este algoritmo asegura la resoluciéon de nuestro
problema con una precision de una parte en diez mi-
llones al final de cada paso de integracion temporal,
haciendo ademas factible el aumento en la resolucion
espacial con un aumento en el nimero de puntos de
la red sin un significativo aumento en el tiempo com-
putacional.

Definiendo el nuevo tiempo como T' = ct y el poten-
cial adimensional como v = ¢/V, las ecuaciones de

ol
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F1G. 3.— Ejemplos de la resolucion numérica para el caso de
placas grandes.
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Como primeros ejemplos, aplicamos el modelo a
tres casos sencillos con A = 0.7, /¢, = 1.5 y un a-
rreglo espacial de 200 x 200 puntos. El primero, caso
(a), el caso simple de dos placas apoyadas sobre dos
caras enfrentadas de la columna rectangular. En este
caso, luego de que el sistema alcanza el equilibrio,
se tiene un muy buen acuerdo con el valor esperado
tedricamente para la capacidad por unidad de longi-
tud despreciando los efectos de borde, como veremos
en la siguiente Seccion. Los resultados correspon-
dientes se muestran en la primera fila de la Fig. 2.

Como segundo caso, (b), agregamos al caso ante-
rior una barra conductora cilindrica entre las pla-
cas y conectada a tierra. En este caso la integracion
demora cerca de una hora hasta que el sistema llega
al equilibrio. Los resultados en el equilibrio se mues-
tran en la segunda fila de la Fig. 2.

Finalmente, como tercer caso, (c), consideramos
s6lo una placa y una barra cilindrica conectada a
tierra, cuya integracion demora alrededor de cuatro

:u;
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TABLA 1
Capacidad por unidad de longitud de columna y por unidad de
permitividad eléctrica para una columna con pardmetros
b=d =20y f =1, centrada en una caja cuadrada de integracién
de lado 40. El valor teérico esperado para un condensador de
placas planas y paralelas cuando los efectos de borde han sido
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F1G. 4.— Ejemplos de la resolucién numérica para el caso de
placas pequenas.

horas hasta alcanzar el estado de equilibrio y cuyos
resultados en este estado se grafican en la tercera
fila de la Fig. 2.

4. CALCULO NUMERICO DE LA CAPACIDAD ELECTRICA
PARA UNA COLUMNA DE DIELECTRICO

Consideremos una columna de dieléctrico con
seccién rectangular de lados b y d. Supongamos
que en las caras separadas por la distancia d se
colocan dos placas conductoras a potenciales +V y
—V, respectivamente, y de ancho fb < b (véase la
Fig. 1). Para este sistema, la energia electrostatica
por unidad de longitud vertical de la columna es

AW 1AC , 1 )
A 2hAs) —55/5’”8’

donde AC'/Az es la capacidad por unidad de longitud
vertical de la columna y S su seccién transversal.

Ahora bien, se adopta como magnitud a deter-
minar numéricamente la capacidad por unidad de
longitud de columna y por unidad de permitividad
eléctrica dada por

1 AC E\? 2
5Az_/S(V> dS—/S(Vv) ds.

(%)

(6)

(a) (b) (c) (d)
3.418
1.808

Fig. 3
Fig. 4

4.992
2.234

5.199
2.321

6.190
2.516

En particular, sabiendo que para un sistema de
placas planas y paralelas cuando se desprecian
los efectos de borde la diferencia de potencial es
AV = 2V = Ed, tenemos que para dicho sistema
AC/Aze = 4fb/d, valor que es usado solo como re-
ferencial al compararse con los resultados numéricos
para sistemas donde en general los efectos de borde
de las placas no son despreciables.

A fin de poner a prueba el método numérico, rea-
lizamos cuatro simulaciones parab=d =20y f =1
en una caja de lado 40 y variando el valor de la per-
mitividad eléctrica. Los resultados se muestran en la
Tabla 1. De acuerdo a éstos, las simulaciones nos re-
portan por un lado, una independencia de la capaci-
dad por unidad de longitud de columna y por unidad
de permitividad eléctrica con respecto a variaciones
de esta permitividad, y por otro, resultados un poco
mayores al esperado tedricamente segun el dltimo
miembro de la Ec. (6). Esto ultimo es debido al au-
mento de la intensidad del campo eléctrico en las re-
giones cercanas a los bordes de las placas, lo cual no
ha sido contemplado en el modelo teérico.

5. APLICACION A COLUMNAS DE CONCRETO

Aplicamos el método de resolucién numérica bidi-
mensional a ocho casos de interés, siendo los
primeros cuatro para el caso de placas grandes,
mostrados en la Fig. 3, y los siguientes cuatro para
el caso de placas pequeiias, mostrados en la Fig. 4.
Los paneles (a) en estas Figuras corresponden al caso
en el que no hay conductores dentro del concreto; los
paneles (b) al caso en el que hay cuatro barras con-
ductoras cilindricas colocadas simétricamente; los
paneles (¢) al caso en el que se perturban las posi-
ciones de las barras en los casos (b); y finalmente,
los paneles (d) corresponden al caso en el que se
tiene un estribo conductor con forma cuadrada. Los
parametros de la integracion son los mismos que



12 D. URZAGASTI

en los casos de la Fig. 2, excepto en la permitivi-
dad del dieléctrico, que para el caso del concreto se
adopta el valor tipico €/ = 10. Los correspondien-
tes valores obtenidos para la capacidad por unidad
de longitud de columna y por unidad de permitividad
eléctrica dada por el miembro derecho de la Ecuacion
(6) se dan en la Tabla 2 para ambos casos de placas
grandes y pequefias, respectivamente.

6. SUMARIO Y CONCLUSIONES

Usando técnicas numéricas de diferencias finitas
y el método de Runge-Kutta con monitoreo del er-
ror de truncacién se han podido hallar las soluciones
precisas para el potencial electrostatico y el campo
eléctrico de un sistema bidimensional de dieléctricos
y conductores con distribucién arbitraria. E1 método
consiste en adicionar un término disipativo en la
ecuacion de onda del potencial de manera que el sis-
tema alcance el estado estacionario luego de un dado
tiempo de relajacion, que en la practica, depende de
la complejidad de la distribucién de los componentes
del sistema fisico. La comparacion de los resultados
numéricos con el resultado teérico de un capacitor
de placas plano paralelas cuando se desprecian los
efectos de borde es satisfactorio. El aplicar el método
para distintos medios, se encuentra que la capacidad

por unidad de longitud transversal al plano del sis-
tema es con una muy buena aproximacion lineal con
el valor de la constante dieléctrica del medio.

Finalmente, el problema planteado esta dirigido a
la realizacién de ensayos no destructivos en colum-
nas de hormigén armado tales que los resultados de
sus mediciones puedan ser analizados y compara-
dos con los de las realizadas en laboratorio y con
los de las simulaciones numéricas. Esta ultima tarea
ha sido desarrollada y descrita en este reporte. Una
siguiente etapa consistiria en la comparacién de los
resultados de las simulaciones con los experimen-
tales en laboratorio y su correspondiente sistemati-
zacion, previa a la aplicacién del conjunto en el tra-
bajo de campo y de forma rutinaria.
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RESUMEN

Se realiz6 el estudio dindmico completo (teérico, experimental y numérico) de un circuito
cadtico tipo Chua utilizando una bobina no ideal con valores no despreciables de su
resistencia interna. Lo anterior ocasiona que este circuito no muestre comportamiento
caédtico, con lo que para encontrar caoticidad, se propone una modificacién que introduce
histéresis al diodo de Chua. Usando espacios de hasta tres parametros de control, se
muestra como esta modificaciéon se adapta a un amplio intervalo de inductores no ideales,
presentando regiones caéticas mas extensas que el circuito de Chua clasico. Se contrastan
estas simulaciones, construyendo el circuito fisico y exponiendo como esta modificacion
resulta en un disenio experimental méas sencillo del inductor. Lo anterior permite eliminar las
dificultades causadas por este componente electronico que es uno de los mas dificil de tratar
y que se traduce en la ausencia de atractores tipo Rossler y la asimetria de los atractores
double-scroll.

Finalmente, se muestran caracteristicas del tiempo de simulacién que pueden pasar de
manera desapercibida, como lo que ocurre en la crisis de intermitencia, donde se observa un
caracter de doble caoticidad.

Descriptores: Simulaciones numéricas de sistemas cadticos — Circuitos electrénicos —
Inductores y bobinas; embobinado.

Cédigo(s) PACS: 05.45.Pq — 84.30.-r — 84.32.Hh

ABSTRACT

A complete dynamic study (theoretical, experimental and numerical) of a chaotic Chua-type
circuit was carried out using a non-ideal coil with non-negligible values of its internal
resistance. This set up means that the circuit does not show chaotic behavior. In order to
observe chaoticity, a modification that introduces hysteresis to the Chua diode is proposed.
Using spaces of up to three control parameters it is shown how this modification adapts
to a wide range of non-ideal inductors presenting more extensive chaotic regions than the
classical Chua circuit. These simulations are tested with a physical circuit and demonstrate
how the modifications result in a simpler experimental design of the inductor. By simplifying
the experimental design the difficulties caused by the electronic component is eliminated
and results in the absence of Rossler type attractors and the asymmetry of the double-scroll
attractors.

Finally, features of the simulation time are shown that may otherwise go unnoticed, such
as, those in the intermittency crisis, where a double-scroll character is observed.

Subject headings: Numerical simulations of chaotic systems — Electronic circuits —
Inductors and coils; wiring.
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1. PROLOGO

A manera de proélogo, Chen & Ueta
mencionan:

(2002)

“Circuits, both linear and nonlinear, remain the

core components of most electronic and mechatronic
equipment and devices to date. As industrial
electronics and mechatronics become mature, better
functionality and reliability of these technologies
require more intriguing use of nonlinear circuits.
This calls for thorough investigation of dynamical
characteristics and largest possible operating
regimes of nonlinear circuits and systems. Of
particular interest is the fundamental nonlinear
circuit theory that is still in the evolving phase
of its development today. In view of the exciting
emergence of nano-technology and the attractive
quantum-computing future, nonlinear circuits have
become even more important and fundamental.”
Que se puede traducir como:
“Los circuitos, tanto lineales como no lineales, siguen
siendo hasta la fecha los componentes centrales
de la mayoria de los dispositivos electrénicos y
mecatrénicos. A medida que la electrénica industrial
y la mecatrénica maduran, una mejor funcionalidad
y confiabilidad de estas tecnologias requiere un
uso mas intrigante de los circuitos no lineales.
Esto requiere una investigacion exhaustiva de las
caracteristicas dinamicas y los regimenes operativos
mas grandes posibles de los circuitos y sistemas
no lineales. De particular interés es la teoria
fundamental de circuitos no lineales que en la
actualidad, todavia se encuentra en la fase de
evolucion de su desarrollo. En vista del interesante
surgimiento de la nanotecnologia y el atractivo
futuro de la computacién cudntica, los circuitos
no lineales se han vuelto ain mas importantes y
fundamentales.”

2. INTRODUCCION

En la teoria del caos, los sistemas caédticos son:
no lineales, sensibles a las condiciones iniciales y
su comportamiento no se puede prever hasta que
suceda o se calcule (pese a ello, el sistema es
determinista). En la naturaleza abundan sistemas
que tienen estas caracteristicas. Edward Lorenz
caracteriza el caos como (Danforth (2013)):

“Cuando el presente determina el futuro,
pero el presente aproximado no determina
aproximadamente el futuro.”

Entre los sistemas cadticos mas tipicos y de facil
acceso figuran los circuitos electrénicos. Kennedy

Blhttps:/orcid.org/0000-0001-8113-0189
MIhttps://orcid.org/0000-0003-0866-2466
BIhttps://orcid.org/000-0003-4522-9012
Hlasuxoc@fcpn.edu.bo
2lacallejasi@fcpn.edu.bo
Bleninal010@gmail.com
“4lrmedrano@if.usp.br
Blmravila@fiumsa.edu.bo

F1G. 1.— Circuito de Chua canénico.

(1993) menciona que deben satisfacerse tres criterios
relacionados con los elementos que deben tener los
circuitos:

(1) Al menos un elemento no lineal.

(i1)) Al menos una resistencia localmente activa
(resistencia negativa).

(iii) Tres o mas elementos de almacenamiento de
energia.

El circuito de Chua (Fig. 1) cumple estos criterios y
es uno de los mas populares que exhibe caos, puesto
que es un circuito auténomo simple capaz de mostrar
comportamiento caético; estd compuesto, por una
porcién que presenta el comportamiento tipico de
un oscilador amortiguado (dos condensadores C; y
(5, una resistencia variable R y una bobina L) y la
otra parte que constituye el tiinico elemento no lineal
denominado diodo de Chua, N que basicamente es
una resistencia no lineal negativa o lineal por partes
(piecewise linear o PWL) como se muestra en la
Fig. 2. Este elemento causante de la no linealidad
actua como la fuente de energia de todo el circuito,
ya que es la responsable de la retroalimentacién que
lo mantiene oscilando.

Escribiendo las variables dinamicas V., Ve, e I,
junto con los voltajes de quiebre —B,, y +B,,, como:

T = VC'1 (Bp)_17
Y= VC2 (BP)_17 1)
z= RI (B, !,
T =t(RCy)™!,
se obtiene las ecuaciones diferenciales
adimensionales:
t=aly—z— f(x)),
y=x-y+=z, (2)
z=—Py—z,
con los parametros:
o= CQC:;l,
B = R*CyL ™1, (3)
v = RLRC,L™1,

donde R; representa la resistencia interna del
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F1G. 2.— Caracteristica de linealidad por partes de voltaje
y corriente del diodo de Chua. —B, y +B), son los puntos de
quiebre de la relacién corriente-voltaje del diodo de Chua; en tanto
que mo y m son las pendientes de la region externa e interna,
respectivamente (Kennedy (1992)).

inductor L en la Fig. 1. A esta configuraciéon se
la conoce como circuito de Chua canénico (¢2), en
el sentido de que puede exhibir todos los posibles
comportamientos dindmicos asociados con cualquier
campo vector continuo, lineal por partes (PWL)
y simétrico de tres regiones. En el caso de no
considerar la resistencia Ry, el valor de v es nulo
y el circuito de Chua (¢!) se convierte en el caso
simple/ideal.

La funcion PWL que describe el comportamiento
del diodo de Chua, es:

f(@) = moz+(1/2)(m1 —mo)(|z + Bp| — |z = By|), (4)

las pendientes mg y m; se pueden escribir como:

mo = (_R?jl + R4_1)a

5
mi = (~R3" — Rg ). ©

Después del advenimiento del ¢!, se han reportado
numerosos trabajos sobre diferentes esquemas de
realizacion de este circuito descrito por Bilotta
& Pantano (2008), Rocha & Medrano-T (2009),
Fortuna et al. (2009) y Kili¢c (2010) entre otros.
Pues, es atractivo buscar un ¢! actualizado con
nuevos comportamientos dinamicos; pero que posea
una estructura topoldgica de circuito mucho mas
simple y sea mucho mas facil de implementar
experimentalmente. Todas estas construcciones se
centran principalmente en dos propésitos: sin
un inductor no ideal y que el diodo de Chua
tenga componentes electrénicos mas comerciales
y accesibles. Generalmente, la razon detras de
la realizacion sin inductor radica en el hecho
de que la presencia de un inductor de bobinado
manual con resistencia parasita baja, dificulta la
implementacién del ¢! ademés de que son dificiles de
fabricar. He aqui donde la propuesta de este trabajo
entra en accién.

Murali & Lakshmanan (1992) exploraron
el circuito de Chua autosostenido con una
excitacion periddica externa que convierte al
circuito en no autosostenido. Observaron una
inmensa variedad de secuencias de bifurcaciones,
histéresis y la coexistencia de multiples atractores.

i
— 2

1
| <+

Red |¢3

Diadd e Chaa

Red

i
4
v 1.5
Dioda de Chus .2
Himaeiion 4 02 a4 e 1 2 3

(a) (b)

F1G. 3.— Modelo de oscilador canénico con el diodo de Chua
como elemento no lineal (no mencionan una modificacion interna
al diodo). (a) Ejemplo de una red en combinacién con un capacitor
que produce histéresis y (b) tipos de histéresis. Graficas adaptadas
de Itoh & Chua (2005) para contextualizar el presente trabajo en
la poca atencién que ha recibido la histéresis en este circuito.

Pero, sin modificar el diodo de Chua. Lindberg
(1994), basandose en el trabajo de Murali y
Lakshmanan, se realiz6 una explicaciéon sencilla
del comportamiento fisico del circuito y verifico
mediante simulaciones algunas de las conclusiones
de Murali y Lakshmanan.

El ¢!, a pesar de su simplicidad, permite observar
muchos comportamientos dindmicos utilizando
variantes de la caracteristica linealidad por
partes del diodo de Chua. En varios trabajos se
desarrollaron versiones aproximadas, como las

utilizadas en Ramirez-Avila & Gallas (2010) donde
el diodo de Chua tiene ajustada una no linealidad
cubica.

Itoh & Chua (2005) también generaron
“osciladores no lineales histeréticos” con diodos
de Chua, i.e., emplearon distintas configuraciones
del diodo de Chua (sin modificar su comportamiento
PWL) en distintos circuitos junto con otros
componentes electronicos (capacitores, inductores,
etc.) lo que da como resultado a la apariciéon de
histéresis (Fig. 3). Dicho estudio surgié debido a que
en circuitos cadticos similares usaron la histéresis
como elemento no lineal, como el circuito de Saito
(1985).

Gutierrez (2008) asevera:

“A diferencia del circuito de Chua, el de Saito no
ha tenido la suficiente atencién que requiere, pero
no hay duda de que en los préximos anos sea uno
de los circuitos mas estudiados, ya que este circuito
presenta un comportamiento hipercaético.”

La no linealidad de la histéresis es ampliamente
mostrada en una variedad de materiales y sistemas
que en nuestro caso sera de utilidad. Aqui se propone
una modificacién del ¢2 que da lugar al fenémeno de
histéresis asociado al comportamiento no lineal del
diodo de Chua.

En la Sec. 3.1 utilizamos resistencias internas
elevadas del inductor, se muestra una modificacién
del ¢2 que, de alguna manera, introduce histéresis
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(probablemente acompanada de oscilaciones
parasitas en la parte experimental) para que el
circuito pueda funcionar con estos inductores.
Ademas, esto resulta en una estructura topologica
experimental mas sencilla, ya que emplea inductores
con resistencias internas no despreciables; pero con
algunas ventajas y desventajas en cuanto a su
riqueza dinamica.

En la Sec. 3.2, usando simulaciones, se realiza
una comparacion cualitativa de los comportamientos
dinamicos obtenidos para el ¢2? con la modificacién
propuesta. También se muestra cémo afectan los
transitorios y la manera en la que pueden pasar
desapercibidos ciertos comportamientos dindmicos.

En la Sec. 3.3 se muestran los resultados
empleando tres parametros de control para asi
comparar de una manera mas extensa la dinamica
de ambos circuitos.

En la Sec. 4 se muestran los resultados de la
implementacion experimental del circuito propuesto,
junto con las simulaciones.

Finalmente, en la Sec. 5 se senalan las
conclusiones mas relevantes y se indican algunas
perspectivas de este trabajo.

3. METODOLOGIA Y RESULTADOS

Para ver una nueva o identificar mejor la dinamica
oculta del ¢!, es importante disefiar un diodo de
Chua lineal por partes con los segmentos deseados,
por ejemplo: Wang et al. (2019) utilizaron un diodo
lineal por partes de “n” segmentos para generar
atractores “n-scroll”. En este y muchos otros trabajos
se puede ver que varios autores modifican dicho
diodo de Chua de alguna manera y segun las

necesidades requeridas.

3.1. Diodo de Chua modificado

La propuesta del ¢2 modificado (que denotaremos
como ¢3), se realiz6é debido a que se utilizé
un inductor de elevada resistencia interna Rp
(Fig. 4(a)) y esto ocasiona que el ¢? no muestre
comportamiento cadtico. Para ilustrar las diferencias
de inductores, la Fig. 4(b) muestra cualitativamente
el comportamiento ideal y no ideal de un inductor
en funciéon de la frecuencia e impedancia. Una
mejor aproximaciéon de una bobina no ideal
podria considerar su capacitancia interna Cj, cuyo
esquematico de la aproximacién que se muestra en la
Fig. 4(c), esta capacitancia Cy es la que se generaria
debido al embobinado (Fig. 4(d)).

Segun Siderskiy (2022) si
inductancia de alrededor de 18 mH, R; debe
ser inferior a 30 . También Hidalgo (2008)
muestra mediante simulaciones que R; no puede
ser mayor que 30 2 si se quiere tener atractores
double-scroll y Réssler, y no mayor a 20 Q si se
quiere tener atractores double-scroll (en inductores
no integrados). Para solucionar el uso de inductores
no ideales (R; > 3012), se alter6 el funcionamiento
interno del diodo de Chua en el disefio propuesto
por Kennedy (1992), retirando los condensadores de
derivacién conectados a cada bateria de 9 V cuyo

utilizamos wuna

Inductor ideal

Inductor real

12]{€2)

fiH2)
(a) (b)

Fi1G. 4.— (Color online) (a) Inductor moldeado de mayor
comercializacién. (b) Impedancia y frecuencia para distinguir
un inductor lineal (ideal) y no lineal (real). (¢) Esquematico de
una mejor aproximacién a un inductor real. (d) Capacitancia y
resistencia interna en inductores, Cy y R, respectivamente. (e)
Esquematico del diodo de Chua modificado con un condensador
ceramico en los terminales 6 y 8 (color rojo) del circuito integrado
TLO082.

proposito era mantener la alimentacién del circuito
integrado con una tensién continua y simétrica,
pero la modificacion es sobretodo, anadiendo un
capacitor en las terminales 6 y 8 del circuito
integrado (Fig. 4(e)). Realizando esta modificacion
a este disefio electronico del diodo de Chua Ng,
se obtiene un comportamiento donde este ya no
es lineal en la parte central y se transforma en
un “bucle de histéresis”. Dicho comportamiento se
observé con el montaje del circuito mostrado en la
Fig. 5, donde la resistencia Rg es usada para medir la
corriente ir que fluye hacia la resistencia negatival
Ng cuando un voltaje Vi es aplicado a través de
sus terminales, esto causa un voltaje V,,=—Rgig.
Ademas, aplicando un voltaje Vs se puede ver su
comportamiento graficando V;,, (o< —ig) vs. Vi.

Los resultados experimentales del diodo
modificado de ¢? se muestran en la Fig. 6(a)-(b).
En (a) se ve el comportamiento lineal por partes
del diodo de Chua y en (b) el comportamiento del
diodo de Chua modificado con una “histéresis” en
la parte central. Estas son las imagenes de un
osciloscopio digital marca EZ, modelo OS-5020 y
con un ancho de banda de 20 MHz, un generador

1 Ny también tiene esta denominacién ya que en vez de disipar
la energia realiza el efecto contrario que es dar energia.
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F1G. 5.— El comportamiento no lineal de Ni se puede obtener
aplicando un voltaje con forma de onda triangular Vg (ver
Kennedy (1992)).

IR{mA)
IR{mA}

] 4 0 2
VRV VR(V)

(© (d

F1G. 6.— Comportamiento no lineal del diodo de Chua y su
modificacién: en un osciloscopio en modo X — Y (conectando —V;
y Vg enlaentrada Y (1 V/div) y X (100 mV/div), respectivamente).
(a) PWL que pertenece al C2 y (b) PWL con histéresis en la parte
central que pertenece al ¢391. Y en simulaciones: (¢) PWL (¢2) y
(d) PWL con histéresis en la parte central (¢301).

de funciones EZ FG-7020A con un ancho de banda
de 20 MHz que genera un voltaje Vs con forma
de onda triangular, amplitud de 7 V pico a pico y
una frecuencia de 30 Hz, utilizando los valores de
los componentes eléctricos correspondientes que se
muestra en la Tabla 2. Las Figs. 6(c)-(d) son las
simulaciones de Ng, donde también se puede ver
el bucle de histéresis. Cabe aclarar que el voltaje
triangular en LTSpice XVII (no tiene esta forma de
voltaje en sus opciones) se construy6 utilizando un
voltaje en forma de pulso con los parametros dados
en la Tabla 1.

Este tipo de circuitos integrados con op-amps,

R
M\

v

C L
I Inversor Schmitt-trigger

F1G. 7.— Oscilador de relajacién utilizando un disparador
inversor de Schmitt (Itoh & Chua (2005)).

TABLA 1
PARAMETROS UTILIZADOS PARA CONSTRUIR UNA ONDA
TRIANGULAR EN LTSPICE XVII.

\Y \Y% T T T T T N

inicial | on | retardo | subida | caida on periédo | ciclos

IV | TV 0 Ims | 1ms | 0.01 ms 2 ms -

que utilizamos en la construccion de Ng, tienden
a ser disenados de manera que eviten eficazmente
la histéresis mientras se realiza una operacién
especifica; pero probablemente esto se puede
modificar. Existen disenos en los que la ausencia
de histéresis se convierte en una desventaja y
se tiene que forzarla, una manera de lograrlo
es agregando una retroalimentacion negativa a
través de la salida y uno de los pines de entrada
del op-amp (probablemente similar al disefio de
Itoh & Chua (2005) que se muestra en la Fig. 7).
Para verificar esta retroalimentaciéon negativa se
puede descomponer el diseno del diodo Ny en dos
diodos en paralelo (Fig. 8) que también generan los
comportamientos no lineales Np de la Fig. 6, i.e.,
Nr =N R, T N R~

La histéresis en circuitos electréonicos puede
resultar beneficiosa o no, dependiendo de su
aplicacion. En nuestro caso, es beneficiosa,
porque compensa la dificultad experimental de
utilizar inductores no ideales con una resistencia
interna elevada. Esta histéresis en el ¢2 no es
completamente inesperada; pero ha sido muy poco
estudiada, algunos autores, como Kennedy (1993),
dejan de lado estas consideraciones y las evitan, para
no tener asimetria en los atractores double-scroll? y
los pequenios efectos que esto tiene sobre la secuencia
de bifurcacion.

3.2. Dindmica con Ry,

Comparamos el comportamiento dindmico de ¢2 y
¢3 mediante simulaciones y usando los parametros
usados por Kennedy (1991), es decir: 0.01 ms para
el paso de tiempo méaximo, tiempo de simulado de
100 ms y que se tenga una adquisicion de datos

2 Se puede traducir como “doble rollo”; pero debido a que es més
conocido de esta manera se mantiene el nombre en inglés.
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F1G. 8.— Comportamiento no lineal del diodo de Chua clasico
y una modificacién. (a) Uno de los disefios del diodo de Chua con
dos op-amp en paralelo (grafica sacada de Kennedy para detallar
la modificacién), (b) Nr; del diodo de Chua clasico (¢2), (c) Ng1
con la modificacién que produce una histéresis en la parte central
(€39Mm), (d) Npo del diodo de Chua clasico (¢2) y (e) Nro que no
tiene modificacién y se comporta igual (€391).

desde los 80 ms. Ademas de estas consideraciones,
para tener mayor certeza de no almacenar datos del
régimen transitorio se utiliza también la condicion
de que el simulador omita los datos correspondientes
a la solucion del “punto de funcionamiento inicial”.
De esta manera nos enfocaremos mayormente en

TABLA 2
LISTA DE COMPONENTES ELECTRONICOS.
Elemento Descripcién Valor | Tolerancia

L Inductor moldeado 18 mH +10%
Cq Cond. de poliéster E 103H | 10 nF +3%
Co Cond. ceramico 104 100 nF +3%
C Cond. ceramico 224 220 nF +3%
A Op amp (TL082)

R1 Resistencia 220 O +5%
Ro Resistencia 220 Q +5%
R3 Resistencia 2.2 kO +5%
Ry Resistencia 22 kO +5%
Rs Resistencia 22 kO +5%
Rg Resistencia 3.3k +5%
R Potenciémetro 5k +10%

la region asintéticamente estable. Empleando los
valores de los componentes electrénicos de la Tabla 2
obtuvimos los distintos comportamientos dindmicos,
Aqui sélo se muestra una pequefia variedad de la
riqueza dinamica obtenida, presentandose aquellos
que tuvieron un cambio cualitativo mas significativo
en el espacio de fases. Entonces, las Figs. 9-13
muestran esta evolucién dindmica del ¢? (en la
primera columna) y del ¢ (en la segunda columna)
a medida que aumenta el parametro de control
Ry con el valor fijo de R = 1419 Q y utilizando
las condiciones iniciales dadas por el software
[-1.145718e-0, -8.068434e-4, -8.068434e-4] para V,,
Ve, ¥y Ip,, respectivamente. Para ambos casos,
primero se muestra el atractor en el espacio
de fases usando solo dos variables dinamicas
Ve, ¥ Ve,). Seguidos de sus respectivas series
temporales en la parte inferior y sus transformadas
rapidas de Fourier (FFT) que permite clasificar de
manera cualitativa los comportamientos dinamicos
del sistema; sin embargo, hacemos notar que una
mejor determinacion de dichos comportamientos
podria hacerse determinando el maximo exponente
de Lyapunov (LLE) a partir de las series temporales
usando los algoritmos de Sano & Sawada (1985),
implementado en TISEAN por Hegger et al.
(1999) y utilizado ampliamente por Gerard et al.
(2016) en el analisis de sonidos del instrumento
musical andino denominado tarka. Sin embargo, este
analisis sale de los objetivos del presente trabajo,
donde simplemente se quieren distinguir espectros
armoénicos de los que no lo son. Los resultados
obtenidos utilizando la regiéon asintéticamente
estable del tiempo de simulacién (excepto para el
caso de la Fig. 12(a), que se explican méas adelante)
son:

Figs. 9(a)-(b) en ambos casos se tiene un atractor
peridédico de periodo 1, tipo ciclo limite, las series
temporales también muestran periodicidad, las FFT
muestran el armoénico fundamental y los arménicos,
que son frecuencias mdltiplos de la frecuencia
fundamental del sistema y cuya amplitud va
decreciendo conforme aumenta el multiplo (esto es
caracteristico de un comportamiento periédico).

Fig. 10(a) atractor extrafio caodtico, tipo
double-scroll, el comportamiento cadtico es evidente
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F1G. 9.— (Color online) Graficas del espacio de fases (superior),
series temporales (centro) y FFT (inferior). El valor del parametro
de control utilizado es Ry, = 1 ) para (a) ¢2 y (b) ¢3 (cada gréfica
también esta etiquetada con Ry,).

en las series temporales y en su FFT (ya no
tiene el armoénico fundamental). Es interesante
notar que estas FFT nos dan la nocién de que
el comportamiento cadtico estda compuesto por
“infinitas” 6rbitas periédicas®, estas o6rbitas
periédicas son inestables y no convergen, i.e., la
dinamica del sistema solo las sigue por un breve
tiempo y diverge de una a otra orbita periédica. En
Fig. 10(b) aun se tiene un comportamiento periédico.

Fig. 11(a) atractor periédico, de periodo 4, y en
la Fig. 11(b) se contintia con un comportamiento
peri6dico; pero en su FFT se ve un aumento notable
de frecuencias mayores a 10 kHz en comparacion al
caso anterior Fig. 10(b).

Fig. 12(a) atractor extrano caético, tipo Rossler
(one-scroll), en realidad aqui se tiene una crisis de
intermitencia que se detalla mas adelante y en la
Fig. 12(b) atractor extrafio caético, tipo double-scroll.

Fig. 13(a) atractor periédico, de periodo 1, y en la
Fig. 13(b) el atractor extrafio cadtico se “regularizé”
(en comparacion con el caso anterior Fig. 12(b)).

Otra observacién importante del ¢? y el ¢3,

3 Para entender mds este concepto se puede consultar los
conceptos de herradura de Smale y el mapa Baker.

F1G. 10.— (Color online) Graficas del espacio de fases (superior),
series temporales (centro) y FFT (inferior). El valor del parametro
de control utilizado es Ry, = 20 Q para (a) ¢2 y (b) ¢3.

en las Figs. 9-13, es que la amplitud de las
variables dinamicas va disminuyendo a medida que
el parametro de control Ry aumenta y esto ocurre
mientras se observa la manifestacion de los distintos
comportamientos dindmicos. Notemos esto mediante
las Figs. 9(a)-(b), para Ry = 1 ) ambos circuitos
tienen las mismas amplitudes y en la Fig. 10(a)
el ¢? tiene un cambio abrupto de esta amplitud
(mostrando caoticidad) y el ¢3 disminuye lentamente
su amplitud (que continua en una periodicidad) como
se ve en la Fig. 10(b). Y para los demads casos estas
amplitudes también van disminuyendo al aumentar
Ry, como es de esperarse ya que la resistencia
R;, se incrementa. Entonces, estas manifestaciones
dinamicas estan relacionadas con estas amplitudes.

En la Fig. 14(a) se muestra un aparente
double-scroll, pero en realidad son dos atractores
Rossler “chocando”, el relleno de color naranja es
la region transitoria (Region 1 de la Fig. 14(b))
y muestra como la dindamica del sistema va
evolucionando dadas las condiciones iniciales hasta
quedar atrapado en el atractor Rossler “izquierdo™
(Regién 2 de la Fig. 14(b)) y para un tiempo de

4 Esta denominacién se la damos solo para distinguir ambos
casos.
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F1G. 11.— (Color online) Graficas del espacio de fases (superior),
series temporales (centro) y FFT (inferior). El valor del parametro
de control utilizado es Ry, = 30 Q para (a) ¢2 y (b) ¢3.

simulacién mayor queda atrapado en el atractor
Rossler “derecho” (Region 3 de la Fig. 14(b)). La
Fig. 14(a) tiene las mismas condiciones que la
Fig. 12(a) solo que con 8 s en el tiempo de simulacion,
y de esta manera vemos c6mo aparece varias veces
la transicion de la Region 2 a la 3; lo que constituye
una crisis de intermitencia, i.e., el comportamiento
dindmico va cambiando de una regiéon a otra y
no se queda en una sola region (como lo es la
asintéticamente estable) ya que cada cierto tiempo
pasa del atractor Rossler izquierdo al derecho. Por
un lado, se observa esta transicion en el sentido del
atractor Rossler izquierdo y derecho, remarcando que
estos atractores extranos son caéticos y, por otro lado,
se tiene que los tiempos en los que se produce las
transiciones en las series temporales de una region
a otra, que también podria tratarse de otro caracter
caético, en el sentido de que la frecuencia con la que
ocurren estas transiciones no siguen un determinado
patrén de ocurrencia, por esto tendriamos un “doble
caracter caodtico” en este caso especial.

Aqui mostramos qué tan importante es tener una
manera de controlar el tiempo de simulacién, ya
que esto puede involucrar ver un aparente atractor.
En este caso se tiene dos atractores Rossler, ver
uno u otro dependera del tiempo usado. Estos dos

F1G. 12.— (Color online) Graficas del espacio de fases (superior),
series temporales (centro) y FFT (inferior). El valor del parametro
de control utilizado es Ry, = 40 Q para (a) ¢2 y (b) ¢3.

atractores Rossler ilustran lo que se conoce como
una coexistencia de atractores que ocurre cuando no
se tiene una crisis de intermitencia, como sefialan
Rocha & Medrano-T (2016) en su trabajo de
atractores ocultos y coexistentes.

Como se detall6 anteriormente, las consideraciones
utilizadas nos dan una buena certeza de que se
descarté la region transitoria en ambos circuitos;
pero otra cosa crucial que se observéo en las
simulaciones es que el tiempo que le toma superar
el transitorio a ambos circuitos, a medida que Rp
aumenta, es aproximadamente el mismo y se puede
ver en la Fig. 15.

Esta es una comparacion cualitativa que se realizé
estimando los tiempos observados cuando las series
temporales salian del régimen transitorio y es por
eso que no tienen sus barras de error. Se puede
notar que el tiempo de simulacién para generar
los distintos atractores, depende sobre todo, del
tiempo que le toma a la senal salir de la region
transitoria. Una vez conocido el tiempo transitorio,
el tiempo de simulacién puede ser muy pequeio
para aligerar la potencia computacional requerida
y también el atractor en el espacio de fases no se
vera muy rellenado por los datos (a causa de tiempos
de simulacion muy grandes para evitar la region
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F1G. 13.— (Color online) Graficas del espacio de fases (superior),
series temporales (centro) y FFT (inferior). El valor del parametro
de control utilizado es Ry, = 56 Q para (a) ¢2 y (b) 3.

TABLA 3
VALORES MEDIDOS EN LABORATORIO

Elemento Descripcion Valor medido
L Inductor moldeado 9.14+0.1 mH
C1 Condensador ceramico E 103H | 10.1+0.1 nF
Co Condensador ceramico 104 100.7+0.1 nF
Ry, Resistencia interna de L 54.64+0.1 Q
Q Factor de calidad de L 8.7+0.1
w Frecuencia utilizada en Q 271.3 kHz

transitoria), siempre y cuando nos aseguremos de no
toparnos con los casos especiales como la crisis de
intermitencia.

3.3. Dindmica con tres pardmetros de control

Ahora utilizamos tres parametros de control Ry,
R y L, los valores explorados fueron: Ry = [1,61]
Q (en pasos de 10 ), R = [600,2000] © (en
pasos de 100 Q) y L = [8,18] mH (en pasos de 2
mH). Adicionalmente, se realizé6 unas simulaciones
complementarias para tener mayor precisién (con
intervalos mas pequefios de Ry y R) en los limites
de las regiones, resultando ~ 9000 simulaciones;
cada una de las cuales generaba una imagen con dos
graficas, una correspondiente al espacio de fases y la
otra a las series temporales. Esto se logré vinculando
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F1G. 14.— (Color online) Efectos del tiempo de simulacién en el
¢? utilizando Ry, = 40 . (a) Dos atractores Rossler con la regién
transitoria (color naranja), (b) Serie temporal con 100 ms donde
se puede ver el transitorio (Reg.1), primera y segunda region
“estable”, Reg.2 y Reg.3, respectivamente, (c) Serie temporal con 8
s de simulacién y no tiene una estabilizacién (las lineas rojas que
estan abajo en realidad crean un “hueco”, pero es imperceptible
debido a la cantidad de datos).

LTSpice con Python para la automatizacion; pero
debido a que la potencia computacional juega un
rol muy importante, se aumento6 el paso de tiempo
maximo a 1 ms; incluso con esa consideracién el
tiempo de ejecucion del programa que generé todas
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F1G. 15.— Resistencia interna de la bobina y tiempo de duracion
del régimen transitorio. Los puntos pertenecen al ¢2 y las “x” al
e3,

esas imagenes fue ~13 horas, dicho programa fue
ejecutado por separado y simultdaneamente en dos
computadoras intel(R) Core(TM) i5-4570 CPU con
RAM de 8 GB (una computadora ejecutaba el Script
del programa del ¢? y la otra del ¢3).

Para compensar la consideracion del paso de
tiempo, se volvié a repetir (sin la automatizacion en
Python) las simulaciones que lo requerian con 0.01
ms en el paso de tiempo maximo.

La Fig. 16 muestra los intervalos pintados, en
los planos de parametros R;-R, en los que se
obtiene comportamiento caético para el ¢? (columna
izquierda) y el ¢ (columna derecha). Pero, solo se
muestra los resultados para L = 14, 16 y 18 mH
debido a que el ¢2? solo mostré comportamientos
cadticos a partir de 14 mH, cosa que no ocurre con
el ¢3 (como se muestra mas adelante en el espacio de
parametros). Entonces, en:

(a) La linea roja representa la zona en la que
aparece el atractor Rossler, la region a la derecha
de esta linea es donde aparecen comportamientos
periodicos de periodo “n” y puntos de equilibrio;
en cambio (b) muestra el intervalo en el que se
tiene atractores double-scroll a medida que aumenta
Ry, (senalado con una mayor tonalidad de celeste).
Esta region aparenta mantenerse constante en un
intervalo de R a medida que aumenta R;,.

(c) Tenemos dos regiones caéticas de color rojo
y celeste que pertenecen a los atractores Rossler y
double-scroll, respectivamente. También se encontré
nuevamente una pequena regiéon de crisis de
intermitencia; en cambio (d) muestra un caso similar
al anterior, pero desplazado hacia arriba.

(e) Se tienen nuevamente dos regiones caéticas. En
el grafico se ve como estas van disminuyendo en el
¢? a medida que R; aumenta; en cambio (f) muestra
también un caso similar al anterior (d), que también
es desplazado hacia arriba, nuevamente la region
cadtica continua manteniéndose aproximadamente
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Fi1G. 16.— (Color online) Regiones que presentan

comportamiento caético en el €2 (a), (c) y (e) (columna izquierda)
y €3 (b), (d) y () (columna derecha). Utilizando R = R7 y Ry,
para distintos valores de L. Las regiones que tienen distintas
tonalidades azules son las que contienen comportamiento caético
tipo double-scroll y las regiones rojas contienen comportamiento
cadtico con atractores tipo Rossler (en las regiones exteriores a
estas se tienen comportamientos periédicos).

constante segin R; aumenta.

En el espacio de parametros de la Fig. 17 se puede
comparar el tamafio de las regiones cadticas en
ambos circuitos, donde cada color de contorno hace
referencia a distintos valores de L.

4. CONSTRUCCION EXPERIMENTAL DEL ¢3

Los resultados del ¢3 fisico, Figs. 18-19, muestran
su dindamica utilizando los valores de la Tabla 2; pero
con algunos valores ligeramente diferentes que valen
la pena mostrar y estan en la Tabla 3, esto debido
a la caracteristica sensibilidad a las condiciones
iniciales que tienen estos sistemas cadticos. Los
componentes electrénicos fueron ensamblados en
un protoboard y utilizando un osciloscopio digital
UTD-2072CEX con un ancho de banda de 70
MHz, se pudo ver su evolucién dinamica, estas
son: (a), (c), (e) y (f). Mientras que (b), (f) y (g)
corresponden a las simulaciones en LTSpice XVII.
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(b)

F1G. 17.— (Color online) Espacio de parametros del (a) ¢2 y
(b) ¢3. Cada contorno corresponde a distintos valores de L, estos
son: 8 mH (rojo), 10 mH (azul), 12 mH (verde), 14 mH (rosado),
16 mH (amarillo) y 18 mH (naranja). Nuevamente las regiones
que tienen distintas tonalidades azules son las que contienen
comportamiento cadtico tipo double-scroll y las regiones rojas
contienen comportamiento cadtico con atractores tipo Rossler
(en las regiones exteriores a estas se tienen comportamientos
periédicos).

Estos comportamientos dinamicos son:

(a)-(b) Atractor periédico de periodo uno, tipo Ciclo
limite.

(c)-(f) Atractor extrano caético, tipo double-scroll.

(g)-(h) Atractor peridédico de periodo 3.

Como se mencioné anteriormente, es claro el
importante papel del ruido cuando se estudian
circuitos electronicos. Es esencial considerar
tales efectos al estudiar con mas detalle estos
sistemas en términos de controlabilidad; por
ejemplo, el ruido intrinseco a cualquier circuito
electronico, debido a la temperatura y al conjunto
del experimento, puede llevar la trayectoria de la
dindmica natural del atractor regular para la region

Tiorape (ms|

(a)R=780Q (b)R=7010

T

Trraps ms|

(dR=8240

(c)R=8810Q

F1G. 18.— Resultados del ¢3 experimentalmente (columna
izquierda) y de las simulaciones (columna derecha). Solo se
muestran las variables dinamicas V1 y Voo, tanto en el espacio
de fases, como en las series temporales (las variables estdn
etiquetadas con el mismo color en los ejes). Para las graficas
experimentales el error es de 1 2 y para el caso de las simulaciones
se requiere un mayor estudio del software de simulacion (cosa que
sale fuera del objetivo del presente trabajo).

donde se encuentran conjuntos de sillas caéticas®.
En sistemas dindamicos mas complejos, como las
redes, el ruido intrinseco puede transfigurar el
conjunto de silla caética en un atractor caédtico
(Medeiros et al. (2019)), pero, en el circuito de
Chua, provoca diferencias entre los resultados
tedricos y experimentales que pueden eliminarse

5 Traduccién de: chaotic saddle sets.
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F1G. 19.— (Continuacion de la Fig. 18).

disminuyendo el ruido, como lo hace Prebianca et
al. (2019) mediante integracién numérica de las
ecuaciones de movimiento del circuito de Chua
utilizando un integrador Runge-Kutta estocastico
de cuarto orden, donde muestran cémo el ruido
distorsiona las regiones en dichos espacios de control
destruyendo unicamente la dinamica periédica. En
nuestro caso el tnico atractor cadtico observado es
el doble-scroll con pocas manifestaciones periddicas,
probablemente por el ruido presente.

Reforzando la ausencia del atractor cadtico tipo
Rossler anteriormente senalamos que Hidalgo (2008)
mediante simulaciones menciona la posibilidad de
ausencia de dinamica caética.

Por otra parte, desde un punto de vista

experimental, existen trabajos relacionados con
los efectos del ruido en el circuito de Chua como
el de Sanchez et al. (1999). Donde presentan dos
métodos diferentes para introducir un componente
de ruido en el circuito de Chua y lo estudian en
términos de sincronizacién. Demuestran que se
espera que aparezca sincronizacion si uno de los
ruidos aplicados tiene una media distinta de cero que
cambia el comportamiento del sistema a periédico.

Por lo tanto, sefialamos que la dinamica del
circuito de Chua es muy flexible para diferentes
propésitos.

5. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Como se indic6 anteriormente, el punto de partida
de nuestra investigacién tuvo su origen en ¢!; sin
embargo, al ser predominantemente experimental,
no se considero a este circuito desde una perspectiva
practica por tener una bobina ideal. En tanto
que el ¢? y el ¢ son circuitos donde se toma
en cuenta el aspecto real de la existencia de
resistencia interna del inductor, siendo pequena para
¢? y mayor para ¢3; este ultimo aspecto posibilita
la aparicion del fenémeno de histéresis. En este
trabajo, nos abocamos a estudiar ¢? desde una
perspectiva de simulacién y ¢ tanto desde el punto
de vista experimental como de simulacién. Por otra
parte, ambos circuitos presentan comportamientos
regulares y una ruta al caos; para ¢? a través del
desdoblamiento de periodos (duplicacién del naimero
de picos por periodo) a medida que aumenta el
valor del parametro R; y mediante otro mecanismo
para ¢3 que debe ser dilucidado; estas rutas
al caos también producen en ambos circuitos la
disminuciéon de la amplitud de sus oscilaciones y
consecuentemente la modificaciéon de sus escalas de
tiempo oscilatorias, tornandose més lenta para ¢3.
En cuanto a la duracién del régimen transitorio, este
aumenta también con el valor de R; para ambos
circuitos. La diferencia entre el ¢? y el ¢ radica
en el hecho de que el primero exhibe atractores tipo
Réssler y double-scroll, en tanto que el segundo sélo
muestra los double-scroll con una marcada asimetria
en el espacio de fases. Los planos de parametros
del ¢2? muestran diferentes regiones que denotan
comportamientos cadticos y como estas regiones se
van reduciendo cuando R; aumenta. Ademas, se
detectaron también pequenas regiones de crisis de
intermitencia para los atractores tipo Rossler, lo que
hace pensar que tales situaciones de comportamiento
cadtico no son estables separadamente. En tanto
que el plano de pardametros para ¢® muestra las
regiones cadticas correspondientes a atractores tipo
double-scroll y que se extienden méas con respecto a
Ry. Los espacios de parametros para ambos tipos de
circuito, exhiben caracteristicas diferentes; mientras
que las regiones caéticas en ¢? estdn muy préximas
las unas a las otras; las correspondientes a ¢3, se
disponen en forma escalonada.

Es importante resaltar el hecho de que los
aspectos numéricos también revisten importancia
por varios factores, entre los cuales se puede
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mencionar: (i) la reproducibilidad de los resultados
obtenidos experimentalmente. (ii) Constituyen un
complemento esencial al trabajo experimental pues
numéricamente pueden encontrarse nuevos aspectos
que en los experimentos, en primera instancia,
no aparecen. (iii) Pueden utilizarse para planificar
nuevos experimentos con el fin de verificar la
existencia de fenémenos que aparecen al resolver
numéricamente las ecuaciones del sistema.

Si bien, en este trabajo se puso de relieve los
aspectos ligados a la histéresis, esto amerita un
estudio mas detallado de este fenémeno que se
ha abordado muy poco en la literatura existente.
Otros aspectos importantes que se podrian encarar
son: (i) Encontrar un formalismo adecuado para la
descripcion del circuito de Chua ¢3. (ii) Proponer
un modelo matematico del diodo de Chua con
histéresis y realizar un estudio numérico detallado
con las nuevas ecuaciones. (iii) Explorar situaciones

que conduzcan a fenémenos dinamicos interesantes
debido a la presencia de histéresis, como ser
la existencia de hipercaos que ocurre en el
circuito de Saito (1985). Finalizamos reiterando la
importancia de la complementariedad de los trabajos
experimental, numérico y tedrico.
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